Préparatoire MP2 Prof : Nedra Moalla

Probléme Révision Variable aléatoire

Soit n un entier strictement positif. On identifie R™ & espace M,, ; (R) des vecteurs colonnes a n coordonnées
réelles. Pour tout = (z1,...,x,) € R™, on note :

A. Norme d’opérateur d’une matrice

Soit M = (m@j)lgi’jgn S Mn<R)

< [M{lop - [l =yl

3. Si M est symétrique, étdhlir I'égalité = max{|\[; A € o(M)}. On pourra commencer par le cas
ot M est est une matrice

atrice 'M M est une matrice symétrique et que ses valeurs propores sont positives.
lité || M||op > max{|m;;|;1 <i,5 <n}.

6. Etablir que

1M lop < | > D (miy)?

i=1 j=1
et donner une condition nécessaire et suffisante sur le rang de M pour que cette inégalité soit égale.
On note ¥, 'ensemble des matrices M = (m;;)i<ij<n € M,(R) telles que |m; ;| < 1 pour tous
i,je{l,...,n}.

7. Montrer que pour tout M € X, ||M|,, < n. Caractériser et dénombrer les matrices M de 3,, pour
lesquelles || M ||o, = n.



B. Variables aléatoires sous-gaussiennes

Dans toute la suite du probléme, toutes les variables aléatoires considérées sont réelles et discrétes, définies
sur un espace probabilisé (2, A, P). Soit a > 0. On dit que la variable aléatoire X est a-sous-gaussienne si :
Vt € R, E(exp(tX)) existe et finie et

a?t?
VieR, E(exp(tX)) <exp (T) :
1. Montrer que pour tout ¢t € R, on a ch(t) < exp (%)

2. Soit t € R. Démontrer que si = € [—1, 1], on a 1’égalité suivante :

14+ 1—x
e et
- 2 2
3. a) Soit X une variable aléatoire réelle bornée par 1 et centrée. Montrer qig, X estl,sous-gaussienne.
b) En déduire que si X une variable aléatoire réelle bornée par a >_( et cefgrée.”Montrer que X est
a-sous-gaussienne. (On notera X (Q2) = {x,, n € N})

e

4. a) Soit X7, ..., X, des variables aléatoires mutuellement indépendantes sous-gaussiennes, et fi1, ..., [,

des nombres réels tels que Z(ui)Q = 1.
i=1

n
Montrer que la variable aléatoire Z i X
i=1

6. a) Soit X #&t une e aleatoire discréte a valeurs dans N.
n n—1
Mon'r out n € N*, Y kP(X =k) =) P(X >k)—nP(X >n)
k=1 k=0

En déduireque X est d’espéranceiﬁnie si et seulement si la série de terme général P(X > k) converge

et que F(X) = iP(X > k).
k=1

b) Soit X est une variable aléatoire a valeurs dans R, montrer que si X est d’espérance finie, alors la
série de terme général P(X > k) converge et que

iop(xzk) < B(X) < 1++§P(X2k:)

(Ind : Utiliser que [X] < X < [X] + 1 avec [X] est la partie entiére de X.)
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7. a) Soit X une variable aléatoire a-sous-gaussienne et 5 > 0. Montrer que pour tout entier £ > 0 :
B2X? 2
Pl ex >k <—
1
25

b) Déduire que si aff < 1, alors E(exp(%)) existe et finie et E(exp(%)) < 1+ 2¢(n), avec

+o00 1
((z) :Zﬁ’ x> 1.
n=1

oun=

¢) En admettant que 1+ 2¢(2) < 5, montrer que E(exp(%)) < 5.

C. Norme d’une matrice aléatoire \\

On fixe un nombre réel a > 0 et on pose 7 = ﬁ.
Soit n un entier naturel non nul. On définit une famille de variables aléatoi M; ; indexées par i, j €
{1,2,...,n}, mutuellement indépendantes et a-sous-gaussiennes. On
Six € S™ on note y = Mx qui est ainsi un vecteur aléatoir
aléatoires réelles.

»

ote rice aléatoire (M; ;)1<ij<n-
%. es Y1, - - -, Yn sont des variables

2. On admet qu’il existe A,, une partie fipig.de S™ de cardinal majoré par 5" vérifiant

1
U Bf(a7 5)
ac€Ay,
Pour tout réel r > 0,an0 @ | M||op > 2ry/n implique Vexistence d'un a € A, tel que

|Mal| > rpdn.
En déduire que :

P(|M|lop > 2ry/n) < (25e777)",



