- Examen Analyse
Durée 3 h

Une grande importance sera attachée a la rigueur du raisonnement, a la clarté et

au soin de la présentation.

Probléme
Partie I (Autour de la fonction' Gamma d’Euler).
+00
Soit I'(z) —/ t*le~tdi.
0

1. Déterminer le domaine de définition D de T".
2. Montrer que Vz € D, F(x + 1) = I‘(:v)

ST

(8 (a) Montrer que Vz € D; Vn € N* T'(z + n) I(z): H T+ k)
k=0 17

(b) Déduire la valeur, de I'(n), pour n € N*:

N["N

‘ : +oo
4. Montrer la convergence de I’intégrale / - peq dt et donner sa valeur que sa-
X §.8 i 0 H F4% 4

chant que I'(3) = /7.
'~ 5. Montrer que I' est de classe C°° sur D et expnmer, pour k € N* I'® sous forme

intégrale.
6. (a) Montrer que I s’annule en un umque réel a venﬁa.nt a 6]1 2[

(b) En déduire les variations de T sur D.
7. a) Montrer que I'(z) ~o+ 2 et que I” (a:) o ——15 £
b) Montrer que llm I‘( ) = +00. Eini
8. Donner I’allure de la courbe représentative de I.

Partie IT (Une transformé de Fourier )
~+00

Vz € R, on pose F (x) = / o e t1 e"*dt ot i est le nombre compléxe,ﬁériﬁant
O v 71 ) » F 4 | A

2 = 1. , '

1. Montrer que F' est de classe C*® sur R et ‘exprimer, pour k € N* F®) sous

forme intégrale.

; 400 e
2. (a) Montrer que Yz €] + 1,-1[, F(z) = Z Cn (za:') avec ¢, =T(n+3).
174V, o nl
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(iz)"
(b) Déterminer le rayon R de convergence de la sene entelere Z Cn -l
AL f n20 2 GIRES

‘!&;

- (a) Montrer que’ Fest une solution de l’equatlon dlfférentlelle suivante «.

y=0

) 1
(E) y 4(:1:+z)

(b) Déduire que Vz € R, F(:z:) r( )(1 +32)” ~} o4 arctan(a)

Partie IIT (Autour de la loi de Poisson)

On rappelle qu'une variable aléatoire X, a valeurs dans N, suit la loi de poisson
P()) de parameétre A > 0 si pour tout n € N, P(X = n) = 2e™?, on rappelle aussi
la fonction génératrice Gx de la variable aléatoire X est défine par

Gx(0) = B) =3 P(X =) ¢
=0

x

On considére dans la suite la fonction f défine sur R par f(z) = e 7
1. a) Soit X une variable aléatoire qui suit la loi de poisson P(}). -
Déterminer la fonction génératrice Gx en précisant son domaine de définition.

b) Calculer 'epérance E(X), la variance V(X) de X aprés avoir justifier leurs

, N

existances.
Soit X et Y deux variables aléatoires indépendantes qui suivent des lois de

poissons de parametres respectif A > 0 et p > 0.
Montrer que X + Y suit la loi de poisson parametre At p.

Dans la suite on considére (X,)n>1' une suite de variables aleatoues mutuelle-
ment 1ndependantes de méme loi de poisson P()). o) i

3. a) Pour n € N*, on pose S,, =ZX;, oy
k=1
Montrer que S, suit une loi de poisson de parametre nA.
b) Déduire que la variable aléatoire T}, = —:/'%\ est centrée redulte
a) Soit ¢ > 0, montrer que P(| T/ |>¢) < = waph ol s
b) Déduire que Ve > 0, il existe un réel ¢; ,>.0 vérifiant V.c:> ¢, on a

P(|T,|= ¢ <e.
Dans la suite, on fixe deux reels aetb tels que a < b. Pour tout entler n e N*

telquea+\/—>0 on pose j
' | I,,—{keN/ n)\+a\/_<k<n)\+b\/—}

A
/On admet que  lim Z (n ) \/%./ f(®)

n—+-o00
k

-
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6. a) Montrer que Pe<T,<b= Z P(S, = k).

k€ln

1 b
édui i < <b) = ——/ t)dt.
b) Dedmrengn_&mP(a_Tn_ ) e ). f@)
7. Montrer que pour ¢ > 0, il existe un réel c; > 0 vérifiant V ¢ > ¢y,

+00
\/_12_; / f)dt <e.

8. Soit £ > 0 et ¢ > maz(cy, ).

P za-— [ FOCE

1 +00
PlT, > c)+ \/.T_ﬁ f(t)dt.

[~

Pla<T;<c)— 712—; /cf(t)dt‘+

Montrer que

F(t)dt.
T Ja

a) Justifier que P(T,, = a) < P(a < T, < a +¢), pour tout € > 0.
b) Déduire que lim P(T;, = a) = 0, puis que
n—+o00
lim P(T,>a)= lim P(T, > a).
n—+o0

n—+00

. . 1 +00
9. Déduire que nk&lw P, >a) = 7=

10.

E(nl) k
A
1L Soit Ay = 3 &
il

a) Montrer que e ™A, = P(T, < 0).

b) Déduire que A, ~ %e"’\.

On suppose dans cette question 0 < A < 1 et on considére la suite de fonctions

ol E(.) désigne la fonction partie entiere.

12.
suivante :

P, =
SRR L <
Gl = 1 n)\) e si 0<t<n)
sit>n)

a) Montrer que la suite de fonctions (g,)n>1 converge simplement sur [0, +oo

vers la fonction g : t —s et~ %),
nA

t P 1
b) Montrer que lim (1- —X)"e' dt = / e1-3) 4t
n 0

n—r+o00 0
(On rappelle que In(1 + z) < «, Vz > —1).
0 A

2.5 5 —-n n t ket

¢) Déduire que n_gm;w(n/\) /0 (RA=t)" e dt = T
13. En utilisant la formule de Taylor avec reste intégrale, montrer pour n € N* que
n k nA _\n
en)« s Z (n"\) +/ (n’\ t) et dt.
0

| 1
proes k! n!

14. Soit 0 < A < 1, montrer que lim ZP(S,, =k):=1.
R
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