MATHEMATIQUES 2. FILIERE MP

Partie I - Suites et intégrales

LA - Etude d’une intégrale & paramétres

e
LA -1)Soit ¢ : [0,+400[x]0,+0c0] — R de sorte que pour tout réel x > 0, f(x) =J ®(x,t) dt.
1—cost . 0

(x,t) - ¥ e ¢

e Pour chaque réel x € [0, +-00l, la fonction t — ®@(x,t) est continue par morceaux sur ]0,-+o0[;

e Pour chaque réel t €]0, 400, la fonction x — ®(x,t) est continue sur [0, +oo[;
1 —cost
e Pour tout (x,t) € [0, +00[x]0, +ool, [D(x,t)] T e @o(t). De plus, la fonction @p est continue par morceaux et

positive sur )0, 4+ool, prolongeable par continuité en 0 car ——— ~
t t—0 2

donc intégrable sur ]0, +ool.
D’aprés le théordme (d’existence et) de continuité des intégrales & paramétres,

l f est définie et continue sur [0, +oo[. I

Soit @ > 0. @ admet sur [a + co[x]0, +oo| des dérivées partielles d'ordre 1 et 2 par rapport & sa premiére variable x et
pour tout (x,t) € [a,+00[x]0, +ool.

1 —cost 1 :
= ] , et dominée par Tzen +00. La fonction o est

o 1—cost _., 2’0 . —xt
o™ (x,t) _.-,aat---c ct — (x,t) ==(1=cost)e™™".

k .
e Pour k € {1,2} et x € [a,+o0, la fonction t %?‘l(x' t) est continue par morceaux sur |0, +oo|;
k®
e Pour k € (1,2} et t €]0,+o0l, la fonction x — %;‘—k-(x,t) est continue surlﬂ +oo(;
- 2
% 2 t,t)| < (1—cost)e™™ = @a(0).

—
-y s e e
( ] .

De plus, les fonctions @1 et @2 sont continues par morceaux et positives sur 10, +c0l, prolongeable par continuité en 0

(par 0), et négligeables devant zZen +00. Les fonctions @) et 2 sont donc intégrables sur ]0, +ool.

D’apreés le théoréme de dérivation des intégrales & parameétres (théoréme de LEIBNIZ), f est de classe C2 sur [a,+oof et
ses dérivées successives s'obtiennent par dérivation sous le signe somme. Ceci étant vrai pour tout a > 0.

+o0 1 —cost = S
f est de classe C2 sur ]0,+4oo[ et pour tout x >0, f'(x) = —J Tc"" dt et f”(x) = (1 —cost)e™" dt.
0 0

- 1
1 =oN" est continue sur ]0, +0o| et admet des limites réelles en 0 et +oco (& savoir 3 et 0).

I.A - 2) La fonction u : t+— = T
On en déduit que cette fonction est bornée sur ]0, +00[. Soit M un majorant de cette fonction sur ]0, +ool. Pour x > 0,

o0 — 00 M
If(x)I =r l—iﬁt-e‘“ dt < Mr e ™ dt=—.
[\ t 0 X

i 1 —cos
Puisque _lim il 0, on en déduit que lim f(x) = 0. De méme, La fonction u : t - Loni est bornée sur ]0, +oo|
X—+00 X X=+00 t
et par un travail analogue, lim f'(x) =0. =
\* t x—+00 L‘_ - L\
Aubrement. _x Q.S,bw:e_ 3
- 1 — Lrn = O -—

— ’— : -
e -k
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lim f'(x)=0

X+ 00

lim f(x)=

x—-+00

-——

1 r"” costﬁ"' dt puis

Ed

. +oo
. _.j coste™" dt =
LA - 3) Soit x > 0. f"(x) = L eyt 0

+00 c("'*"" ]+w
Jm coste™** dt = Re (] P i dt) Re ([’:T;T 0
0

-xi

1 —I+l]'~
=Re (x +(-1-}Tw —x+1i )

(=x+i)t (4
e o e e i0)
.‘;ﬁ = |_x+ l‘ xX—+00

= Re (x—l—) {car x > 0 et donc

Finalement,

o Xy
x24+1

¥x > 0, f"(x) = ;“- -

Par suite, il existe C € R tel que pour tout x > 0, f'(x) =lnx — -;— In(x?+1)+C. Quand x tend vers —+0o,
1 % 1 1
lnx-—iln(x"-{-l)-=lnx—lnx—iln(l+x—2) = o(1),

et donc quand x tend vers +00, on obtient C =0 (d’aprés la question précédente).

: IW)O,f’(x):hx—%lxl(x2+l). I

I.A - 4) Une intégration par parties fournit

’

2 —
J;ln(x +1)—-—In(x +1)- J dx —1n(x2+1)—Jxx-:l]]dx=12‘-ln(xz+l)—x+Arctanx+)\

Donc, de nouveau, il existe A € R tel que pour tout x > 0,

f(x) =xlnx— x-—-ln(x2+l)+x Arctanx +A = xlnx——-ln(x +1) — Arctanx +A.

Quand x tend vers +oo, xInx — Eln(xz-f- 1)=xln (l +;‘7) ~ % et donc xInx — Eln (x2+1) tend vers 0. Quand x

tend vers +o00, on obtient donc -—g +A=0et donc

Ve >0, f{x) = xlax— 3 1n (2 +1) —Axcmnx+-’23.

Enfin, f est continue en 0 et donc f (0) = linb f(x) = 7-Et.d’apres un théoréme de croissances comparées.
x—b

x>0

-

dt = f(0) =

J‘+°°l —cost

0 .

. . du g
I.A - 5) L'égalité est vraie quand s = 0. Soit s > 0. En posant u = st et donc dt = g y'0 obtient

J’+°°1—-cm{st) dt__r°°l-co:r.u'. du _ r‘”l—cosu au s
0 t2 - u/s? s ok o u? i’

’ R
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2 I‘”’" 1 — cos(st)

et donc [s| = s = — Y dt. Sis <0,

0
2 (% 1 —cos(st) « 2 (Y 1 —cos(—st)
:EJO _—Tz_—dt_—_;}‘o —T—d[=—s—-‘5|-

Finalement,

+o0 1 et
2[ ]_cos_‘(s':ldt=|s|.

VseR, =
"ﬂ 0 tZ

1.B - Etude d’une suite d'intégrales

; . , 1 — (cost)" ¢ ek
1.B - 1) Soit n € N*. La fonction t — Yo BEOF est continue et positive sur ]0, +0ol.
t2 3
{es (1 ——-‘+o(tz))
= n 1— )" A
1 — (cost) - 2 = L + 0(1). Dong, la fonction t — _____(ctzas ) se prolonge par continuité en
t2 t=0 t2 - t
0 et en particulier, est intégrable sur un voisinage de 0.
= . n 1x n '
1_(£oﬁ]_ = 0 —1- . Donc, la fonction t — ﬂ est intégrable sur un voisinage de +oo0.
t2 t—+00 t2 t2
p ; 1—(cost)™ . % i
Finalement, la fonction t = —>—— est intégrable sur ]0,+oo| et on en déduit I'existence de un.
Soit n € N*.

‘rm wg"t(:;wszt) dt >0
0

Uzn —U2n42 =

(intégrale d’une fonction continue, positive et non nulle). Donc,

| la suite (U2n),cp. est strictement décroissante. I

® 1 —cost o, _t
I.B.2)u|=J: — dt—f(()]—:-2-.Pu.xs,cnposaut.3:—-r2

t
2sin? (—) Y
P 2 ® 2sin?x rm sin? x r“’ 1 —cos*x
— e dt —— ——— = s i —_——— ]
w L e} E o 2dx pr dx ) = dx . Ws.

u =u =

NE

1.C - Calcul d’un équivalent de un

1.C - 1) Soit N*. E tt-\/zuctd dt—\/—-zj——l—du*—l—]—du bti
. oit n € N*. En posant 1 = o onc = TLZ\/I_L —mﬁ , on obtient

B T

Un = L 2u V2n Vu V2o uw/u
n
I.C - 2) Soit (n,u) € N*x]0,1]. On sait que pour tout réel x, |sinx| < Ixl, et donc

1 (o (/7)) = e (/20 4 (VETR) - (s (v20)) |

<n (l — cos (\/Z:/;)) = Insin’ (M)
<2n (M)z =1L : ‘

© Jean-Louis Rouget, 2016. Tous droits réservé
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' n
: ( [2u )) : T~
— | cos =
: ( * de sorte que Yn € N* \_s
_-—-—/ —

I.C - 3) Pour n € N, soit gn a fonction définic par Y > 0, gnlu) = i

+00
Vn = ] gn(\l) du.
0

« Chaque fonction gn, 1 € N*, est continue par morc

e Soit u> 0. : .
n - G o —e M 0(‘)
o (cos( ,%1_ )) s _ct\ln(tm(\/z?)) =1 _ et s ro(3)) “_‘_1001 Lot

u l_:i—- De plus, la

et donc la suite de fonctions (gn),ey. converge simplement sur 0, 400| vers la fonction g ™m

eaux sur 0,400l

fonction g est continue par morceaux sur ]0, +ool.
e Pour tout (n,u) € N*x]0,+ool, d'aprés la question précédente,

u/uy/usiu€lo, 1) 1/Vasiuelo,1] - ’
o< e L st = 1)

y 1 -
La fonction ¢ est continue par morceaux sur 10, +ool, intégrable sur un voisinage de 0 (car 3< 1) et sur un vojsinage de
3 .
+o00 (car 3> 1). Dong, la fonction @ est intégrable sur ]0, 4ool.

D’aprés le théoréme de convergence dominée, la suite (Va)nen- converge, la fonction g est intégrable sur 0, +oo| et enfin

li e +oo | _egu
seteo’ ™ —L g(u) du = L e du.

I.C - 4) Soient € et A deux réels tels que 0 < £ < A. Les deux fonctions u— 1 —e™" et u v % sont de classe C' sur
u .

. le segment [¢, A]. On peut donc effectuer une intégration par parties ql.xi fournit :

A _—u Ny A s
_[ t:—(lu.:[_l . ] +]_J ‘”eu
¢ Vu Vu € z'z u\/—
—~J—eA "I—e‘l+] ]_e—u
VA Ve EL u\/—

—et —c

1—eA ’
Quand A tend vers +co, TA tend vers 0 et d’autre part, :

¢ tend vers 0.

Quand A tend vers +oo et ¢ tend vers 0, on obtient

+0o 1— e +00 e~y
J N = I 7 du =2/n.

. v _
On en déduit que up = 2—-\/= e 2‘/_ x V2n= | )
+00 — n
0 it n-too { 2

Partie IT - Autour du pile ou face

IL.A - Etude de E(ISal)
11 .
ILA - 1) Pour k € [1,n], E(Xk) —-Z-—z=0pms

15,
V(X = E(X) — (E(XW) =5 x 12+ 3% (<12 -

- ¥ it Dnicend MR Thaiin denlbn 2o *
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