| Moments d’une variable aléatoire

gl Selonque0<X<louX2>1, on aura X* £ 1 ou X* < X". Dans les deux cas, (Vk ell,n,ogXx<1 +)a

Q2 On sait que I'existence d'une espérance pour Y (v.a. positive) entraine I'existence d'une espérance
pour tout X telle que |X| < Y. On en déduit par la majoration précédente que, si X admet un moment
d'ordre n (n € N*), alors X admet des moments d'ordre k pour tous k € [1,n —1].

I.A - Fonction génératrice des moments

Q3 mn.(X) s'obtient par la dérivée n®° en 0 de M - c'est le principe d'identification des séries entiéres.
Q4 Pour que la variable aléatoire e'* admette une espérance, il faut que

tx th‘k
Z le “|'P o Xy ) == Z Z P(X =x%xq) converge.

n2>0 n20 k=0

Or on reconnait dans Mx(t) une série double, sommable car tout est. positif et convergent : en
remplacant (théoréme de transfert) m,(t) par 3 °7, P(X = xp)x3, il vient :

400 n oo n
Mx(t) = ) ma00 = 3 Y PX=xp b e

n=0 " 'n20p=0

et (en changeant de notations) par le théoréme de Fubini il vient bien que ( Mx(t) = E(e‘m

Q5 Réciproquement, s'il existe un réel R > 0 tel que, pour tout t €] — R,R[, la variable aléatoire e'*
admet une espérance, alors pour tout t €]—R, R[ on a'la sommabilité qui permet le calcul précédent,
dont le résultat reste valide.

Donc I'ensemble de définition de la fonction génératrice des moments de X contient ] — R, R[ et pour
tout t €] — R, R[, Mx(t) est encore égal a E(e*X).

@6 Montrons que la variable aléatoire X + Y admet des moments de tous ordres. Comme
. o
P -n
(X+Y)F “§=0 (n) X YP

ou les v.a. X™ et YP~™ sont indépendantes (lemme des coalitions), d’espérance ﬁhie (par hypothése),
leurs produits ont aussi une espérance qui est le produit des espérances d'ou enfin par linéarité :

P , y P
E(X+V)P) =) (z)m(x“)ls(w-“) =) (z) M (X)mp—_n (V).

n=0 n=0

Pour conclure, la famille des (%) mn(X)mp=n(Y)%; (ot on convient que (?) = 0 si p < n) est sommable
pour t de valeur absolue < Min(Rx, Ry) puisque par sommation par tranches il vient

PN (B)maXimpnt) = 5 Z Mn(X) ()

p20n=0 e e (p—m)!
o1 Z my (X) t“mk(Y) tk — Z mn(X) i Z mk(Y) L
n! k!

n,k>0 ’ n>0 n! k>0

autrement dit

Mxv(t) = Mx(t) x My(t).
(c’est le produit de Cauchy des deux séries entiéres)
I.B - Exemples
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. n
Q7 Z vérifice P(Z =n) = c”‘%. Par crolssance comparée (a 1/n?), Z admet des moments de tous

_AnPA"
mp(2) =3 et

n2o0

ordres qui valent

Q8 La fonction généralrice des moments de Z est (Interversion justifiée par sommabilité)

Z_mr(z-]'— Z Z An"}i\ -ti e Z An Z nPlP Z_ e"AeM. i CAIC‘-”.

20 P20n20 n/o T px0 n>0

On en déduit les valeurs de m,(Z) et m;(Z) par dérivation (@3) :
MZ(UI . Acth“—”, Mz(l)" P U\ct +}‘2c2t)e7\(e‘—l) ‘m|(Z] = m'z(o) =A, mz(Z) 2t A+7\2,

On retrouve (pour vérifier!) espérancé et variance de la loi de Poisson.

@9 Pour calculer la fonction génératrice des moments de la variable aléatoire S,, on pourrait utiliser
Q6, mais avec la somme de n v.a. indépendantes.

Autrement : la loi de S, est une loi binomiale B(n,A/n), avec P(S, = k) = (})(2)"%(1 — 2)x.
On en déduit le moment
mp(sn) =3k (1) G- 2k,
k=0

et la FGdM :

Ms. (t) = sz"( [ = (")(%)"(1 e el

p20k=0 p=0
Aet "

=k§()( S e

310 lim Mg (t) = eMe'™=1 3 t fixé en prenant le logarithnie. puis l'exponentielle (par continuité de
n—+oo

ces fonctions).

311 Laquestion 8 donnait le méme résultat. . . on sait que S, tend vers la loi de Poisson de paramétre
A en un sens (< en loi »), c'est sa définition.

312 Ona?P(Y,=¥)=1.

1 k.P
D'ou le calcul du moment d'ordre p : m;, = = Z (;) , et 1a fonction génératrice des moments de
k=1
la variable aléatoire Yy,

My, (=Y 1 Z(E)"Ei =y %;“

1
530" ki i T1PS k=1p>0

n
Z et k/n.

k=1

:’l—'

1 1
e —_—
=313 On reconnail une somme de Riemann : il vient donc a t fixé llm My, (t) = [ > dx =

fait figure de FGdM de la distribution uniforme sur le segment [0 l] (hors-programme).
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Il. Moments d'une suite numérique
I1.A - Etude d'une fonction

Q14 ¢ est de classe C™ sur R\ {1) comme composée de fonctions C™. Quand x tend vers 1 par valeurs
Inférieures, on a @(x) — 0 par limite de I'exponenticelle en —oo, donc on a méme limite & gauche et
a droite en 1, et ¢ est continue sur R.

Q15 Déja on a le plaisir de calculer

ja7 e - -1 x ___oK
’P(")—C"P(\/‘—_—x) (\/T:_i (l—x)-‘/z)— (1—x)3/2

L'exponentielle tend vers 0 bien plus vite que (1—x)3/2, donc lim @' (x) = 0 [Mgourcusement 1l faudrait

x<1
poser y = /1 — x pour se ramener a une crolssance comparée classlquel.
La limite & droite est clairement O aussi, donc par le théoréme de la dérivée prolongée (la fonction
est continue, ¢! sauf éventuellement en 1 et sa dérivée y a une limite), ¢ est de classe C I'surR.

Q16 On montre que, pour tout entier naturel non nul p, il existe deux polynémes P, et Q,, a coefficients
réels tels que, pour tout x €] — oo, 1,

e () e ()

par une récurrence immeédiate :
¢ C'est vral pour p =1 (et méme p = 0) comme on l'a prouve.
e Supposant la proprlcte vraie, en dérivant on va obtenir du —,,—,—; en dérivant I'exponentielle
et une autre fraction rationnelle de la variable /1 —xen derivant la fraction R (V1=x) par
dérivation de fonctions composées.

Q17-18 On en déduit comme en Q15 que le théoréme de la dérivée prolongée sappllque (supposant par
récurrence que ¢ est de classe CP~' a la dérivée d'ordre p, car llm ") (x) = 0 par croissance

tp"')(x)

x<1
comparée, pour tout pE N* Ct donc (p(m“] existe et vaut 0.
P

I1.B - Développements en série
Q19 Par le développement en série entiére de l'exponentielle, il vient

Z ( l) x]-q/Z.

q=0

+oo] q

ex) = );oq,\/___q

Q20 Dapreés la formule du binome de Newton, la vraie, la généralisée, on a

(1_x)—q/2=z( ;])/2)( S i Z( q/2)(=q/2-1)...(=q/2= p+l)( )

!
p>0 p>0 : P;,

(q/24+p—1 2+1)a/2 ,
Zq p—1)...1q/ )q/

1
p=0 P

Donc, pour tout x €] —1,1[ et tout q € N*, on a

(1-x)"9/2= ZH ( +p—1)
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Q21 On a en combinant T

+ o0 —l“ _ 400 ]q oo —' .
o= ! q') e P Z( ] Z p(Frp-1)r= 3 (ql)q p(FHP-1)xr,

g=0 " q=0 p=0 ‘ Piq20

_1\0
En isolant les termes d'indice q = 0 dont la contribution vaut -(——(;],—)—x“(l —x)° = 1, et en posant

q =1+ 1 sinon, on trouve bien

+o0o [+00 114! s
Vx €]-1,1(, (P(X)—|+Z (’Zocu(x)) oulonaposéV(x.;)eNz ah,,m: ((il)l;! H; (12|_+j) X+,

Q22 Observons déja que H; (15 +j) >/0 puisque i et j sont > 0 (le dernier terme du numérateur est
L I) :
Sl x est positif, on a donc |a;(x)| = (— l)“"a. ;(Ixﬂ
Si x est négalif, on a donc |ag;(x)| = (=1)ay,j(x]) = (=1)"*q; j(x) = (- U”'at j(=Ix]).
En reprenant tout le calcul avec (VF:'E) , on trouve que le (—1)9x9 (alias (—1)i+') se simplifie en
[x%], tandis que les xP (qui proviennent du DSE de la racine) se changent en [x|°.
Quand la poussiére retombe, pour tout x €] — 1, 1[, 1l reste effectivement

5 (Emta) on ()

Q23 On vient de démontrer une sommabilité, ce qui autorise a F‘ubinlser en sommant ai+j+1=n
. (produit de Cauchy), le terme constant étant toujours mis de cété, il vient 5

i-1 +o0 ;
H; (‘ - +j) H; (“;'l : 1) d'ot .Vx e]fl,][, o(x) = Z a,x"
n=0""'"

'

ou

(lo:]

n-—1 .
. (=1)n-k n+k’ ik
a, = Zo (n—k]!Hk 2 l. pour toutn € N

m

I1.C - Un prolongement dans C
Q24 La sommabilité établie en @22 montre que, pour tout z € D, la série entiére Z a,z" converge.
n>0
Q25 Le théoréme de dérivation terme a terme des séries entiéres affirme que pour tout p € N* et tout
x €] =11, Op(x) = @'P)(x) et que les séries entiéres gardent le méme rayon de convergence (ici 1)
apreés dérivation. En particulier, pour tout p € N* et tout z € D, la série entiére

+00
Y (n+p)n+p—1)---(n+1)anspz" converge.
n=0

Q26 Rappelons que la fonction ¢P) s'exprime sous la forme Ry (vT— )exp(\/_) pour x < 1 (et O

pour x > 11). Or cette fonction est continue sur [—1,1], donc y est bornée (limite nulle en 1).
Donc @, est bornée sur ] —1,1[ car c'est la méme!
On admet gentiment que la fonction @, est bornée sur D.
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Q27 Soll r un réel de l'intervalle 0, 1[. On salt alors que la série entiére

S n4P)n+p 1) (n+ Dangpre™

converge normalement pour 0 € R, car r < R rayon de convergence (on est sur un cercle - compact
- Inclus dans le disque ouvert de convergence).

Cecl autorise a intégrer terme a terme le développement en série de ®,(re'?)e™™'? ‘sur le segment
[0,27). Or [27™ (re'?)*e~"10dp = 0 quand k # n, 1l reste donc

1 n
m+p)m+p=1) - (n+1)apspt" = Z-tl Oy (re'®)e0do.
0

@28 On a donc compte tenu de ce que |®,| est bornée par une constante K, (admis en Q26)
Vrelo N[ | [r™ < 1 —‘—JZ"K de<ER
[ el S Fpm+p—D-—~m+N2n), PO She

et en faisant tendre r vers 1 on a I'inégalité voulue par passage a la limite.

La convergence normale de la série entiére Z anpx™ sur [0, 1] résulte de la majoration précédente.
n20

On a donc convergence uniforme et continuité de la somme de la série entiére, et donc la valeur
+ 00 "

de Z a, est la limite en 1 de ¢, qui est O d'aprés Q14.

n=0

Q29

Q30 En Q28 nous avons élabli que anyp = 0(;‘;). Par réindexation (p étant fixé) cela prouve que
an = O(f7=577) = O(55). On a donc une convergence vers 0 plus rapide que n'importe quelle série

de Riemann. En particulier, pour p € N* on an = O(757) et (n+p)(n+p—1) -+ - (n+1)ansp = O(Hy).
On en déduit la convergence normale de la série entiére Z m+p)n+p—=1)---(n+1)anspx™ sur

n>0 )
(0,1]. On ne peut appliquer le théoréme de dérivation des séries entiéres sur [0, 1] (seulement

sur [—1,1)) mais la convergence normale, donc uniforme, permet d'appliquer la version récursive
du théoréme de dérivation terme a terme, ce qui donne pour somme de cette série y

+o00

S AP n4p—1)- M+ Danspx™ = @M (x) = Op(x)

n=0

et en particuller

Y (m4p)m4+p—1)---(n+Nansp =Dp(1) =0 daprés Q18.

n=0

@31 On en déduit par récurrence aisée que que tous les moments d'ordre p de la suite (a,) sont nuls.

Je me contente d'ébaucher la récurrence :

mo=) a,=0 (d'aprés §29)

n>0 ¢
(n+1)an ] =0 = na, + a,=m;+mg = m;=0
Téa (d'aprés Q30) nzzo nzzo "
(M+2)(n+1an =0 — n‘a, + 3nan, + an=my+3m+2mg. = my=0...
'gb (d'aprés Q30) nzzo né) Z
5
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Ill. Moments d'une fonction 1

III.A - Etude d'une fonction & valeurs dans C
Q32 Ona |0(x)| =exp (-'7"%}‘-) oi1 —In?(x) = —oo et donc ll_rrsl@(x” =0,
x>0
Q33 0 est de classe C* sur R** comme composée de fonctions C*.
On démontre par récurrence sur n € N qu'il existe P, € C[X] tel que

Pa (lnx)

Vx €)0,+00[ 0™ (x) = 2—"20(x):

e Cest vral pourn=0avecP=1!
» Supposons I'hypothése de récurrence vérifiée pour le rang n, alors

0+ () = X(Pn[lmde( )) P, (lnx)e( i nPg(Inx) n(InX)

xn+1

0(x) + ———0'(x)

—\nx

et comme 0/(x) = 28~—21 1:2“0( )= L:‘“"—’O(x). on récupére bien

0(n+l)(x) = (Pn+;(lnx) 0( )

(avec Pn+1 = P, —nP, + PP,, mais quelle importance ?)
Q34 Effectuons le changement de variable y = —Inx. On a alors y — +00 quand x —0*, et
' i 1 yz tl y ' i i 2 11 !
8™ (x) = Pn(—y)e™ exp (—W - Z‘:) — 0 quand y — +oc0 par clrolssance compareée.
En effet e=¥*/17" est imbattable! b it
Q35 Comme ci-dessus, (QlB) on en dedult par le thcorcmc de la derlvee prolongee que 0 est de classe
C®:sur R..© brevi I

II1.B - Etude d'une intégrale '

Q36
L'intégrale I, = [ e~(t-pm” gintdt est absolument convergente car l'intégrande, continu, est
dominé en oo par 1/t* par croissance comparée. Ceci autorise le changement de variable :

+o00 2 +o0 3
Ip = J e P gintdt = J e ™ sin(x+pn)dx = (-1)Plp =0
—00 —00 ;
car la fonction x — e~ sinx est impaire! :
Q@37 On procéde avec conviction au changement de variable t = 19 qul donne
In®x Inx:i%: dx

e=(t-pm)’ gt = exp(———- + 2pn—— — p*n?)

4n? 2n ki

2mx
—pir oo In’x Inx
YvpeN Ip= E I L xP~1 exp (_4_1t2 sin (—2;-) dx (oul, méme st p=0...).

Q@38 Conclusion : la fonction trés naturelle x — exp (—

sin (1X) a tous ses moments nuls. Revoyez
I'exercice classique (avec le théoréme de Weicrstrass) qui montre qu'une fonction continue ayant
tous ses moments nuls sur un segment est la fonclion nulle!
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