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I Autour de la fonction Gamma d'Euler

1
LA f(t) =l o “l_' donc j J(t)d! existe si et seulement si x > 0.
o -

Nisque‘im t*+le=t = 0, ](!). ;o(;\)dmcf J(t)dt existe pour tout x.
g — 1
Le domaine de définition de T est done D =0, +c.

L.A.2) On intégre par parties pour > 0: [(z + 1) = [-e~"t* ;™ + = ’ 1*~e'dt = =T(7) puisque V'expression
Q
entre crochets a pour limite 0 en 0 et en +oc.

On en déduit par récurrence. pour n > 1 et = > 0- I'(x°+n)=r(2)r[(¥+k)-
. o

+ac
Pmr:=louobticntavecl‘(l)=/ e'dt=1.T(n+1)=n'doocT(n)=(n—1)pourn3 1.
o

1.A.3) Dans la premitre intégrale on pose t = u!/? (bijection de classe C? de 0, +oc] dans hui-méme):

’ e dt = ’ f";l-u"ndu = lI'(l/?) = T(3/2).
o 0 2 2

Dans la seconde intégrale on pose t = u!/* (bijection de classe C* de |0, +-oc| dans lui-méme):
f etdt = f e tu-gu = Lra/a) = 1574
0 ) 4 4

LB.1) Pour ¢ > 0 fixé et r variant entre a et b, ¥ est compris entre ¢*™* et ¢*™* done £* < max{t*,0") <¢* + e.
af

1.B.2) Pour > 0 et t > 0 posons f(z.t) = gr=le=t = els=111t=t_ Oy caleule -‘-’-;.—(8.') = (t)'t*=te™".
S kpz-1,- = 3 s 3 = [
Pour z > 0 fixé: [(Int)*t*~'e ‘l'_;xo(-'l,)pusqoel_l.ug‘t' (lat)*e 0.

D'autre part [(Inf)*t=te~!| ~_|latjiess? ‘l_‘m =, ol;rr) qui et intégrable sur [0.1] puisque x > 0. Oa
eu déduit que ¢t — g—f_:(z,t) est intégrable sur |0, +oc|.
On peut maintenant appliquer le théorime de dérivation sous le signe intégral:

- Pour tout x €]0,+ac|. t = [(r,1) est continue et intégrable sur |0, +c]

— Pour tont t €]0, +oc], 7~ f(r,1) est de classe C™ sur |0, +oc]

— Pour tout z €]0,+oc] et pour tout k€ N°, t—» g%(x.t) est continme sur [0, +oc]

— Pour tout k € N* et pour tout segment [a, 8] C]0, +0c] il existe » continme et intégrable sur |0, +ac] telle

t & a
!%(z.l)! <€ ¢(t): en appliquant le 1.B.1 on peut prendre ¢(t) = ‘l%(mn‘ - l?fx—:(b'ﬂ\'

¢ o0
On en conclut pour r > 0: I'*)(z) = f (Int)*e==te~"dt.
o

1.C.1) Puisque (Int)? > 0 pour t # 1. on a T(z) > 0 ¢t donc T” est strictement croissante sur |0, +c|.

Avec I'(n) = (n = 1)! pour n € N* on déduit que ['(1) =T(2) = 1. On peut appliquer le théorime de Rolle & T
sur [1,2] puisqu'clle est de classe C* et que I'(1) = I'(2). On en déduit que [¥ s'annule sur |1,2{, une scule fois
prisque I” est strictement croissante. [l existe un unique £ tel que I"({) =0 et sa partic entidre ot égale & 1.

1.C.2) Pour 0 < r < £, T(x) < 0 donc T et strictement décrobsante. Pour x > §, T'(2) > 0 done T ot strictement
croissante.

Del(zr+1)=zxT(z) et de l'(“: 1 on déduit par comtinuité de T en 1 que T'(x) ~ ; an voisinage de 0% et par

suite I' a pour limite +ma@n U.’.. A
Puisque T est croiss®fite pour r > 2 ¢t que ['(n) = (n = 1)! pour n € N* on déduit que T a pour limite +-oc en
-00. " Ellg

‘ 4 ’
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De I'(z + 1) = zI'(z) on déduit I'(z + 1) = I'(z) +zI'(z). Par continuité de T en 1 et avec l'équwa]em
pour I'(z) en 0% on déduit que I (:c) b e , donc I a pour limite —co cn 0*.

Pour z > £ on a I'(z) > 0 et par suite I"(:z: + 1) =[(z) 4+ zI'(z) > ['(z): on en déduit que T’ a pour limy, o

en +o00.
La courbe représentative de T a pour asymptote la droite d'équation z = 0. Quand z tend vers +00 la croissanc,
vers +00 est trés rapide puisque n! croit trés vite vers +oo.

II Une transforimée de Foutler ‘

’ . E .
ILA Pour z € R ct t > 0 posons g(x,t) = e~'t=3/¢i*t, On calcule %(:r, t) = (it)kc-tt-.'!/del:l.
z s

Pour z fixé et k€N, t — = e tt%~ 3/ est, intégrable sur ]0,+oo[ puisque I'(k + 1/4) exdiste.

dg*

'5'; (.‘E, ‘)

On peut appliquer le théortme de dérivation sous le signe intégral en dominant la dérivée k-idme par ((t)
+00

e~ !tk=3/4, F est donc de classe C et F¥)(z) = i"/ e~k 4eixt gy

F(0) =T(1/4). * ;

+00 00 -
I1.LB.1) En utilisant le développement en série entitre dé ¢'*” on obtient: Fz) = / e"t‘s,/ x Z -(widt

Appliquons le théortme d’intégration terme & terme pour la série de fonction (¥ f,.) deﬁme par fn(t)
ety L (’ ) (z étant fixé): —

— fn est r(mfmm- et intégrable sur 0, 4-00| prisque [fa(t)| = n' e~ Hn=3/4 ot (e T'(n+ 1/4) existe.
— La série (3 fa) converge pour tout ¢ > 0.

— Si on choisit [z| < 1, la série de terme général u,, = f | fn(t)|dt converge.

- n

I -+00 K o
En effet, u, = Al ‘/o e fn3/4gs = | I T(n+ 1/4). Pour n > 2, par croissance de la fonction T, on

) l
obtient u, < I F(n +1) = |z|™ qui est le terme général d’une série gbométrique convergente.

o) ST
On obtient donc pour || <1 en intégrant terme & terme: ‘F(z) = Z i (‘:!) avec ¢, = I'(n +1/4).
: e n=0 i :
T g
Avec le résultat du L.A.2) on déduit: ¢, = ¢ H(k+ 1/4) avec co =T(1/4)..

L\ sabt %= c,mq vowhl) bd - A% d s 10
V‘y_*_—;‘ 12%_(“ l \‘\'\ ‘ l__— E:, , : (T‘(x-_—ﬂ-’l‘

> b&lq = F Qv Jrh \\\“H EageNY =“>NL

D B, ~8/4 (iz-1)ty, _
4(:‘::-.—1)/0 ohe

)F(x) puisque les limites en 0 et en +oco de I'expression entre crochets sont nulles. On a donc bien

+o00 ; e(u:—l)t"
I.C.1) Intc‘grons par parties: Fi(z) = i/ t!/‘?,_,(!@-l)tdt = [tlh = ])]
. =

4(1:::
; 1
F+AF=0 = L = x
+ en posant A(z) =1 1+
— e ——— e il
/ : ;
}
') On obtient .4(z) m dont une primitive est G(z) = —ln(l +1?) = - arctanz ;

On en déduit que (Fe®)"= (F'+ FG')e® = 0 d'ot F(z) = Ce™%) avec G = F(0) =T(1/4). |
On obtient donc F(z) =T{1/4)(1 + m?)—l/sef arctenz_ '
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