Préparatoire MP2

Prof : Nedra Moalla

| Série 1
Probabilté et variable aléatoire

Exercice 1 . ,

On lance une piéce truquée indéfiniment. La probabilité de tomber sur pile
est p €)0, 1.

On considére une ezpérience aléatoire B consistant a lancer la piéce jusqu’a
obtenir pile. | '
Calculer P(B).
(Ind : considérer, A, : 'événement, les n pngmiﬂrs lancers sont des faces).

Exercice 2 .
Soit (An)nen une suite d’événements d’un espace probabilisé (Q, T, P) tel que

la série Z P(A,) converge.

n=>0

+00 +00
Montrer que |’ événement ﬂ U A, est négligeable.

n=0k=n

Exercice 3 .
Une urne contient une boule rouge. Un joue

indéfinément de fois. S’il obtient un siz,
il rajoute une boule blanche dans l'urne et
qu’il est presque str que le joueur '
boule tirée soit rouge ¢

(Ind : On considére le systéme complet
jour fait son premier 6 lors du Nien. lancer

/ dé équilibré

Exercice 4 .
On lance un dé non trugué a 5 faces et on regarde le nombre inscrit sur sa

face inférieure. On note p, la probabilité que la somme des résultats obtenus

gintenant le dé indéfiniment de fois et on appelle X le rang
tenw. On admet que X est une variable aléatoire réelle.
ner la loi de probabilité de X. | |
iner la fonction génératrice de X. En déduire ’espérance et la

variafce de X.

Exercice 5 . ' it
On effectue une suite de lancers d’une piéce équilibrée. On note X la variable

aléatoires qui donnc le nombre de lancers cffectués pour obtenir pour la
premiére fois un pile et un face successives. ' ‘

1) Justifier que X(Q) = N*\ {1}. N

9) Déterminer la lot de X. |

3) Vérifier que X admet une espérance et calculer E(X).

4)a) Justifier que la série entiére an.’c“'.l est de rayon de convergence 1

n>1

et calculer sa somme. |
b) Vérificr que X admet une variance et calculer V(X).

Exercice 6 .

| h W e - n
Soit H la fonction définie par : H(z) = Zl Vx>
-nrﬁ

n=1
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On considére (2.7, P) un espace probabilisé, X\ > 0 et (X,Y) un couple
de varable aléatoires sur Q1 x (1 & valeurs dans N* x N vérifiant pour tout
(n,k) € N* x N par :

A
(n 4+ 1)5+3 Es

P(.t =H,Y=k]=

1) Donner la r.uleur de A que que la loi précédente soit une loi de couple.
ol

(On admet que Z i =

2) a) Danntr Iﬂ loi de X.

b) Justifer que X admet une espérance E(X) et donner sa valeur.
3) Justifer que X n’'admet pas de variance.
4) Pour k € N, calculer P(Y = k) en fonction de H(k + 3).

=

5) En déduire que Y "(H(k) — 1) = 1.

k=2
2
- = X __
6) Montrer que lim E (n} = 1.

— ;
7) En déduire un équivalent de la suite de terme général vy = P(Y = k)
quand k — +o0.

8) Montrer que la vaniable Y admet une espérance et une varia

Exercice 7 .
On considére une entreprise de construction pmdu
deur chaines de montage A et B qui fonctionne
de l'autre. Pour une chaine donnee,
indépendantes. On suppose que A produit
des objets. La probabilité qu'un obje
est 0.1 alors que la probabilité pour
défectueur est 0.2.

1) On choisit au hasard un objet é la sorly
que cet objet est deéfectueur. Calculer la
provient de la chaine A" .

objets sur
ment l'une

Hes piéces sont
{ et B produit 40%
rthie A soit défectueux
truit par la chaine B soit

de l'entreprise. On constate
lité de l'événement "l'objet

On suppose de plus que le nombre d'objets produits en une heure par A est
une variable aléatoire Y qui suit une loi de Poisson de paramétre A = 20. On

LY

considére la variable aléatoire X représentant le nombre d’objets défectueuz
produits par la chaine A en une heure. |
2) Rappeler la loi de Y ainsi que la valeur de Uespérance et de la variance

deY.
3) Soient k et n deuz entiers naturels, déterminer la probabilité conditionnelle
BN = K[Y = nl.
4) En déduire que X guit uhg loi ¢

de paramétre 2 .

Exercice 8 .
1) Démontrer que !

2t+1 ){l,ﬂ EN?

iﬁr su samme

t4)
2i+j+3°

rtout (i,j) EN?, P(X =i,Y =j)=P[(X =i)n(Y =j)] =

a) Vénfier que la relation ci-dessus définit bien une loi conjointe.
b) Démontrer que les variables aléatoires X et Y suivent une méme loi.
c) Les variables aléatoires X et Y sont-elles indépendantes ?

Exercice 9 .
On considére (X,)nene une suite de v.a. mutuellement indépendantes a
valeurs dans {—1,1} telle que

vk € N*, P(X, = 1) = P(X; = 1) = -;-

PourmneN*, onpose S, =X+ X5 +... 4+ X,.

1) Calculer E(S,).

2) On suppose que T une v. u. tel que que T et -T on méme loi.

a) Montrer que E(sin(T)) = 0.

b) Déduire que si S et T sont deur v.a. indépendantes, E(cos(S + T)) =
E(cos(S))E(cos(T)).

3) Montrer que V n € N*, E(cos(tS,)) = (cos(t))"
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Exercice 10 .

Sﬂft (Q‘I‘P) un espace probabilisé et X une variable aléatoire discréte
qui pnznp ses valeurs dans un ensemble {zn,n € N} ¢ R,. On pose
Pn=P(X =z,), pour tout n € N.

I. Soitt > 0, montrer que la variable aléatoire e™** ¢st d’espérance finic.
~+oo

Dans la suite, on notera pour t > 0, Px(t) = E(etX) = ang_tzﬂ_
n=>0
2. Montrer que ®x est a valeurs dans [0,1] et qu'elle est continue sur
[0, +oc.
J. a) Soit k € N*. Prouver pour tout A > 0 et pour tout z > 0
i B
U &8s ™ < A_"-‘E :
b) En déduire que ®x est de classe C* sur |0,4+oo[ et donner
l'ezpression de ses dérivées sucessives. A
4. Soit a et b deuzx réels positifs. Montrer pour toutt > 0, Dux45(t) =
E-M‘I’x(ﬂﬂ.
5. On considére une variable aléatoire discréte Y a wvaleur dans Ry
et on suppose que X et Y sont indépendantes. Montrer qu a
Pxiy = Px Py

6. On suppose que X suit la loi géométrique de parg
Déterminer l’ensemble des réels t tel que e™** s0ilNcspé
donner l’expression de E(e™**).

7. a)On suppose que X suit la loi poisson de paramg
t -

indépendantes qui suivent la
et S, = X;+ ..+ X;.

a) Montrer S, suit une loi de poiss
b) Soit a > 0, montrer que P(S, < na
P(S, > na) < enAMe-D+at) o ¢ 0.

de paramétre nA.
En[l{ﬁ"—l]+ﬂt) si t> 0 et



