Préparatoire MP2 Prof : Nedra Moalla

Série 11 Probabilité et Variable aléatoire

Exercice 1 .
Soient X et Y deux variables aléatoirs a valeurs dans N vérifiant pour tout couple d’entiers (n,p)

Ate=2aP(1 — )P

P(X =nY =p) = pl(n —p)!
0 st p>n

st s10<p<n

ot « et X sont des constantes vérifiant 0 < a <1 et A > 0.

~

Vérifier que 'expression précédente définie bien une loi de couple.
Détermaner les lois marginales X et Y.

les variables aléatoires X et Y sont elles indépendantes ?

On pose Z = X =Y. Déterminer la loi de Z.

a) Soit n € N Calculer la probabilté condtionelle P(
b) Déduire que les variables aléatoires Z et'Y sont i

6. On suppose que le nombre d’enfants d’une ' Stenne est une variable aléatoire de loi de
Poisson de parameétre A = 2,1. on admet que
les naissances sont indépendantes.

Trouver la probabilité que cette famille ait i enfantd dont j sont des garcons.

Exercice 2 .

Soient N € N*, p €]0,1] eig =1 —
On considére N variables aléatoi

. éfinies sur un méme espace probabilisé (2, T, P), mutuellement
indépendantes et suivent la mé

étrique de parameétre p.

Exercice 3 .

X etY sont deux vaPiables aléatoires indépendantes et a valeurs dans N. FElles sutvent la méme loi définie
par :

Vk e N,P(X =k)=P(Y =k) =pg", p€|0,1[etg=1—p.
On considére alors les variables U et V' définies par U = sup(X,Y) et V = inf(X,Y).
1. Déterminer la loi du couple (U,V).
2. Déterminer la loi marginale de U.
On admet que V() =N et que, Vn € N, P(V =n) = pg®*(1 + q).
3. Prouver que la variable aléatoire W =V + 1 suit une loi géométrique. En déduire l’espérance de V.

4. Les variables aléatoires U et V' sontelles indépendantes ¢



Exercice 4 .

On considére un espace probabilisé (2, 7, P) et deuz variables aléatoires X et'Y définies sur § et a valeurs
dans { 1, ..., n+1} o n est un entier naturel supérieur ou égal a 2. On pose, pour tout couple (i,7) €
{1,...n+1}% a;; = P(X =14,Y = j) On suppose que que

oo~ msiliti-(nt2)=1
) 0 st non .

Vérifier que la famille (a;;)1<(ij)<n+1 ainsi définie est bien une loi de probabilité de couple.

Ecrire la matrice A dont le terme général est a; ; et vérifier que A est diagonalisable.

Détermaner les lois marginales de probabilité de X et Y.

BENCIIS T

Pour tout couple (i,7) € {1,...,n + 1}2, on pose
bij = P(X =Y =j)
et on considére la matrice B = (b; j); .
P(X =1)
Montrer que le vecrteur V = ’ est un vecteur p e d

P(X =n+1)

Exercice 5 .
On considére une Variable aléatoire X a valeurs dans N e po tout Yk € N, pp = P(X = k).
k

On suppose que

0<py <1 +
Do Pr+1 i

ot A et p sont deux constantes réelles.
1. Montrer que A+ p > 0.
2. On suppose dans cette question que 11.=80.
a) Montrer que pr = —po.

+oo
A et po.

k=0

¢) On déduire que X suit mdepotsson de parametre X. Donner alors son espérance et sa variance.

A
#0. Onposea:—ﬂ.

4. On suppose dans cette question o € N.
a) Montrer que p < 0.
b) Montrer pour tout k € N*,

po CF (—p)* si k <a
Pk =
081 k>«

. ¢) Calculer Zpk en fonction de u, py et a. Puis déduire que py = (1 — p)=.
k=0

b

d) Montrer alors que X suit la loi binomiale B(a,
—




5. Donner son espérance et sa variance.

6. On suppose dans cette question o ¢ N.
On considere la gonction génératrice

+o0o
Gt G(t)=> pt", te[-1,1].
k=0
a) Montrer G est bien définie et contionue sur [—1,1].

1
b) Montrer que le rayon de convergence de la série entiére E 2 est |—’ et que
i
k>0

iy 11
Zpktk =po(l —pt)* te]— 7k m[
k=0
¢) En déduire que p € [—1,1] et que pp = (1 — p)~“.
d) Montrer que G est deuz fois dérivabl est en 1.
e) En déduire que X admet une espérance et une variance que l'on d nera.
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