P A XA 0T RO AL o T S AT

Préparatoire MP2

Série 11
Variable aléatoire
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Exercice 1 .
1) Soit X une variable aléaloire suivant une loi géométrique de paramétre
p €]0,1]. Alors,

v,k € N, P(X >n+k|X >n)=P(X > k).

2) Si X est une variable aléatoire telle que X () = N* avec
P(X = 1) = p €0, 1] vérifint la condition d’absence de mcmoire :

Vn,k€ N, P(X >n+k|X >n)=P(X > k),
alors X suit une loi géométrique de paramétre p.

Excrcice 2 .

Une usine fabrique des piéces dont une proportion inco
et on souhaite trouver une valeur approchée de p. On cffe
de n piéces. On suppose que le prélévement se fait sur,

avec remise. On note X, la variable aléatoire
défectueuses dans un tirage a n piéces.

¢) Déduire que e > 0 P(I— -pl2¢€) < 4n;

3) En déduire une condition sur n pour que -77- soil une valeur approchée de

p 6 1072 prés avec une probabilité supérieure ou égale & 0.95.

Exercice 3 .
Soit (w, A, ) uny_espage pr
duscrgtes sur

bilisé. S1 X est une variable aléatore s réclles
onction génémtrice des moments de X, lorsquelle
numdngue de la varable réelle t, My : t — E(¢*).
oespirance de la variable aléatoire 'Y .
nable aléatowe discréte réclle infinse, notons Iy 'ensemble des
(H'l Cquels My enste. et im;_b

3) On suppose que la fonction My est définie sur un intervelle de la forme
] = a,al, (a > 0). Notons (1,)nen unc énumération des valeurs de X.
Posons, pour tout n € N et tout t €] = a,a|, un(t) = P(X = z,)c"*~. Sout
« > 0 tel que [-of,d] C] = a,a], et sout p €|, ul.

a) Montrer que, pour tout k € N* tout t GE-— n.o] et tout n € N,
S ()] € P(X = zp)(|2al)*e !, oi ul désigne la dérivée k- eme de la

Jonction uy,.

b) Montrer que, pour tout k € N, il existe My > 0, pour tout t €] — a,a et
tout n € N,

u®(1)] € MyP(X = 1),

c) En déduire que Mx est de classe C™ sur ] - a,a[, ef que pour tout k € N,
E(X*) = M(0). S5

4) En déduire l'espérance ct la variance d'une variable aléalmn: Y qui suat -

une loi de Poisson de paramétre A > 0.

h Sk abe-6R g & <= <, MNtz
DJ&\u.w. T € <& % Y EC‘R
.9. VWV que [x est un intervalle contenant 0.

J £) Soit Y une variable aléatoire discrite réelle qui suit une lor de Poisson de
Dparamétre A > 0. Détermmer la fonction générutrice des moments My de Y.
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Exercice 4 . Sufe ExH

Soit f :[0;1] — R une fonction continue et n € N*, 3. Avec les notations ci-dessus, établir
1. Soit S, une variable aléatoire suivant une loi binomiale de paramétres n I ok B
ctx€[01] et X =, > () = f@)PX =) < m
Donner les valeurs de l'espérance et de la variance de X,,. Justifier |k =a]>a
1
VYa >0, P(|Xa-z|>a) < na? Z (f - f())P

IL—:rISu
2. On introduit la variable aldtoire Y, = f(X,) €t on pose Bo(f) () = E(Y,). | 4. Conclure qu’a partir d
Vérifier que B,(f)(x) est une fonction polynéme de la variable x.
Soit ¢ > 0. La fonction f étant continue sur le segment [0;1], elle y est z NON] B (f)(2) - f(z)| < 2e.
uniformément continue (théoréme de Heine). Ceci assure l'evistence d'un
réel a > 0 vénfiant

V(z,y) € [1], |y — x| <a = |f(y) - f(z)] <&

Au surplus, la fonction f étant continue sur un segment, elle y est bornée
(théoréme de la borne atteinte). Ceci permet d'introduire un réel Al vérifiafi

vz € [0;1), |f(a)] € M
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