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Préparatoire MP2 Prof : Nedra Moalla

Série IV "Variable aléatoire"

Exercice 1

On considère une variable aléatoire discrète X à valeurs dans N dé�nie sur
un espace probabilisé (Ω,A, P ).

On note IX l'ensemble des réels t tels que l'espérance E(etX) =
+∞∑
k=0

etkP (X =

k), de la variable aléatoire etX , soit �nie. Pour t ∈ IX , on pose

LX(t) = E(etX).

1. Dans cette question, on considère une variable aléatoire de Bernoulli
B(p) de paramètre p ∈ [0, 1]. Justi�er que IB(p) = R et calculer
LB(p)(t), pour tout t ∈ R.

2. Dans cette question, on considère une variable aléatoire de Poisson
P(λ) de paramètre λ ∈ R∗

+. Prouver que IP(λ) = R et calculer LP(λ)(t),
pour tout t ∈ R.

3. Montrer que 0 ∈ IX et que si t0 ∈ IX , alors ] −∞, t0] ⊂ IX , puis en
déduire que IX est un intervalle non minoré de R.

On suppose dans la suite de l'exercice que IX = R.
4. Montrer que pour tout a ≥ 0, P (X ≥ a) ≤ inf

t>0
e−atLX(t).

5. Prouver que pour tout n ∈ N, la variable Xn est d'espérance �nie.

6. Montrer que l'application LX : t ∈ R 7−→ LX(t) est développable en
série entière au voisinage de 0 et que pour tout t ∈ R,

LX(t) =
+∞∑
n=0

E(Xn)

n!
tn.

On considère une variable aléatoire discrète Y à valeurs dans N dé�nie
sur l'espace probabilisé (Ω,A, P ) telle que IY = R et pour tout réel t,
on a : LY (t) = LX(t).

7. Prouver que pour tout n ∈ N, E(Xn) = E(Y n).

8. Montrer que pour tout t ∈ R, les deux séries
∑
k≥0

eiktP (X = k) et∑
k≥0

eiktP (Y = k) convergent et que

+∞∑
k=0

eiktP (X = k) =
+∞∑
k=0

eiktP (Y = k).

9. Prouver que l'application ψ : t 7−→
+∞∑
k=0

eiktP (X = k) est continue sur

R.

10. Montrer que pour tout n ∈ N, P (X = n) =
1

2π

∫ 2π

0

e−intψ(t) dt.

11. En déduire que X et Y suivent la même loi.

12. Dans cette question, on suppose de plus que les deux variables X et
Y sont indépendantes. Montrer que IX+Y = R et que pour tout t ∈ R,

LX+Y (t) = LX(t)LY (t).

13. Dans cette question, on suppose que X suit une loi de Poisson de pa-
ramètre λ1 > 0, Y suit une loi de Poisson de paramètre λ2 > 0 et que
X et Y sont indépendantes. Déterminer la loi de la variable aléatoire
X + Y .
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Exercice 2

Soient α, β ∈ R ; α < β et s ∈ R.
1. Prouver que ∀y ∈ [α, β], 0 < (β − α)esy ≤ (β − y)esα + (y − α)esβ.

2. En déduire que si 0 ∈ [α, β], alors βesα − αesβ > 0.

3. Montrer, à l'aide d'une étude de fonction, que si 0 ∈ [α, β], alors

ln
(
βesα − αesβ

)
≤ (β − α)2

8
s2 + ln(β − α).

Soit Y une variable aléatoire discrète dé�nie sur un espace pro-
babilisé (Ω,A, P ) et prenant ses valeurs dans [α, β], avec α, β ∈ R ;
α < β.

4. Justi�er que Y admet une espérance �nie et que α ≤ E(Y ) ≤ β. Puis
en déduire que |Y − E(Y )| ≤ β − α.

5. Montrer que Y admet une variance �nie et que

V (Y ) = min
x∈R

E
(
(Y − x)2

)
≤ E

((
Y − α + β

2

)2
)

≤ (β − α)2

4
.

6. Prouver que si E(Y ) = 0, alors ∀s ∈ R, 0 ≤ (β − α)E
(
esY
)
≤

βesα − αesβ.

7. En déduire que si 0 ∈ [α, β] et E(Y ) = 0, alors ∀s ∈ R, E
(
esY
)
≤

e
s2

2σ2
0 , avec σ0 =

2

β − α
.

Soient n ∈ N∗, X1, X2, . . . , Xn des variables aléatoires discrètes
mutuellement indépendantes prenant leurs valeurs dans [a, b], avec
a, b ∈ R ; a < b, et dé�nies sur un espace probabilisé (Ω,A, P ). On
pose

Sn =
n∑

i=1

Xi, Mn =
Sn

n
et Tn =

n∑
i=1

γiXi,

où γ1, γ2, . . . , γn sont des réels non tous nuls.

8. Justi�er que

∀i ∈ {1, 2, . . . , n},∀s ∈ R, E
(
es(Xi−E(Xi))

)
≤ e

s2

2σ2
1 ,

avec σ1 =
2

b− a
.

9. Prouver que ∀s ∈ R, E
(
es(Tn−E(Tn))

)
≤ e

s2

2σ2
2 , avec σ2 =

σ1

(
n∑

i=1

γ2i

)− 1
2

.

10. Montrer que ∀s > 0,∀t > 0, P (Tn − E(Tn) ≥ t) ≤ e
−st+ s2

2σ2
2 .

11. En déduire que ∀t > 0, P (Tn − E(Tn) ≥ t) ≤ e
− t2

2σ2
3 , avec σ3 =

1

σ2
.

12. Montrer que si de plus les variables X1, X2, . . . , Xn suivent la même
loi, alors on a l'inégalité suivante :

∀ε > 0, P (|Mn − E(X1)| ≥ ε) ≤ 2e−
nε2

2σ2 ,

avec σ =
1

σ1
=
b− a

2
.

On suppose dans toute la suite que les variables mutuellement
indépendantes X1, X2, . . . , Xn suivent une même loi de Bernoulli de
paramètre p ∈]0, 1[.

13. Justi�er que ∀ε > 0, P (|Mn − p| ≥ ε) ≤ 2e−2nε2 .

14. En utilisant l'inégalité de Bienaymé-Tchebychev, prouver que

∀ε > 0, P (|Mn − p| ≥ ε) ≤ p(1− p)

nε2
.

15. Montrer qu'il existe un réel c > 0 tel que pour tout n ∈ N∗ et tout
ε > 0 véri�ant nε2 > c, on a :

2e−2nε2 <
p(1− p)

nε2
.

Conclure.
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Exercice 3

Soit (Xn) une suite de variables aléatoires mutuellements indépendantes
suivant la même loi dé�nie par :

P (Xn = 1) = P (Xn = −1) =
1

2
.

Pour tout n ∈ N∗ on pose Sn = X1 +X2 + · · ·+Xn et on prend S0 = 0.

1. Déterminer l'espérance et la variance de Sn.

2. Soient ε > 0 et n ∈ N∗. Montrer que

P

(∣∣∣∣Sn

n

∣∣∣∣ > ε

)
≤ 1

nε2
.

3. Justi�er que pour n ∈ N∗ on a P (S2n = 0) =
1

22n

(
2n

n

)
.

En déduire que P (S2n = 0) ∼ 1√
πn

.

(On rapelle la formule de Stirling : n! ∼
√
2πn nne−n.)

4. Pour n ∈ N∗, on pose αn = P

((∣∣∣∣Sn

n

∣∣∣∣ > ε

)
| S2n = 0

)
. Montrer que

lim
n→∞

αn = 0.

5. On rapelle que la fonction génératrice GX est dé�nie par : GX(t) =
∞∑
n=0

P (X = n)tn, t ∈ [−1, 1].

a) Véri�er que la fonction que la fonction génératrice est aussi dé�nie
pour tout nombre complexe z de module ≤ 1. On pose alors

GX(z) =
∞∑
n=0

P (X = n)zn, pour tout z ∈ C tel que |z| ≤ 1.

b) Soit X une variable aléatoire à valeurs dans N. Montrer que pour
tout entier k ∈ N,

P (X = k) =
1

2π

∫ π

−π

GX(e
it)e−ikt dt.

Dans la suite, on considère la série entière
∑
n≥0

P (S2n = 0)x2n et on

désigne par H sa somme.

6. Déterminer le rayon de convergence R de cette série. A-t-on conver-
gence au point x = R ?

7. Soit Y une variable aléatoire qui suit la loi binomiale de paramètres(
2n,

1

2

)
. Expliciter la fonction génératrice GY de Y .

8. Montrer

P (S2n = 0) = P (Y = n) =
1

2π

∫ π

−π

cos2n
(
t

2

)
dt =

2

π

∫ π
2

0

cos2n(u) du.

9. En déduire que, pour tout x ∈]−R,R[,

H(x) =
2

π

∫ π
2

0

du

1− x2 cos2(u)
.

10. Montrer que pour tout x ∈]−R,R[,

H(x) =
1√

1− x2
.
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