Préparatoire MP2

Prof : Nedra Moalla

Série IV "Variable aléatoire"
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Exercice 1

On considére une variable aléatoire discréte X a valeurs dans N définie sur
un espace probabilisé (2, A, P).

+oo

On note Ix 'ensemble des réels ¢ tels que 'espérance F(e'™) = Z FP(X =
k=0

k), de la variable aléatoire e!X | soit finie. Pour t € Iy, on pose

ﬁx(t) == E(etX).

1. Dans cette question, on considére une variable aléatoire de Bernoulli
B(p) de paramétre p € [0,1]. Justifier que Iz = R et calculer
L) (t), pour tout ¢t € R.

2. Dans cette question, on considére une variable aléatoire d¢ Po

P(A) de paramétre A € R . Prouver que Ip(y) = R et calguiler j
pour tout t € R.
3. Montrer que 0 € Ix et que si ty € Ix, alors ] ] C ¥, puis en
de

déduire que Ix est un intervalle non minoré

On suppose dans la suite de I'exercice qu

,tEX

d’espérance finie.

x(t) est développable en

10.

11.
12.

13.

atoire discréte Y a valeurs dans N définie
(Q,°A, P) telle que Iy = R et pour tout réel ¢,

On considére une vagiable
sur ’espace abili
ona: Ly(t)= t
ep ut n € N, E(X") = E(Y").

aypour tout ¢ € R, les deux séries ZeiktP(X = k) et

Prouve

k>0
*tp(Y = k) convergent et que
o0 ' o0 ‘
Z ezk’tP(X _ _ ZezktP(Y _
k=0 k=0
+0c0 '
Prouver que 'application v : t — Z e’ktP(X = k) est continue sur
k=0

R.
Montrer que pour tout n € N, P(X

1 o —int
:n):%/o e "(t) dt

En déduire que X et Y suivent la méme loi.

Dans cette question, on suppose de plus que les deux variables X et
Y sont indépendantes. Montrer que Ix.y = R et que pour tout ¢t € R,

Lxiy(t) = Lx(t)Ly(t).

Dans cette question, on suppose que X suit une loi de Poisson de pa-
ramétre Ay > 0, Y suit une loi de Poisson de paramétre Ay > 0 et que
X et Y sont indépendantes. Déterminer la loi de la variable aléatoire
X+Y.



Exercice 2

Soient o, S € R; a < f et s € R.
1. Prouver que ¥y € [a, ], 0 < (B — a)e® < (B —y)e** + (y — a)e™.
2. En déduire que si 0 € [a, £], alors fe*® — ae®® > 0.

3. Montrer, a l'aide d’une étude de fonction, que si 0 € [«, 3], alors

35) < MSQ +In(p — ).

In (66 — e 3

Soit Y une variable aléatoire discréte définie sur un espace pro-
babilisé (£2,.4, P) et prenant ses valeurs dans [a, (], avec o, 5 € R;
a < .

4. Justifier que Y admet une espérance finie et que o < F(Y') < (3. Puis

en déduire que |Y — E(Y)| < 8 — a.
@

5. Montrer que Y admet une variance finie et que

—2)?) gE((Y—aJrﬁ

6. Prouver que si E(Y) = 0, alors Vs € R, 0,<

V(Y)=minE (Y

zeR

Bet™ — ae®’.
7. En déduire que si 0 € [a, 5] et E(Y) = 0, alor ,
s2 2
2

e?90 , avec oy =

B—a
Soient n € N*, X7, X, ...

pose
n n
Sp=>_Xi, T, = X,
i=1 i=1
oll Y1, %2, - - -, Yn sOnt des réels non tous nuls.

13.
14.

15.

Justifier que

Vie {1,2,...,n},Vs € R, B (esXiEXD) < g2f
2
avec 01 = bT
52
Prouver que VsN. € es(T”_E(T"))) < e¥, avec 0y =

01 (Z %'2
i=1

2
_St_’_si
t)y<e %3,

_ 2 1
20§ —
, avec 03 = —.
02

, X,, suivent la méme

0,¥¢ > 0, P(T, — E(T,) >
eVt >0, P(T, — E(T,) >1t) <e

que si de plus les variables X, X, ...
i, alors on a I'inégalité suivante :
2

Ve >0, P(|M, — E(X))| >¢) < 222,

1 b—a
avec 0 = — = .
01 2
On suppose dans toute la suite que les variables mutuellement
indépendantes X, Xo, ..., X, suivent une méme loi de Bernoulli de

paramétre p €]0, 1[.
Justifier que Ve > 0, P(|M,, —p| >¢) < 9p—2ne?
En utilisant 'inégalité de Bienaymé-Tchebychev, prouver que

p(1 —p)
ne?

Ve >0, P(|M, —p|>¢) <

Montrer qu’il existe un réel ¢ > 0 tel que pour tout n € N* et tout

e > 0 vérifiant ne? > ¢, on a :

p(l —p)

_ 2
26 2ne < 5
ne

Conclure.



Exercice 3

Soit (X)) une suite de variables aléatoires mutuellements indépendantes
suivant la méme loi définie par :

P(X,=1)=P(X, = —1) =

Pour tout n € N* on pose S,, = X; + Xy +--- 4+ X,, et on prend Sy = 0.
1. Déterminer I'espérance et la variance de S,,.
2. Soient € > 0 et n € N*. Montrer que

S
P(|2l>e) <
n ne
. 1 [(2n
3. Justifier que pour n € N* onaP(Sgn:O)ZQT( )
TAn
1

En déduire que P(Sz, =0) ~ N
(On rapelle la formule de Stirling : n! ~ v/27n n"e™".)

Sh
4. Pour n € N*¥, onposean:P<(‘— >5) |Sgn:0).M trefhgu
n

lim o, =0
n—oo

5. On rapelle que la fonction génératrice Gx est d

iP(X =n)t", tel[-1,1].

a) Verifier que la fonction que la

10.

b) Soit X une variable aléatoire a valeurs dans N. Montrer que pour
tout entier k € N,

™

Gx(eM)e ™ dt.

n>0

P(Sy, =0) =P(Y =n) ! / cos™" (%) dt = 2
7r

:% o

H@ZEAQ du

1 —22cos?(u)’

Montrer que pour tout z €] — R, R,

1

Ho ==

série entiére ZP(SM = 0)z*" et on

cos® (u) du.



