Partie I
(m+n)!

1.1 Pour n € N*, pour tout m € N, P,(z) = !
m

Ce résultat est encore vrai si n = 0.

1.2

Remarquons tout d'abord que, comme a n’est pas un entier strictement négatif, pour tout n € N,
Pu(a) #0.

; | np2n
Soit a fixé et z € R. pour tout n € N, posons u, = ——)——— Comme lim |Pp(a)|=+oc et que
227 1 Py (a) fevpes

lim 22" = 400,
n—--00

2n
1"' = 0 m— . | I
n—+oo \ nl

2n
La série de terme général (-‘T—'—) est une série & termes positifs, convergente de somme chz.
n!
La série de terme général u,, est donc absolument convergente et fo(x) est défini pour tout = € R

103
1.3.1 f, est la somme d’une série entidre de rayon de convergence infini et & ce titre est de classe C*
sur R et ses dérivées s’obtiennent en dérivant terme a terme.

Pour tout :x: e R,

( l)n 2n+4-1
a:fn(-’l?) ';) 22" L’P (a)

+oo n, 2n—1 +00 FELpakt]
jn (-1) =z 2 (=155 :
o) = 2 - i P) 2 PR Ben(@)

" (=1)"(2n = 1)2®7? _ &R (-1)*+1(2k + D)2
fa(x) = Z 21 (n _ N Py(a) L5 2YKPeta()

(avec le changement d’indice k = n—1).

(avec le changement d’indice k = n — 1).

puis
+00 k+1 (o] 2k+1
-1 2k + 1)z
IHORS Pl i
e R k!Pk+l(‘a)
On en déduit que pour tout réel x,

+00
2f(x) + (2a + 1) fl(z) + 2 fa(z) = Zbszk“ IR
-0
, (-DFEE+1) | (DM @a+D) (=D
VkeN, b o2k+1 fy P,.H(a) S+ [ P (@) | 2% K Pe(e)
= (-1 —(2k+1)—(2a+1)+2(a+k+1)
T 2% Pi(@) (—(2k+1) — 2o+ 1)+ 2(a + )
= 0

vzeR, z2f!(x)+ (2a+1)fi(z) + xfalz) =0

1.3.2 Réciproquement, soit y,une solution & valeurs réelles de (Ea), paire et développable en série
entitre sur | — R,R[ou R € R} U {+c0}.
1
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00

vz €] -RR[, y(z)=) anz*"otVnEN, an ER.
n=0

Ou a alors pour tout z €] — R, R|,

+00
zy(z) = Z apzantl

';";0 +00
y(x) = Z 2na,z2"1 = E 2(k + 1)ax4122**? (changement d’indice k =n — 1)
n=1 k=0 '
+00 +00
y'(x) = E 2n(2n — 1)a,z*"~2 et zy/’(z) = Z 2(k + 1)(2k + 1)ag41z28+!
n=1' k=0 N

(changement d’indice k = n — 1)
Soit finalement, comme ¥ est solution de (Ey),
Vz €] - R,R| :
400
oy (z) + (2a + 1)y (z) + zy(z) = Z [(2k + 2)(2Kk + 1)ars1 + (2 + 1)(2k + 2)ar41 + ar]a?*1 =0

k=0
Par unicité du développement en série entiére de la fonction nulle,

Vk € N, 1 (2k + 2)(2k + 1)ak41 + (2 + 1)(2k + 2)ar+1 +ar =0 !

On adoncVk €N, 4(k+1)(k+1+ a)ars1 = —ax, puis comme pour tout k € N, k+1+a # 0 (car
agZl),

Wk EN, el S n{alen 1)(11c+ TR
puis,
EAg |
VYn € N, an=( m)ao
! k=1
SaiE = | ' ——

i ALt ek, (=1)2 ,
nES n = D Pal@)
On en déduit que y = agfa et que R = +o0. ’ '
1.4 Remarquons que puisque « ¢ Z, Les résultats des questions précédentes sont valables pour « et

pour —a.
En particulier f_, est de classe C*® sur R. Par théorémes d’opérations, g est de classe C* sur
]0,+00].

I.4.1

Pour tout z €] 0, +o0 |,

9a(T) = 272 f_q(z)

Jo(z) = —2az~201f_o(z) + 2722, (a).

ga(z) = 2a(a + 1)z2072f_,(x) — daz~20-1f" (z) + 2 f" (z).

Puis, comme f_, est solution sur R} de E_,,

205(2) + (20 + 1)g, () + ga(z) = 272 (2f-a(z) + (1 — 20) fL4(2) + f-al(z)) =0

ga st donc solution de (E,) sur R}.
1.4.2 Les fonctions f, et f-, sont continues en 0 et f(0) = f—o(0) = 1.
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o, :
ga(x) o P “ et comme « ¢ Z, o # 0 et on a soit lmlu, 9a(T) = 400 8i a > 0, soit ]ill(l) da(z) = 0 5i
- T— -

a< >0 >0

% ]
Comme llﬂ}) Ja(z) =1, on en déduit que les fonctions f, et gq sont deux solutions indépendantes de
x>0

(Eq) sur |0, oo .

En cffet si le systéme (fa, ga) ¢tait lié, comme la fonction f, n'est pas la fonction nulle, il existerait
c€Rtel que go =cfo .

Remarquons également que ¢ # 0 car g, # 0. On aurait alors :

}I_I'I}, gal(x) = cll_r}}) Ja(z) = ¢ ¢ {+00,0}, ce qui est absurde.

x>0 >0 IS I
Comme (£,) est une équation différentielle linéaire du second ordre homogene et sans point singulier

dans ] 0, +00 [, 'ensemble S, des solutions sur |0, +o0o [ de (E,) est un espace vectoriel de dimension
2 dont on connait un systéme libre de cardinal 2 : (fo,9a) -

(fa 9a) €st done un systéme fondamental de solutions de (E, sur | 0, +00 [ (ou encore une base de Sa)
ot les solutions de (E,) sur ] 0, +oco [ sont les fonctions y :]0, +o0o [— R telles que :

3(A,B) €R?, V2 >0, y(z)=Afa(z)+ Bga(z).

I.4.3 Soit y une fonction de classe'C? de | —c0,0( dans R. Notons 'z : | ]0,+c0[ — R

z (= ‘Y(-z)
= est de classe C? et Vz €]0,+0 |, z/(z) = —¢/(—) et 2"(z) = y"(-z) .
= est donc solution de (E,) sur | 0,400 si et seulement si \

V>0, zy'(~z)— (20 +1)y(—2) +2y(-2) =0 ' (1)

Comme I'application z — —z établit une bijection de ] 0, +oc [ sur | —c0,0[, (1) équivaut a

Vt€]—00,0[  —(ty"(t) + (2a + 1)y (t) + ty(t)) = 0
Finalement, z est solution de (E,) sur |0, +00 [ si et seulement si y est solution de (Eg) sur ] —00,0(.

En utilisant la description de S, établie en 1.4.3, on en déduit que les solutions de (Eq) sur ] —o0,0]
sont les fonctions y :] —00,0[— R telles que

3(A,B) €R?, Vt<0, y(t)=Afa(—t)+ Bga(-t).

1.5

L.5.1 j, est de classe C* sur |0, +o0o | par théorémes d'opérations et pour tout z €]0,+oo |,
Ja(x) = 2% fo(x) -

Jo(x) = az®~! fo(z) + 2° f1(2)

Ja(x) = ala — 1)z°72 fo(z) + 2021 f] (z) + z* fx()

2*ja(@) + 2jo(x) + (2* — a®)ja(2) .
= 2°M[ef!(x) + (2a +1)f4(2) + 2 fa(2)] + 2% fa(2) (el = 1) + @ — a?)
= 0 car f, est solution de (Eq) sur | 0,400

On en déduit que jq est solution de (By) sur ] 0,+oo|.
J-a est donc solution de (B-4) = (B,) sur ]0,+oo].

1.5.2
De plus, comme « # 0 et que lin‘x) fa(z) = lin}j feulZ),
Tt r—

x>0 x>0
3
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lim ja(x) =0 Lim jo(z) = +00 ‘

sla>0, ¢ *>° et si a <0, c'est l'inverse : { >0
lim j- = 4 lim j_ =
A} Jza(%) = 00 im j-a(7)
>0 >0

Comme précédemment, les fonctions jo et j-q sont non nulles. Si le systéme (]mJ-a) était lié, il
existerait b € R* tel que j_q = bja.

sia>0

58l | o
On aurait alors ll_l_l(l) J-a(z)| = blil_}(l) Ja(x)| = {+°° ia<0 qui est impossible.

>0 >0
On en déduit que (ja.j-a) est un systéme libre de deux solutions sur ] 0, +oo [ de ’équation (B,).
Comme (B,) est une équation différentielle linéaire du second ordre, homogene et sans point singulier
dans |0, +0cc [, I'ensemble des solutions sur ] 0,400 [ de (B,) est un espace vectorxel de dimension 2
dont (ja,J-a) est un systéme libre donc une base.
Les solutions de (Bg) sur ] 0, 400 [ sont donc les fonctions y :]0,+co [— R telles que :

3(A,B)eR? Vz>0  y(z) = Aja(z) + Bj_alx)
Pour déterminer les solutions de (B,) sur ] —00,0[, on peut procéder comme en 1.4.3
A une fonction y de classe C? de ] —o0,0[ dans R, on associe la fonction de classe C? sur ]0,+o0[ :
z: x> y(-z).
y est solution de (B,) sur | —oo, 0[ si et seulement si
Vr <0, z2y" (z) + zy’ (:r) + (x2 - az)y(x) 0, ce qui équivaut & :
Ve <0, z%2'(-2)—ad(-z)+ (:z: - a"’)z(—x) 0, ce qui équivaut encore a
vt >0, t'*‘~"(t) +t2'(t) + (2 — a?)z(t) = -
car  — —2x établit une bijection de ] —oo,O[ sur ] 0,+00 [.
On en déduit que y est solution de (B,) sur | —co, 0] si et sculement si = est solution de (B,) sur
]0, 400 si et seulement si z € Vect(ja, j-a) et finalement

y est solution de (B,) sur ] —oo, 0| si et seulement si

3(A,B)eR? V<0  y(x)= Aj,,(;-x) + Bja(—7).

PARTIE II
a est un réel fixé strictement supérieur & —1/2.
Posons pour z € Ret t € [0,1], g(z,t) = (1 — t2)““ 2 cos(xt) de sorte que

: ;
ha :z»—»/ g(z,t)dt
0

II.1. On vérifie que le théoréme de dérivation sous le signe intégral du cours s’applique :

e Pout t € [0,1], z — g(z,t) est continue sur R.
v

(z,t) = —t2(1 = £2)°"3 cos(xt) sont

d
De méme z — -(a—z (x,t) = —t(1 — t2)>"2sin(zt) et T Z;Z

continues sur R .
e Soitr €R. t— J(.T t) est continue sur [0,1[ et on a, car a — 1/2 > 0, pour tout ¢t € [0,1] :

gz, )| = (1 - 13)°"%| cos(at) | < (1—2)°% -1

Bt (1= 3 = (140731 -0 ~ 2"-5(1—0"-%:20—% 1
P

(1—t)-o+3

1 est intégrable sur [0, 1[ (Riemann).

(1—t)-ot:
Diont| @:tr— (1 - t2)"‘% est intégrable sur [0, 1]

Or a > —1/2 donc —a + 4 < 1 donc t —

4
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[l’nr comparnison In fonction t v g(r,t) est intégrable sur [O_I

o (domination) Pour z € R, t g— (r t) = -t(1 - f’)"‘l sin(zt) est continue sur [0,1[ et on a pour

tout t € [0, 1] : m(z t)|—l(l-t‘)" dsin(zt) ) < 1 (1- )" . = o(t).
On n v que ¢ ¢(t) est intégrable sur [0, 1.

Done non seulement la fonction ¢ (_)_g' (z,t) est intégrable sur [0, 1], mais de plus h, est de classe C*
r
sur R.

2
e Pourr €R, (1 -{)—% (x,1) = —£2(1 — t2)°=1 cos(zt) est continue sur [0, 1] et on a la domination :

Pour tout z € R,
829
vt € [0, 1[.|5;5 (z,t) | < o(t)

et la fonction ¢ = ¢(t) est bien intégrable sur (0, 1[.

La fonction z — hq(z) est donc de classe C2 sur Bﬂ

1
I1.2.1. D’aprds la question précédente hl(z) = / 32 I (z,t)dt = / —£3(1 — £3)°~% cos(zt)dt d'oi
0
par lin¢arité de l'lnthmlo -
zhip () + xhq(z) = / -1 - 12)""ixcos(:rt)dt / (1- t’)"*nzcos(:tt)dt

I1.2.2. On se place sur [0,5] C [0,1[ et on réahse une intégration par parties :
u(l) = (1 = 2)"4 /(1) = =2t(a + 3)(1 - 12)a=3 et v/(t) = :rcos(:rt),v(t) = 0 +sin(zt) :

/ (1- l2)“+!:rcm(a'l)dl =(1- bz)‘”* sin(zb) — 0+ (2a + 1)/ (1- 12)"‘7tsm(:rt)dt
Puis en faisant tendre b — 17, on obtient :
;m(ﬂ+zM@0—@a+H/(Lﬁﬂ”umMﬂMt

—-ma+n/' 99 (2,1)dt = —(2a + I, (x).

|Donc ha est solution de (E,) sur R . ]

+00 ( 1)"
I1.3. On sait que pour tout réel u, cos(u) = E

o] (2n)!
+oo n
ha(z) = / : > (- f’)“”‘( D" pangangy,

P (2n)!

—1\n
Pour x € R fixé et n € N, on pose up(t) = -((2—3—'22"(1 — 2)a=k¢2n,

o Les fonctions u,, sont continues sur [0, 1[ et sont dominées par la fonction ¢ du 1i) donc intégrables
sur [0,1[.

e La série de fonction ¥ up, converge simplement sur [0, 1[ (vers ¢ + g(z,t) qui est continue sur [0, 1f).
Remarque : en revanche il n’y a pas a priori convergence normale sur [0,1[.

o Ftude de la série des mtcgralca des modules.

/lu,,(t)ldt( @ )'/ (1—(7)0-7(“

Iy(a) = / (1- t‘)""’dt est une constante par rapport a n, et la série numérique 3 =—

u?". Avec u = zt € R, on obtient :

2n

(2n)!

converge

(sa somme vaut ch(x)) donc }:/ | un(t) |dt converge.
0

5
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' ¥ PARTIE III
11L.1. Laplacien en polaire F(r,0) = F(rcos0, rsinf).

En dérivant par rapport a r', on a en allégeant les écritures -
OF OFOr OFdy oF aF

or ~ Dz or ' ayor g Ton0G

En dérivant une deuxiéme fois par rapport a r :

; 2
6°F cosa(a_l;‘a_r+aﬂpay +sing (LF 0z PFoy
o 912 Or ~ Qydzdr d('}y(?r P o
F
20?)—z +Sm00080;)y.§ +oosOsm0;Fg + sin? %
F étant de classe C?, on obtient (par le théoréme de Schwarz) -
»PF

g2 0P azp ,ﬂr

De méme en dérivant par rapport a 6 : & = —rsin oa—F + rcosagf-

20 oz dy

9°F oF OF 2 . 2 PF &PF o-F
—_— = bt i =~ —_— Lo

Puis : = rcoseaz rsmaay ++r7sin? 0o 2»—2:'-m18cosea 3 +r7cos”

Le calcul donne alors :

&#F 19F  18F &°F PF PF

W+;E+§W—F 1+ ana 0y2 -1 = AF(rcos6,rsmf).
II1.2.1. 1l existe rg tel que f(rg) 7 O (car sinon F serait identiquement nulle). On 2 donc pour tout
0eR: g(0)= F(ro,ﬂ)/f(ro)etdonclgest2 penod,quel

IL2.2. On s ici 2 = £(1)90). 25 = 1"()00). Tk = 5(:)57(0) done
0= AF +W7F = 5 (J()"(0) + /' ()o(6) + 1 (r)g6) + P2 H (P)s(€) (D)

En utilisant ceci avec f(ro) # 0, on obtient un réel A = rof’(ro) + "'f;;(r"(;) + 13" f (ra) (indépendant
)

de @ et de r) tel que pour tout 6 € R :

(i) () +29(6)=0

En injectant ceci dans 1'équation (L), on obtient :
(=M (r) + rf(r) + 72 f"(r) + r??£(r)) 9(6) = 0 et en utilisant un 6 tel que g(6) # 0

(i) Vr>0, Pf(r)+rf'(r)+ (P’ —A)f(r)=0

I11.2.3. D’apreés II1.2.1. g est 2x-périodique et n’est pas la fonction nulle.

Si on avait A < 0, les solutions (non nulles) de " + Ay = 0 ne seraient pas périodiques (9 —
Aexp(vV=\8) + Bexp(—v=X9)).

Pour A =0. A = 0>

Pour A > 0, les solutions sont les fonctions de la forme 6 +— a cos \/X!H-Bsin V4. On peut les mettre
sous la forme A cos(\/XB-l-é). Avec A non nul, les fonctions de ce type sont périodiques ET de période
T = 27/VA. 1l existe dont un entier naturel non nul p tel que pT" = 2= ce qui donne VA = p puis

A=pP.

A est nécessairement de la forme p” avec p € ﬂ

'Les hypothéses du texte sont suffisantes pour pouvoir le faire...

i
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111.2.4. | Pour p # 0, la formne générale est 0 — Acos(pl) + Brin(ph)...

Pour p = 0, ¢ = 0 donc g est affine. Or g est périodique, done g est constante (et toutes les constantes

conviennent ).

[Pom' p = 0, les solutions pour g sont les fonctions constantlij

HHL3.1.w =0et ) =0, (i) devient r*f”(r) + rf'(r) = 0. La résolution (sur ]0, +oc[) donne

fi(r)=Ce ""’-—g puis
J:r— Cln(r) + D ois C et D sont des constantes,

IML3.2. w=0et A=p? #0, (i) devient 2 f"(r) +7f(r) —p* f(r) = 0.

On regarde les fonctions puissances y : r— 2 : r2y/'(r) + rif (r) — PPy(r) = (ala — 1) + a — p?).

y : r— r” est solution de cette équation différentielle si, et senlement si, o — p? = 0.

Nous avons deux solutions r — 17 et r ~— r~7 de cette équation différentielle linéaire d’ordre deux

(sans points singuliers sur |0, +20|), elles ne sont pas colinéaires done les solutions sont les fonctions :
JS:r— Cr? 4+ Dr? oi1 C et D sont des constantes.

nu.Onmxesansmnef,(r)—-f’( 5)-fit) =557 (5) puis

PR PR + (- = S (5) + 5 1 (w) + (=7 () = 0 d'aprs T'équation
(1) évaluée en r/w €]0, +oc]. '
f1 est solution de I'équation (B,).| (étudiée 4 la partie I...)
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