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On décompose :
*Z“‘ 50k + 24 ' i’: 50k + 24 i® 50k + 24
S Pk+1)(k+2)(k+3)(k+4) K (k+1)(k+2)(k +3)(k +4) *: kgl Bk +1)(k +2)(k +3)(k + 4)

Pour avoir {(3) & ¢ prés il suffit donc (en négligeant les erreurs d’arrondi ) d’avoir Zf’:ll 20 “)(Eﬂ"ﬁf:“)(kﬂ) < € soit
% + 7s < 51078,

. La machine & calculer nous dit que la racine positive de 2% + & = 5.10~% est comprise entre 11 et 12.11 suffit donc de
prendre N = 12 qui donne qupg + 35 £4,2.107°

12

o 50k + 24
€(3) = 0(2) + 3.0(3) + 110(4) + ?:‘l Br TG+ DG T T te

les 3 premiers termes sont connus:

1 Gl 50k + 24
==-4+3.—+11.—
R 96+k2___‘k3(k+l)(k+2)(k+3)(k+4)ie

Reste a utiliser sa machine a calculer :

50k + 24

12
,‘; B+ 1)(k+2)(k+3)k+4) 6707885152

ce qui donne
£(3) = 1.202038515 + 4,2.10~°

La valeur obtenue est bien une valeur par défaut car Ef:,’ Tk “)(2,“,( 3(kra) st un réel positif comme somme de réels
positifs.

june valeur approchée de £(3) et 1.202038 & 5.10-° par défaut ]

Partie III : séries factorielles

II1.A.1) On a (dénominateur non nul) :
wslz) . 1 n+1\* z\-! 1)§ z z? 1 z z(zr—-1)1 1
seobate o RS VM G SRR SR BT S0 S )
A z(z-1) 1 1
= 1+ 2 nZ +o (n’)
Ce qui donne (les quantités sont positives donc les In existent)
wa(z) | _z(z—-1) i ; Y. 1
- (w,._x(z)) il Bn +_0 n?) 0 n?

Comme 2 > 11> 5érie >In (;_—:-57)5) converge absolument |
II1.A.2) la série converge. On peut donc noter S(z) = ¥/ In (u:DT:F();S) - On a alors

+o0
Y [n(wn(2)) = In(wn-1(2))] = S(z).

n=1 ,
et donc
Jim_(in(wn(z) = 5(2) +In(un(z)
et donc

lim (wn(z)) = exp (S(z))

n~=>>+400

I(z) = exp (S(z)) est bien un réel strictement positif.
I11.B) la question précédente nous donne tout de suite un équivalent :

lanun(2)] ~ I(z) |anva(2)|
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La série 3~ anun(z) converge absolument si et seulement si la série Y U(z)anvn(z) converge absolument, ce qui éqq(. ‘f"f
car l(z) # 0 & la convergence absolue de la série 3 anva(z) . '{,

D_ apuy,(z) converge absolument si et seulement si Y a,v,(z) converge absolument]

II1.C.1)Chaque fonction a,u, est continue décroissante positive sur ]0,+o0o[ . De plus la série Y anuq(z) converge
normalement sur tout segment [a, 8] C]0, +oof car

[aaun(z)| < |an| un(z) < |an|un(a)

et comme a >0, 3" |a,u,(a)| converge par définition de A .
Ja est donc une somme de série de fonctions continues qui converge normalement sur tout segment inclus dans 0, +o0(

|fq_est continue sur ][0, +oo]

II1.C.2) La majoration |a,us(z)| < la,‘l () est aussi valable sur [a,+00[ , et donc on a aussi convergence normale sur
[a, +00[ . Chaque fonction u,, tend vers 0 si z tend vers +o0o et donc

im T)) =
III.D.1) Sionprend: Yne€N,a, =23 ona n”lnﬂﬂ ~ -":—-,.— > 0 et donc Y, '—""‘;Q converge absolument. Donc d’aprés

I1LB.
Gle4

I11.D.2) Si on prend : Vn € N, a, =1 la série 3 v, (z) est une série de Riemann qui converge seulement pour z > 1
(1) ¢ A

II1.E.1) u, est I'inverse d’un polyndme n’ayant pas de racine sur ]0, +oo[ donc y est de classe C!.
Tous les facteurs de uy, sont positifs on peut donc développer In(u,) et dériver I'expression : >

In(u,(z)) = In(n!) — iln(z + k)
k=0

et donc :
up(z) e 1
U, (z) ot k

+k— tn(1+ 3 2)

C’est une comparaison série-intégrale . comme t— 1 / t décroit sur R** (idées du I.B) avec ¢ = 1)

le sujet suggere de montrer

z+n
d— =In(z + n) — In(z)

= z+k

¥z >0, [u,(2)] < ua(z) (Z + In((1+ 2))]

II1.E.2) On sait déja que pour tout 7, la fonction z— > a,un(z) est C' sur ]0, +oo[ et que 3~ a,uq(z) converge simplement
sur ce domaine.

Pour pouvoir dire que la somme est C! et pouvoir dériver termes a termes il reste & prouver la convergence normale sur
tout segment [a, 3] C|0,+o0o[ de 3 a,ul,(z) .

Or

nin(2)) < lanlun(e) (5 +10((1+2) ) <l unta) (3 +10((1 4+ 2 )

Or 3" |an| un(a) converge .1l suffit de prouver la convergence de ¥ |an|un(a)In((1 + )
Comme

n
ln((l + ;) =1In(n) + ln(; + a-) = In(n) + O(1) ~ In(n)
on se ramene & I'étude de 3" |an| un(a) In(n) .On prend o’ €]0,af . Comme o > 0, 3 |an| un(a’) converge.
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(o) (n+1)* In(n)

un(a) In(n)
lla) (n+1)

|an| un (@) In(n) = (Ianl un(a’)) (@)
un (o’

~ (lan| un(e))

et comme

ona:
|an| un(a) In(n) << |an| ua(a’)

ce qui assure la convergence absolue de la série 3 |tn] un(a) In(n)

[fa est C" sur |0, 4-00]

Partie 4 : représentation intégrale

IOVAl) Onan+1 quynémes dans un espace vectoriel d¢ dimension n + 1 . 11 suffit de montrer que la famille est libre.
T si on prend une famille (Ay);_q telle que 3 Ay Py, = 0 la valeur en —j donne

Pi(=3) = TLig(=3 + 1) { I(')Is;](fgk-i- §)£08ij=h et-donc :
i#j
YouP = 0=Vie[on] ,N][c-5)=0

i
= Vje[0,n]] ,A;=0
la famille est donc libre et forme donc une base de R, [X]

H"IV.A.2) le polynéme n! se décompose donc dans cette base : I (k)peg » B! = Yop=o Pk -
io(X +1) et on a bien :

on divise la relation par

n! ar
X(X+l)---(X+n)=ZX+k

k=0

On substitue z & X pour avoir la relation demandée.
Pour calculer les oy on prend la valeur en —j de n! = Y p_q @ Px ce qui donne n! = a; [];,;(G —7) -

Or Tl i = 3) = (0= 3)(1 = )+ (=1).(1) -+ (n = 3) = (~(i)!(n = 5)! doi

vielo,nl s o =17 (")

et donc :
! _sn D)
z>0 ) IZI+15"'"Z-“+"; T Ek:o z+kk

IV.B) la fonction y— > (1— y)"”‘k est continue sur [0, 1[ du type ﬁ)-}_—,_; avec 1 —z — k < 1. Elle est donc intégrable
sur [0, 1fet :
(1 = )= THedy —(1—y)=t*
z+k

bz>0vkeN, (1 —y)*"thdy =

et donc comme z+k > 0:

IV.C) lintégrale est bien convergente : y—> (1 — y)*"!y" est continue positive sur [0,1[ , équivalente en 1 A —r—(l_'; —

avecl—z <1 .
En utilisant les deux résultats précédents et le bindme de Newton on a :

n! - il (e i g el
x(z-’-l)...(z_*_n) T k;o .'E-f-kk —k—;)( 1) (k)/o(l y) 1+kdy
! oot [ [(n |
[a=pe (g(—l)*(k) (1- y)*) &y

1
/o (1—y)* ytdy

La fonction y—= (1 — y)*~'y™ étant bien intégrable comme combinaison linéaire de fonctions intégrables.
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1 suffit de remplacer u,(z) par son expression intégrale pour conclure :

¥z >0, fa(@) = Ti% an o (1 - )"~y dy

IV.D.1) Comme a € A, la série 3" anun(z) converge absolument pour tout z > 0 . En particulier si z = 1, la série

2a; converge. La série entiére Y0 -2a.2™ converge pour z = 1 . donc son rayon de convergence est supérieur ou égalal.
n+ e

-1
Sa dérivée 31 '7?:—;‘:"‘1 a le méme rayon de convergence . Donc |z| < 1 = ¥ 24az"~" converge absolument =
3 D%az™ converge absolument (on multiplie par z).

n+1
Et comme |ﬁ1;" ~n->+00 |anz"| la série ¥ anz™ converge au moins pour |z| < 1. Son rayon de convergence est donc

au moins 1.
IV.D.2)Ona:

1 1 400
ve>0, [[a-utewa = [ (-9t Y iy
0

n=0

Si on peut intégrer termes A termes on a :

1 +00 1 400
vz >0, /; (1= y)* " $a(y)dy = Zau/; (1-y)*'y"dy =) antn(2)

n=0 n=0

donc z—> fol (1 - y)*~ ¢4 (y)dy est développable en série factoriel , et la fonction est égale & f, d’aprés IV.C)

Reste a justifier I'intégration termes A termes de fol Y128 an(1 —y)*=1y"dy sur Iintervalle [0, 1[ ( qui n’est pas un segment)
On se fixeun z > 0

e Vn €N, y—> a,(1 - y)*~'y" est continue intégrable sur [0,1[ d’aprés IV.C

o 1% a,(1 - y)* 'y converge simplement et sa somme (1 - )™ 1¢,(y) est continue sur [0,1[ ( une série entitre 'est
continue sur I'intervalle ouvert de convergence) .

o Y= 0’|a,,(1 -y |y = T la,.]fol(l - y)* lyrdy = TF2 |an|ua(z) . Cette série est bien convergente
puisque a € A . )

Mz >0, y—> (1- )" #4(y) est intégrable sur [0,1] et fo(z) = [ = y)”ldza(y)dg,l

Partie V : Dérivée d’une série factorielle

V.A.1) On sait déja que f, est de classe C" sur |0, +oo[ (question IILE) . pour avoir I’expression proposée il faut dériver
par rapport 4 z la fonction fol (1-9)*"'¢,(y)dy en utilisant le théoreme de Leibniz.

o Vy€[0,1[, 2> (1-y)* " d,(y) est C" sur |0, 1[ de dérivée z—> (1 — y)*~14,(y) In(1 — )

® Vz>0,y—> (1-y)* ' 4,(y) est intégrable sur [0, 1] (question IV.D)

e Vz>0,y—> (1-y)* ¢, (y)In(1-y) est intégrable sur [0,1[ :méme principe que IIL.E:
pour z’ €0, z[ (1 — y)*"¢,(y) In(1 - y) = 0,5, [(1 = y)'l_l¢a(y)] puisque

(1= )" 4a (1) In(1 - 1) = (1 - 1)" 64 (0). [(1 - 9)** (1 -9)|

y—> (1 —y)* 1¢,(y) In(1 — y) est continue sur [0, 1[ négligeable devant une fonction intégrable , donc y est intégrable.

e Par monotonie, on a domination sur tout segment : si z € [a, 8] C]0, +o0|

|(1=y)* "1, (v) In(1 - )| < (1 = 9)*"* |4, ()| [In(1 = y)|

ce majorant étant intégrable puisque a > 0 et donc (1 — y)*~'¢, (y)In(1 — y) est intégrable sur [0,1[ (étude du point
précédent) “ \

Vz >0, fi(z) = [i(1 - y)* 8, (y) In(1 — z)dy}
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o

.A.2) On sait que ¢, et y— > In(1 — y) sont développable en série entiére sur | — 1,1[ . Donc par produit de Cauchy
A9 ¢.(y) In(1 — y) Dest aussi.

V.A.3) La fonction étant développable en série entiére, on sait que sur | — 1, 1]

400 , (n) 0 \
v = 3 L0 = Y
n=0 n=a

Le calcul des b, revient donc au produit de Cauchy de é,(y) = 3125 any™ par In(1 — y) = S any™ avec ap =
O0sin=0

sin>0

On a donc by =agap=0et poun>0,b, = 2;=0 ApQp—p = Z:;(: ;_1‘%

My el = 1,1[, 8, (y)In(1 — y) = 2oy bay” aveC by = Song =22

V.B) D’aprés 'expression précédente de b, on a :
n-1 |0 I
lbal <" 2
mn-p

et donc :
[ba| |ap|
ng(n+l)‘ Z(Z(n p(pn+1)‘)
1<n<N

. 3 ) L ’ 3
On veut permuter les 2 sommes : On fait la somme sur I’ensemble des couples (n,p) tels que { Vi 0 <p <=1 soit

0<p<N-1

Vpp+l<n<N et donc :

05p§n—l$N—louenoore{
S <Y 3 - Sy
= lap —, |ap| 2
1(n+1) = n_p+l(n p)(n+1) = (k)(k+p+l)
en posant k =n —p.

V.C) Encore une comparaison série-intégrale : La fonctlon t—> t(t + p+ 1) est le produit de deux fonctions croissantes
(z > 0) positive donc est croissante positive et donc t—> W est décroissante. Pour k > 2 on a donc

1 2 /" dt
lc(k.+p+1)z B!/ e t(t+p+1)=
et donc

Nrp dt
z <[ e
k(k+p+l)=_ 1 tit+p+1)*

L’intégrale 1+°° T(W%F converge car m ~t=4oo oot fonction positive avec z+1 > 1. La fonction 3 intégrer étant
positive , sa primitive est croissante. et donc la limite en +o0o est la borne supérieure:

il g 1 too g
sdiani 6 Gfvhe qiz R 2 ROTE o
;k(k+p+1)"‘/; tit+p+1)

On ajoute alors le premier terme:

N-p +f dt
k=1 k(k+p+1)* s (p+1)' (trp+1)*

V.D) 1l suffit de majorer :

/+°° dt <ln(p+1) 3. :)
1 Ht+p+1)* T (p+1)*  z(p+1)*

Pour avoir les 2 morceaux, on sépare en deux V'intégrale:

/”“ dt b /”*’ dt  In(p+1)
1 Ut+p+ )T )y tp+1)F T (p+1)?
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/*°° dt -</+°° dt _/+°°dz_1 1
b1 HE+P+1)E = Jppy U Jpy 211 2T (p+1)*

et EenE S e+ (1+1) v

V.E)La suite des sommes partielles z"_l G}:—,"IJF est croissante majorée par la suite des sommes partielles :

i"' (T57 +(+3) 5or)

1l suffit donc de prouver que la série 3 |ay). ('&(ﬁ’j—} +(1+12) W) converge

Comme la suite a € A on sait par I'équivalent du III.A) que la série 3 |an| Z'n+_llF converge pour tout z > 0.
Ce qui assure déja la convergence de la série T, |ay| iy done de 35, (1 + 1) lapl Ginye

Pour la convergence absolue de 3 |a,| l{;—f%)‘,l on introduit (encore une fois) =’ €]0, z[ et on vérifie que

In(p+1) |ay|
|a | (p+ 1)" = Op->+400 (__,’F)

et donc

[La série ) r=74y= converge absolument sur J0, +ooﬂ

V.F) Ce qui assure avec ITI.A) la convergence absolue de la série Y byu,(z) sur ]0, +oo[

On applique maintenant IV.D) ) & ¢, :

¥, (y) = k35 bay™ est une série entiére de rayon de convergence > 1 donc z—> fo (1= y)*"'9,(y)dy est développable en
série factorielle et fo (1= y)* 1, (y)dy = 125 baun(z) -

Or (V-A) £(2) = JA(1 - )", (y)dy et don

[VI >0, f"l(l') = Z:S()) bnun(r)]

V.G) 3
o
z> % =—+ Z 0.un(z)
n=1

donc z— > 1/z est développable en série factoriel avecap =1et Vn>1, a, =0
On dérive une fois : f'(z) = f,l- est développable en série factorielle :

=9 +o00
Vo> 0,— =3 a,un(z)
® n=0 '
avecaj=0etVn>1,a,=-Y " -2 =-1

p=0 n-p
Fz>0,f=-3 % 2

n=1

On dérive une nouvelle fois : f7(z). = :% est développable en série de factorielle:

Vz > 0 Z a” qu, ()

n=0
aveca’o=0,a"1=a3;=0,Yn>2,a ,,——Ep_o ﬁ ;‘;l‘p(n—l_p; . En particulier : a”3 = a”3 =1,a"3 = }—;—
Ce qui donne la somme partielle
2 G . 11 24
Si=Y a"un(z) =1. ¥t =
¢ Z Un(2) z(z+1)(z+2) z(z+1)(z+2)(z + 3) ” 12z(z+1)(z+2)(x + 3)(z + 4)

n=0

en divisant par 2 (on décompose 2/z%) on retrouve bien les coefficients , 1,3,11 de la partie 2
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