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Groupes

- Groupes

Définitions et exemples
Définition 1: Groupe

On appelle groupe un ensemble G muni d’une loi de composition interne % vérifiant :

» la loi x est associative :
Vx,y,2€G: (x*xy)*xz=x*x(y*xz)

On notera alors x x y % z cette quantité commune
» G posséde un élément neutre : e € G tel que

VxeG, xxe=exx=x

» Tout élément x de G admet un symétrique, c’est-a-dire Vx € G, Ix' € G tel que x *xx' =x' *x =e

Si de plus Vx,y € G : x xy = y xx, on dit que la loi * est commutative, et que le groupe est abélien (ou
commutatif ).

I Exemple I
| N |

1. SiKe{R,C,Q,Z} alors (K, +) est un groupe abélien ;
2. SiK e {R,C,Q} alors (K*, x) est un groupe abélien.

3. (GL, (R), x) est un groupe d’élément neutre I,, non abélien lorsque n = 2

Notation :

Lélément symétrique de x dans un groupe multiplicatif (resp additif) se note x~1 (resp —x) et est appelé
inverse (resp opposé) de x

Propriété 1

Soit (G, %) un groupe.
1. G est non vide;
2. L'élément neutre dans un groupe est unique ;

3. Le symétrique d’un élément x est unique, noté x~*.

Preuve:
1. G est non vide car il contient un élément neutre ;
2. Soit e et ' deux éléments neutres de G pour *. On a e xe' = e’ car e est neutre et e xe' = e car e’ est neutre, donc e =e'
3. Soit x' et x" deux symétriques de x dans G pour *. Par associativité, on a
' =x"xe=x"*x@xxx =" *x)xx' =exx =«

Remarque :

1. En notation additive, I'inverse de x se note —x et est appelé 'opposé de x

2. Pour tout a € G, les applications x — a x x et x — x % a sont des bijections de G dans G.

3. Pour tous a,b € G, il existe un unique x € G tel que a xx =b A savoirx =a" 1 x b

Propriété 2

Soit (G, x) un groupe d’élément neutre e, alors

1. e l=e;
2. Pour toutx€G : (x’1)71 =x
3. Pourtousx,y€G : (xxy) 1=y Tux!

4. Pour tous x1,---,x, €G :

-1

(xl*---*xn)_lzxn *oeek Xy




1.2 Groupe produit

Preuve:

1. e est le neutre de G, donc e * e = e, alors par unicité e l=p

2. Par unicité de I’élément inverse
3. A cause de lassociativité de la loi * on trouve

(x*y)*(yil*xfl) =e
(y_l *x_l) *(xky)=e

Dong, par Vunicité de Iélément symétrique, (xxy) L=y 1xx~1
4. Généralisation de U'assertion 3
I Groupe produit
Soient %1, *g,---,%, des lois de composition interne sur des ensembles G1, Go, ---,G,.

n
On appelle loi produit sur G = H G; la loi x définie par
i=1

X1, %) * (Y1, 7, yn) = (X1 X191, 5 X0 %0 Yn)

Propriété 3
Soit (G1,%*1),(G2,*2), -+ ,(G,,*,) des groupes de neutres respectifs eq,--- ,e,. Alors
n
G= H G; muni de la loi produit * est un groupe.

i=1
» de neutree=(eq1, - ,ep).
» linverse d’'un élément (x1, -+ ,x,) € G est (x71,--+ ,x,1)
» Tous les groupes (G1,%*1),(Gg,%*2),--,(Gn, %) sont abeliens si, et seulement si, le groupe (G, %) est

abelien

Preuve:

Laissée au lecteur

I Exemple I
| N |

SiK e {R,C,Q,Z} alors, pour n = 2, (K", +) est un groupe abélien

| Exemple I
| N |

Pour (R%,.) et (R,+), la loi produit sur R% x R que nous notons * est définie par :

(r,0) = (r',0"):=(r.r',0+0')

1
(Rj x IR{,*) est alors un groupe abélien de neutre e = (1,0). De plus (r,0) = (—,—0)
r

Y  Les itérés d'un élément

Soit (G, %) un groupe d’élément neutre e.

Définition 2: Les itérés d’'un élément

Soit x € G. On définit x™ pour tout n € N par récurrence :
> O=e
> VneN x"1=x"x%x

Pourne€Z_, on définit x" = (x~1) ™"

Notation :

Lorsque la loi est notée additivement, les itérés de x ne notent n.x




Sous-groupes

Propriété 4
Soit x € G. Alors :

xPTe = xP % x?

v €z
5 {(xp)q = xP4q

Si x,y € G commutent, c’est-a-dire six*y=yxx,ona:
VpeZ (xxy)P =xP xyP

En particulier pour tout x€ G : (x") ! = (x™1)" =x7".

Preuve:

» Commencons par le cas o p et q sont positifs, et raisonnons par récurrence sur n=p +q.
Initialisation: Sin=0, p=q =0, et le résultat est immédiat.
Hérédité : Supponsons le résultat vrai pour n € N. Soient p et q dans Z tels que p+q = n+1. Supposons par exemple
p#0.
On écrit

2P xx? =xx (P Lax?) = xx =51

d’ou le résultat.

» Le cas ou p et q sont négatifs en découle immédiatement.
» Supposons p >0 et q <0. Si par exemple |p| = |q|, on écrit p=—q +r avecr=0.
On a alors d’apres le cas positif xP = x~9 «a”. En multipliant par x4, on obtient : xP xx9 =a®* * x4 xx". Or x™ 1 est

Vinverse de x9. D’otr xP x x9 = x" = xP+4

n Sous-groupes

(G, %) un groupe d’élément neutre e.

IR  Sous-groupe

Définition 3

Soit (G, %) un groupe. On dit qu’une partie H c G est un sous-groupe de G si, et seulement, si :
1. H£p;
2. la partie H est stable par laloi x :Vx,ye H, xxyeH;
3. PourtoutxeH,x 'eH.

Notation :

En notation additive, la deuxiéme et la troisiéme assertions s’écrivent :
2. la partie H est stable parlaloi + :Vx,ye H, x+yeH;
3. PourtoutxeH,-xeH.

{ Exemple: Les sous-groupes triviaux }

{e} et G sont deux sous-groupes de G appelés sous-groupes triviaux de G

Définition 4

Un sous-groupe de G est dit propre s’il est distinct de G et {e}

Propriété 5: Caractérisation d’un sous-groupe

Soit (G, %) un groupe. Une partie H c G est un sous-groupe de G si et seulement si :
1. H#p;
2. Pourtousx,ye H: xxy leH.




I1.2 Les sous-groupes de (Z,+)

Preuve:

=) Soit H un sous-groupe de (G, x), alors H # @.
Soit x,y€ H. Avec ye H, ona y " € H, puis xx y~1 € H.
<) On suppose que pour tous x,y € H, x*y_1 € H. Soit x,ye H
» x€e€H, donce=xxx"leH
» e,x€H, donc s l=exxleH
» x,y€H, alors x,y~1 EHetx*y:x*[y_l)_l eH

Propriété 6

Soit H un sous-groupe d’un groupe (G, %), alors (H, ) est un groupe de méme neutre.

Preuve:

» La stabilité de H par * montre que la restriction de * @ H x H est une loi de composition interne
» x est associative

» e€ H, donc e est neutre de H

» Tout élément de H admet un symétrique dans H

| Exemple I
| N |

SoitU={zeC | |z|=1}. Montrer que (U, x) est un groupe.

U est une partie du groupe (C*, x)
» U# @, caril contient 1;
» Soit 2,2’ €U, alors 2’ #0 et i,

=—=1,donci€[U
z |2’] 2!
Donc U est un sous-groupe de (C*, x), puis (U, x) est un groupe

I Exemple I
| N |

Pour a e R on note aZ ={ka | k € Z}.
Montrons que aZ est un sous-groupe de (R, +)

On a évidemment aZ c R
> aZ#Z@car0=ax0€a”Z
> Pour x,y € aZ, on peut écrire x = ka et y = k'a avec k,k' € Z et alors x —y = ka —k'a = (k —k')a avec
k—k'€eZdoncx—ye€aZ

Théoreme 1: Caractérisation des sous-groupes de (Z,+)

Soit H un sous groupe de (Z,+), alors il existe un unique entier n € N tel que H =nZ

Preuve:

o Existence : Si H ={0}, on écrit H =0Z.
Si H #0, on pose
A={xeH |x=1=HnN*
Soit x un élément non nul de H, alors ou bien x =1, ou bien —x =1, donc A # @.

Soit n = 1 le plus petit élément de A, (propriété fondamentale de N), montrons que H =nZ. Comme n € H, il résulte
que nZc H.

Réciproquement, soit m € H, effectuons la division euclidienne de m par n
m=nq+r, 0<r<n.

De m € H et n € H, il résulte, H étant un sous-groupe de Z, que r =m —ngq € H. D’oit r =0, sinon r serait un élément
de A strictement plus petit que n. On a donc m =nq € nZ. Dot H cnZ. On en déduit H = nZ.

o Unicité : Si nZ =mZ, m est multiple de n, et n est multiple de m, d’ou m =|m|=|n|=n.




I1.3 Sous-groupe engendré par une partie n

Sous-groupe engendré par une partie

Lemme 1
Soit (H;);c; une famille de sous-groupes d’'un groupe (G, %) avec I # @.
Alors () H; est un sous-groupe de (G, )

iel

Preuve:

» () H; est une partie non vide de G, car H; contient e pour tout i € I

iel
» Soitx,y€ (| H;. Soit i €1, alors x,y € H;, donc xxy 1 € H;. Ainsi xxyle N H;
iel iel
Ce qui montre que [ | H; est un sous-groupe de (G, *)
iel

Propriété 7
Soit S une partie d’'un sous-groupe (G, %) ; désignons par ¥4r(S) l'intersection de tous les sous-groupes de
(G, %) contenant S. Alors
1. 4r(S) est un sous-groupe de (G, %)
2. 4r(S) est le plus petit sous-groupe de (G, *), au sens de I'inclusion, contenant S

“r(S) est appelé le sous-groupe engendré par S est noté aussi 4r(S)

Preuve:

1. Lensemble /s des sous-groupes de (G,.) contenant S est non vide puisqu’elle contient G. Comme intersection de
sous-groupes de G, Uensemble 4x(S) = ﬂ H est un sous-groupe de G

He s
2. Si H un sous-groupe de (G, %) contenant S, alors 9r(S)c H.
| Exemple I
| N |

gr(®) ={e}

Propriété 8: Caractérisation des sous-groupes engendrés

Soit S une partie non vide d’'un sous-groupe (G, x), alors

n
Gr(S) = { [T« ,neN*,Viell,nll,x; €S,a; € {—1,1}} 1)
i=1

Preuve:
Désignons par H le second membre de (1) et démontrons que H = 4x(S). On remarque que tout x € S appartient & H, d’ou
ScH.
Montrons que H est un sous-groupe de (G, *)
» HZ@pcarScHetS#®
» Soit x,y € H, alors il existe n,m € N*, x1,--,%n,¥1,"*,¥m €S et a1, --,&n,P1,",Pm € {~1,1} tels que x = x]* %
ng ek xIn ot y :yfl *y£2 ...*yf{". Alors
xy_l =x¢fl *xgz.,_*xgn *yr—nﬁm *__.yz—ﬁz *yl—ﬁl cH
On en déduit que H est élément de Hg, d’'ou l'inclusion 4r(S)c H.
Montrons que H est le plus petit ?

Soit Hy un sous-groupe de G contenant S et soit x € H, alors il existe n e N*, x1,---,x, €S et a1, -+ ,an € {—1,1} tels que
— a1 a2 Qn
X=ayT KAk ay

On a x; € Hy, donc xi_l € Hy. Mais a; € {—1,1}, alors x?i € Hy. Ainsi, par stabilité de Hy, x € Hg puis Uinclusion H c H
Notation :

Si la loi de composition du groupe G est notée additivement, on note

n
Eﬁr(S):{Z aix; ,neN* Viel[l,n],x;€8,a; € {—1,1}} 2)
i=1




Morphisme de groupes

Corollaire 1
Pour tout a € G, alors

On note aussi 9r(a)

Dans (C*, x)

Définition 5: Partie génératrice

Si S est une partie non vide de G telle que ¥4xr(S) = G, on dit que S est partie génératrice du groupe G, ou
que S est un ensemble de générateur de G, ou encore que S engendre G

{ Exemple: Partie génératrice de G, }

Le groupe symétrique G,, est engendré par les transpositions

Par récurrence
o Imitialisation : Pour n = 2, nous n’avons rien a démontrer car G,, = {e,(1,2)} et e = (1,2)(1,2) est le
produit de transpositions.
o Hérédité : Soit n = 2. On suppose que toute permutation de [1,n] peut étre décomposée comme un
produit de transpositions. Soit 0 € G,,11. Distinguons deux cas :

1. Premiercas:o(n+1)=n+1.
Alors 0/[1,,) est une permutation de [[1,n] que nous notons ¢’. Par hypothése de recurrence, ¢’ est
donc un produit de transpositions dans &, : 0’ =7} -7}, .
Pour tout 2 € [1, p]l, notons 7, la permutation de [1,n + 1] égale a T;e sur [1,n] et telle que 7(n+1) =
n+1; clairement, 7, est une transposition de &1, tout comme 7). La relation o' =7/ ---7}, (dans

G,) devient alors : 0 =71---7, (dans &,.1), et donc o est un produit de transpositions.

2. Secondcas:o(n+1)#n+1.
Notons 7¢ la transposition ((n + 1)a(n +1)). Alors 79o(n +1) = n+ 1. On est donc ramené au cas
précedent : 790 est un produit de transpositions : 790 = 71---7,. Multiplions par 79 a gauche, en
remarquant que 1(2) =Id:0 =10 7p. Bref, o est un produit de transpositions.

Définition 6: Groupe monogene, groupe cyclique

1. S’il existe x € G tel que Yr(x) = G, le groupe est dit monogéne.

2. Un groupe cyclique est un groupe monogéne fini.

| Exemple I
| N |

1. (Z,+) est monogéne car Z = 94r(1)
2. (U,, x) est cyclique car U,, = E@r(emT”)

3. (R, +) n’est pas monogéne

Propriété 9

Tout groupe monogeéne est abélien

m Morphisme de groupes

Soit (G,.) et (G', %) sont deux groupes de neutres respectifs e et e’.




III.1 Morphisme de groupes “
JIIBR Morphisme de groupes

Définition 7

On dit qu’une application f : G — G’ est un morphisme de groupes si :

Va,y€G, f(x.y)=Ffx)*f(y)

On dira aussi que :
1. f est un isomorphisme (de groupes) si [ est bijective;
2. f est un endomorphisme 26 du groupe (G, *) si (G',.) = (G, *);

3. f est un automorphisme du groupe (G, *) si f est a la fois un isomorphisme et un endomorphisme,
c’est-a-dire si f : (G, *) — (G, ) est un morphisme (de groupes) bijectif.

{ Exemple: Signature }

La signature € : G,, — {—1, 1} définie par

Yoe&,, to)= ][] M

1<i<jsn J 71

est un morphisme du groupe (S,,,0) vers ({—1,1}, x)

{ Exemple: Déterminant }

det : GL, (K) — K* est un morphisme du groupes surjectif de (GLj,, (K), x) vers (IK*, x).

Si A appartient a GL, (K), elle est inversible, et det(A) # 0. De plus, quelles que soient A,B € M, (K),
det(AB) = det(A)det(B); par suite, det est un morphisme de groupes. Il est surjectif car si 1 € K*, la
matrice diagonale diag(A,1,---,1) appartient a GL,, (K), et son déterminant vaut A.

Soit f : (G,.) — (G', x) un morphisme de groupes, alors
1. fe)=¢
2. Pour toutx€G : f(x 1) = f(x)"!
3. Pour tous x,y€G : f (x.y ) = fx) x f(») !
4. Pour toutxeGetneZ: f(x")=f(x)"

Preuve:
1. Pour tout x € G on a f(x) = f(xe) = f(x) * f(e); or f(x) € G', donc f(x) = f(x)*e'. La régle de simplification dans G’
donne : f(e)=e’

2. Soit x€ G ona flex) = Ff (x~1) = fle) et fx~lx) = £ (x~1) % () = f(e); or f(e) = &', done f(x) % f(x~1) =
f(x_l) *fx)=e Dou f(x) 1=F (x_l)

3. Utiliser la définition et l’assertion précédente

4. Par récurrence sur n €N puis par symétrie on déduit l’égalité sur Z

Propriété 11

La composée de deux morphismes de groupes est un morphisme de groupes.

Preuve:
Soient (G,"), (G',x) et (G, T) trois groupes et f : G — G' et g:G' — G" des morphismes de groupes. Montrons gof est
un morphisme de (G,-) dans (G”,T).




II1.2 Noyau et image d'un endomorphisme “

Soient x,y € G, alors :

gofx-y) = g(f(x-y)
= g(f(x)*f(y)
= g(fNTe(f )
= [goH@IT(goHy]

Propriété 12

Si f est un isomorphisme de (G,.) sur (G', %), alors f~1 est un isomorphisme de (G’, *) sur (G, .).

Preuve:

Si f est un isomorphisme, alors [ est une bijection, donc f ~1 qussi. Il suffit de montrer que f “Lest un morphisme de
groupes.
Soient x et y deux éléments quelconques de G'. On a alors :

FEL@ L) = FETL @) * F(F L) =xxy

D’ou :
Fl@* Y=ty

£~ est donc un isomorphisme de groupes de G' sur G.

Conséquence 1
On note Aut(G) 'ensemble des automorphismes de G. Alors (Aut(G),o) est un groupe.

[ Exemple: Les automorphismes intérieures }

G — G
Soit (G, %) un groupe, et a € G. Alors oy : g — axgrg] est un automorphisme. De plus, I'ap-
plication (G, *x) — (Aut(G),o),a — 0, est un morphisme de groupes : Soit a,b € G. Pour tout g € G, on

a:
1

(0go0p)(g)=04(b *g*b_l) =axb *g*b_l *a T =044p(Q)

Donc o,00p = Ogxp-

IIIPA Noyau et image d’'un endomorphisme

Soit £ un morphisme de groupes de (G,.) dans (G, *) et S une partie de G

Propriété 13: Images directe et réciproque d’un sous-groupe

1. Si H est un sous-groupe de G, alors f(H) est un sous-groupe de (G', *).
2. Si H' est un sous-groupe de G', alors f 1 (H') est un sous-groupe de (G,.).

Preuve:

1. f(H) est un sous-ensemble non vide de G' : Il contient e' = f(e).
Soient z et t deux éléments quelconques de f(H); il existe deux éléments x et y de G tels que z = f(x) et t = f(y).

2t = Ff () = flay ™D e FH)

1

Puisque xy~' € H, donc f(H) est un sous-groupe de G'.

2. f_1 [H’] est un sous-ensemble non vide de G (il contient e).
Soient x et y deux éléments de f~1 (H'), alors f(x)€ G’ et f(y)€ G'. Puisque

fay H=f@fy e

alors xy~ L e f~1(H'); donc f~1 (H') est un sous-groupe de G.




Groupes monogeénes et cycliques 10

Propriété 14

1. f1 ({e'}), le noyau de f, est un sous-groupe de G. On le note Kerf ou Ker(f).
2. f(@), I'image de f, est un sous-groupe de G'. On le note Imf ou Im(f)

{ Exemple: Groupe spécial linéaire }

Le noyau de déterminant s’appelle groupe linéaire spécial et se note SL,, (K)

SL, (K)={A € GL,(K) | det(A)=1}

Propriété 15

1. f est injectif si, et seulement, si Kerf = {e};

2. f est surjectif si, et seulement, si Imf =G’

Preuve:
On montre la premiére assertion

=) Supposons que f est injectif; soit x € Kerf, alors f(x)=e' = f(e), d’oiL x = e et par suite Kerf = {e}

<) Supposons que Kerf = {e}; soient x,y € G tels que f(x) = f(y); on en déduit : ' = f(x)_lf(y) = f(x_l)f(y) =f [x_ly),
ce qui implique x_ly € Kerf ; mais Kerf = {e}, donc x_ly =eetx=y

I\ Groupes monogeénes et cycliques

INAR Le groupe (Z/nZ’+)

Définition 8: Congruence dans Z

Soit n e N* et a,b € Z. On dit que a est congru a b modulo n si n|(b —a) ; cette relation entre a et b se note
a=b [n]
a=b [nl<—3keZ, a-b=kn

Propriété 16

SoitneN*. Sia=b [nletc=d I[n], alors:
a+c=b+d [n] et ac=bd I[n]

La relation .=. [n] est une relation d’équivalence compatible avec la somme et le produit.
A /nZ désigne I'ensemble des classes d’équivalence pour.=. [n]

On note x ou cl(x) la classe d’équivalence de x dans Z/nZ, c’est-a-dire x ={x+kn | keZ}.

Preuve:

» La réflexivité et la symétrie de .=. [n] sont immédiates. Montrons seulement la transitivité. Trois entiers a,b,c€ Z
étant donnés, supposons qu'on aita=b [nlet b=c [n] Alorsn|(a—>b)etn|(b--c), donc par somme n |(a—c),
cest-a-direa=c [n]

» Sia=b [nletc=d [n] alorsn|(a—b)etn|(c—d), doncparsommen|[(a+c)—(b+d)], cest-a-direa+c=b+d [n]

» Sia=b [nletc=d [n],alorsn|(a-b)etn|(c—d), doncn|cla—b)etn|blc—d), par somme n |(ac—bd), c’est-a-dire
ac=bd [n]

Remarque :

D’aprés la propriété 16, on peut définir dans £ /nZ la somme et le produit de deux classes d’équivalence

CVETY z/
par: Vx,y€ nZ

—_———
gl Rl
X  +
U <l
Il
K
+
<

1l
K
X
<




IV.2 Ordre d’'un élément, d'un groupe

Propriété 17

1. Pour tout x € Z, il existe un uniquer €x tel que0<r<n;

Z/ @i aTT
2. /nZ—{O,l, -1

3. card(Z/nZ) =n;

4. (Z/nZ’+) est un groupe abélien ;

5. Soit k €[[0,n — 111, alors E est générateur de ( Z/nZ’ +) si, et seulement si, kAn=1

Preuve:
1. On effectue la division euclidienne de x par n : il existe un unique couple (q,r)e ZxNtel que x=qn+ret0<r<n,
doncr=x [nlerexetO<sr<n.
2. Par la propriété précédente, r € x est unique. Donc, par transitivité, tous les éléments congrus a r modulo n le sont
aussi & x modulo n, ce qui nous améne & écrire que ¥ =%. Mais 7€{0,1,--- ,n — 1}, d’out le résultat.

3. Lapplication

nz
x — X

{[[O,n—l]] — Z
Ty .

est bijective
4. Facile & vérifier

5. Soit ke[[0,n—1]. Ona Z/nZ = ‘grﬁ] et ‘51‘(%) c Z/nZ

anzgr[ﬁ) — Te@r(ﬁ)cﬁlqez, 1=qk=q.
<~ dAp,q€Z, l=qk+np

Bezout
—

kan=1

| Exemple I
| N |

Les générateurs de (Z/IZZ’ +) sont1,5,7 et 11

IV Ordre d'un élément, d'un groupe

Soit (G,.) un groupe et a un élément du groupe G.
L'application
‘ { z — G
P’y — gt

est un morphisme de groupes, il existe donc un unique n €N tel que Ker (¢,) =nZ

Définition 9: Ordre d’un élément

» Sin =0, alors on dit que a est d’ordre infini
» SineN*, alors on dit que a est d’ordre fini et n est appelé I'ordre de a.
On note alors G (a)=n

Définition 10: Ordre d’un groupe

Si G est fini, alors son cardinal est appelé son ordre

Propriété 18: Caractérisation des éléments d’ordre fini

Les affirmations suivantes sont équivalentes :
1. a est d’ordre fini;
k_

2. il existe ke Z* tel que a” =e

Si 'une de ces assertions est vérifiée, alors

O(a)=min{k eN* | " =e}




IV.2 Ordre d’'un élément, d'un groupe

et aussi 'unique entier n de N* tel que I'on ait :

VkeZ, df=e=nlk

Preuve:

a est d’ordre fini si, et seulement, si Uapplication ¢ :n € Z— a'™ n’est pas injective si, et seulement, s’il existe k € Z* tel

que af=e.

Par définition de lordre Ker (¢q) = o(@)Z

Propriété 19: Ordre et cardinal

Si a est d’ordre fini n € N*, alors
1. 9r(a):={e,a, --,a" 1};
2. Le groupe %r(a) est de cardinal n ;

3. Yr(a) est isomorphe a (Z/nZ’ +)

Preuve:

1. 1l est clair que {e,a,--~ ,a”_l} c%9r(a).
Inversement soit b € 9r(a), il existe k € Z tel que b = a®. on effectue la division euclidienne de k par n, alors il existe

k=nq+r

(q,r) € Z2 tel que { , soit b=a® =a’. Done Uinclusion inverse puis légalité est achevée

osr<n

2. Montrons que 9x(a) est de cardinal n.

Soit r,r' €[[0,n - 1] tel que a” = ar’, alors a” 7" = e, donc r—r' € Ker(gpq) = nZ, ou encore n | (r' —r). Mais |r/ - r| <n,

alorsr' —r=0.

3. Nous pouvons maintenant construire 'isomorphisme entre (Z /nZ’+) et (Yr(a),*). Soit [ : z /nZ — G lapplication
définie par f(k) = ak.

» Il faut tout d’abord montrer que f est bien définie car notre définition de f dépend du représentant k et pas de la
classe k : si k =k' (une méme classe définie par deux représentants distincts) alors k = k' (mod n) et donc il existe
teZtel que k=k'+¢n. Ainsi f(B) = ak =t = g% g = ¥ % (@) =a¥ xel =ak = F(&"). Ainsi f est bien
définie.

» [ est un morphisme de groupes car f(E-rE) = f(m) = ak+k’ =af * ak, = f(z) * f(y) (pour tout k,k' € 7).

» Il est clair que [ est surjective car tout élément de G s’écrit ak.

» Comme l'ensemble de départ et celui d’arrivée ont le méme nombre d’éléments et que [ est surjective alors f est
bijective.

Conclusion : [ est un isomorphisme entre (Z /nZ’ +) et (9r(a),x).

Propriété 20: Classification des groupes monogenes

Soit G = gr(a) un groupe monogéne, alors
» Si G est infini, il est isomorphe a Z
» SiG est d’ordre n, il est isomorphe a ( Z/nZ’ +)

Preuve:

1. Si G est infini. On considére Uapplication

Jz — ¢
Ve — ok

11 est clair que @ est un morphisme de groupes (Z,+) dans (G,.). Le fait que G est monogene engendré par a, montre
que o est surjectif. Il reste @ montrer que ¢ est injectif:
Par absurde, on suppose que le sous-groupe Ker [(p) de (Z,+) est différent de {0}, alors il existe n € N* tel que n € Ker (¢p),
clest-a-dire a™ =e.
Soit k € Z, on effectue la division enuclidienne de k par n, alors il existe (q,r) € Z2 tel que k =qn +r et r € [0,n —11.
Et on a donc

o(k) —af =gt =g

Ainsi G =Im(¢p) c{e,a,- - , a1}, ce qui contredit le fait que G est infini.
Conclusion @ est injectif et, par suite, ¢ est bijectif, puis (G,.) est isomorphe & (Z,+)

2. Si G est fini. Notons n son cardinal, donc Card(¥4r(a)) = n et, par suite, (G,.) est isomorphe a (Z/nZ’ +)




IV.3 Théoreme de Lagrange

I Exemple I
| N |

U, = cgr(ei%”) est un groupe monogene fini de cardinal n, donc il est isomorphe a (Z /nZ’ +)

Propriété 21: Théoreme faible de Lagrange

Soit G un groupe fini. Alors :
1. Tout élément de G est d’ordre fini;

2. l'ordre de tout élément de G divise 'ordre du groupe.

Preuve:
1. Soit a € G, alors Yr(a) c G, donc le groupe 9r(a) est fini. Lapplication ¢q n’est pas injective

2. Démonstration dans le cas G abélien. Posons n = Card(G).

G — G
Q:

Lapplication

X —  ax

est une permutation de G, donc

a" []x=[J]ax=]]=«

xeG xeG xeG
Puisque dans un groupe tout élément est régulier, alors a™ = e

[ Exemple: Groupe d’ordre premier ]

Soit G un groupe fini d’ordre premier p. Alors G est cyclique.

Soit a € G \ {e}. Alors ¥9r(a) est un sous-groupe de G, d’ordre o(a) = 2. Or, o(a) divise Card(G) = p, donc
o(a) = p, et comme ¥r(a) c G, on a Yr(a) = G, c’est-a-dire G est cyclique, engendré par a.

Attention

Il se peut que tous les éléments d’un groupe soient d’ordre fini sans que le groupe soit d’ordre fini

[ Exemple: Groupe de Priifer }

Soit p un nombre premier. On pose

Gp= {zEC;EIk eN, 2P = 1}

1. Montrer que G, est un sous-groupe de (C*, x).
2. Montrer que tout élément de G, est d’ordre fini et que G, est infini
k 1\*" 1
1. G, cC*, 1€Gp, pour z € Gp, il existe k €N tel que 2”7 =1 et alors (—) =1donc — € Gp. Si de plus
z z
k/
Z' € Gp, il existe k' € N vérifiant 2’7 =1 et alors
! k
Py r\P* K \P
2P = (zp ) (z'p ) =1
donc zz' € Gp.

2. » Pour z € G, il existe k €N tel que zpk =1, donc z est d’ordre fini.

» Soit £ €N, on note U,x = {z ecr |2 = 1}. L'ensemble U . est de cardinal p et Uyt =Gy, done Gp
est infini
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