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GROUPES

Définition: Groupe
On appelle groupe tout ensemble G muni d une loi de composition interne x
vérifiant :

e Ja loi x est associative

e (& posséde un élément neutre.
o Tout élément x de G admet un symétrique.

Side plus Vx,y € G: x xy = y xx, on dit que la loi x est commutative, et que
le groupe est abélien.

Définition: Groupe produit
Soit (G1,%1), ..., (G, *n) des groupes. En définissant dans G = G X - - - X Gy,
la loi x par: V(x1,- -+ ,xp), (Y1, ,yn) € G:

(:Cla"' 7$n)*(y17”' 7yn) — (‘rl *1 Y1, 7xn*nyn)7

alors (G,x) est un groupe d’élément neutre (eq,, -
(x1, - ,xp) €EGy X --- X Gy, 0na

,eq, ) et pour tout

(3317 T 73371,)—1

Un tel groupe est appelé le groupe produit.
Il est abélien si, et seulement, si les G; le sont

Définition: Sous-groupe

Soit (G, .) un groupe. Une partie H C G est un sous-groupe de G
H # (;
Ve,ye H: zywe H; (zr+y€e H)
Vre H: '€ H (—xr € H)

H + ()

Vz,y € H: vy teH (x—yeH)

Théoreme

Un sous-groupe d’un groupe est un groupe.

Théoréme: Les sous-groupes de (Z, +)

Soit H un sous groupe de Z, alors il existe un unique entier n € N tel que
H = nZ

Théoréme: Sous-groupe engendré

e [’intersection d’une famille non vide de sous-groupes est un sous-
groupe

e Soit S C (. L’ensemble gr(S) intersection de tous les sous-groupes
de G contenant S est le plus petit sous-groupe de (G,.), au sens de
I'inclusion, contenant S, dit le sous-groupe engendré par S

Exemple

Poura € G, gr(a) = {a* , k € Z}.
En notation additive gr(a) = {ka , k € Z}
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MORPHISMES DE GROUPES

Soit (G, .), (G’, %) deux groupes de neutres respectifs e et €’.
Définition: Morphismes de groupes

Une application f : G — G’ est dite morphisme de groupes si:

Ve,y € G, flry) = f(@)x f(y)
Si de plus f est bijectif, on dit que f est un isomorphisme de groupes

Propriété: Opérations de morphismes

o La composée de deux morphismes est un morphisme;

e [’application réciproque d un isomorphisme est un isomorphisme

Propriété: Propriétés de morphismes

Soit f : (G,.) = (G’, %) un morphisme de groupes. Alors Vx,y € G etn € Z:

3. f(wy™Y) = f(@)x f(y) ™
4. f(z") = f(z)"

1. f(e)=¢
2 fla) = f(a)"!

Propriété: Images de sous-groupes

Soit f : (G,.) = (G', %) un morphisme de groupes. Alors
e Si H est un sous-groupe de G, alors f(H) est un sous-groupe de G'.
e Si H' est un sous-groupe de G’, alors f~' (H') est un sous-groupe de G.
e Ker(f)= f~'({€'}), le noyau de f, est un sous-groupe de G.
e Im(f) = f(G), I'image de f, est un sous-groupe de G'.
Propriété: Injectivité et surjectivité
Un morphisme de groupe f : (G,.) — (G, x) est
1. injectif si, et seulement, si Kerf = {eg}

2. surjective si, et seulement, si Imf = G’

ORDRES

Propriété: Caractérisation de I’ordre

Un élément a € G est d’ordre fini sil existe k € Z* tel que a* = e. Au quel cas

o(a) = min{k € N* | a”* = e} est appelé I'ordre de a et aussi 'unique entier
n de N* tel que l'on ait :Vk € Z, a" =e<=n |k

Propriété: Ordre des itérés

.. n
Sia € G estd’ordre tinin etr € Z,alorso (a") = .
nAT

Propriété: Ordre et cardinal

Si a est d’ordre n, alors

e e groupe gr(a) est de cardinal n et gr(a) := {e, @, -, a”_l}

e gr(a) est isomorphe a ( - T +)

Les mathématiques en prepas

GROUPES MONOGENE, CYCLIQUE

Définition: Groupe monogene, groupe cyclique

1. S’il existe a € G tel que G = gr(a), le groupe est dit monogene.
2. Un groupe cyclique est un groupe monogene fini.
Propriété
1. Tout groupe monogeéne est abélien
2. Un sous-groupe d’un groupe monogene est monogene
3. Un sous-groupe d’un groupe cyclique est cyclique
Propriété: Classification de groupes monogenes
Soit G = gr(a) un groupe monogene, alors

e 5i (G estintini, il est isomorphe a Z

e Si G est d’ordre n, il est isomorphe a ( Z T +)

Propriété: Générateurs d’un groupe monogene

Soit G = gr(a) un groupe monogene
1. Si G est infini, alors a et a~' sont les seuls générateurs de gr(a)

2. Si G est cyclique d’ordre n, alors les générateurs de G sont exactement
a" avecr € [0,n— 1] etr An=1

Exemple: Générateurs de Z /nZ et de U,

Soitk € [0,n — 1] etw = el
_ 7 B
okengendre( AZ,%—)(:)n/\k—l

e w" engendre (U,,x) <= nAk=1

THEOREME DE LAGRANGE

Théoreme: Théoreme de Lagrange

Soit G un groupe ftini. Alors:
1. Tout élément de (G est d’ordre fini;

2. I'ordre de tout élément de GG divise le cardinal G.

En particulier: Va € G, oCardG — ¢

Exemple: Groupe d’ordre premier

Soit G’ un groupe fini d’ordre premier p. Alors G est cyclique.
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