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- Anneaux

Anneaux
Définition 1

Soit A muni de deux lois de composition interne notées + et x. On dit que (A, +, x) est un anneau si

1. (A,+) est un groupe abélien, d’élément neutre noté 04.

2. La loi x est associative, c’est-a-dire
V(x,y,2) €A%, x x (yx2)=(xx y)x 2
3. La loi posséde un élément neutre 1,4, c’est-a-dire
VxeA, xxlp=1apxx=x
4. La loi x est distributive par rapport a I'addition ;

xx(y+z) = xxy+xxz
(y+2)xx = yxx+zxx

V(x,y,2) € A3 {

Cet anneau est dit commutatif quand la loi x est commutative.

| Exemples 1 |
. - )

K désigne R ou C
1. Z,R,Q et C sont des anneaux commutatifs pour I'addition et la multiplication usuelles.

2. Soit X un ensemble non vide. Alors (IKX ,+, x) est un anneau commutatif
» d’élément unité : 1yx : X — K, x—1
» d’élément neutre : Oyx : X — K, x—0

3. (K[X],+, x) est un anneau commutatif
4. (M, (K),+, x) est un anneau non commutatif pour n = 2

5. Soit E est un K-espace vectoriel.
(Z(E),+,0) est un anneau non commutatif si dimE = 2

{ Exemple: Anneau nul }

Si A ={0} alors (A, +, x) est un anneau appelé anneau nul.

Théoréeme 1: Reégles de calcul dans un anneau

Soit (A, +, x) un anneau d’élément neutre 0 et d’'unité 1. Alors

1. Pourtoutx€A: xx0=0xx=0

2. Pour toutx,yeA: (—x)xy=xx(-y)=—(xxy)

Preuve:
1. Soit x un élément quelconque de A.
Ona:x=xx1=xx0+1)=(xx0)+(xx1)=(xx0)+x, dot :x—x=(xx0)+x—xet 0=(xx0)+0=(xx0)
Onaaussi:x=1xx=0+1D)xx=0xx)+(1xx)=0xx)+x, dot:x—x=0xx)+x—xet0=(0xx)+0=(0xx)
2. Soient x et y deux éléments quelconques de A.
Ona:(xxy)+(—x)xy)=x+(-x)xy=0xy=0. Dotr : (—x)x y=—(x x y)
Et :(xxy)+@x(=y)=xx(y+(=y)=xx0=0. Dotx : x x(—y) = —(x x y)

Il vient : (—x)x(=y)=—(x x (=y))==(=(x xy))=xxy




I.1 Anneaux

H

Théoréeme 2: Deux formules importantes

Soit (A,+, x) un anneau et a,b deux éléments de A tels que ab = ba. Alors
1. Formule du binéome de Newton : Pour tout n € N
n

(@+b)" =) Chakp"*
k=0

2. Formule de factorisation : Pour tout n € N

an+1 _ bn+1 — (a _ b) i akbn—k
k=0

Preuve:

1. Par récurrence sur n

2. Somme télescopique

Définition 2

Soit (A,+,x) un anneau et x € A. On dit que x est inversible s’il posséde un symétrique pour la loi x,
c’est-a-dire si
dyeA: yxx=xxy=1

L'ensemble des inversibles dans A est noté U(A)

Propriété 1

Soit (A, +, x) un anneau, alors (U(A), x) est un groupe, appelé groupe des unités de A.

Preuve:

Soit a et b des éléments inversibles de A, d’inverses alet bfl, alors a x b est inversible d’inverse b~1 x a™1. Donc U(A) est
stable pour la multiplication.

Lassociativité de la multiplication est garantie par les propriétés de anneau et Uexistence d’un élément neutre par le fait
que 14 € U(A)

| Exemple I
| N |

1. U(@2)=1{-1;1};
2. UK[X]D =K*.
3. Soit n e N*. Le groupe U(M,, (K)) = GL, (K)

| Exemple I
| U |

Soit x un élément nilpotent d’'un anneau A. Montrer que 14 —x est inversible.

Soit n € N tel que x"” = 0. L'idée est d’utiliser I'identité remarquable (toujours valable dans un anneau)

p-1
VpeN*, 1g-xP=(14—x)x Zxk
k=0

Si on 'applique pour p = n, alors on obtient
n-1
14=(14 —x)x Z x*
k=0
n-1

ce qui implique que 14 —x est inversible d’inverse Z «*.
k=0




1.2 Anneau produit “

W]  Anneau produit

Propriété 2: Produit fini d’anneaux

Soit (A1,+1,%1), -+ ,(Ap,+n, %) des anneaux et A = A1 x---x Ay.
On définit des lois + et x sur A en posant

(X1, %)+ (Y1, 7, ¥n) = (X1 +1 Y1, , X +n Yn)

et
(xlf"7xn)x(y1,"',yn):=(x1xlyly"',xn Xnyn)

L'ensemble A muni des lois + et x définies ci-dessus est un anneau de neutres
04 = (OAp"' ,OA,,) etly = (1A1,... ’lAn)

De plus, la loi x est commutative si, et seulement si, les lois x1,- -+, x, sont commutatives

Corollaire 1

n
Si A est 'anneau produit l_[ A;, alors
i=1

UA)=UA) x---xU(A,)

Exemple: Danneau produit 72

(Z2,+, x) est un anneau commutatif. On a

U(Z%) = {1, 1),(1,-1),(~1,1),(~1,-1)}

Sous-anneaux
Définition 3

Soit (A, +, x) un anneau et B une partie de A. On dit que B est un sous-anneau de (A, +, x) si, et seulement,
si

1. B est un sous-groupe de (A, +)
2. B est stable pour la multiplication de A
3. 14€B

Propriété 3: Condition nécessaire et suffisante du sous-anneau

Soit (A, +, x) un anneau et B une partie de A. Pour que B soit un sous-anneau de A , il faut et il suffit que :
1. 14€B
2. V(x,y)eB?,x—yeB
3. V(x,y)eB% xxyeB

Propriété 4

Un sous-anneau d’'un anneau est un anneau




I.4 Morphisme d’anneaux

H

IRY Morphisme d’anneaux

Définition 4

Soient A,A’ deux anneaux d’unités respectives 14 et 14/ et soit f : A — A’ une application. On dit que f est
un morphisme d’anneaux si et seulement si :

1 fa)=1y4;

fle+y)=fx)+f(y)

2.V A?:
P { Fy)=f@f (7)

Remarque :
Un morphisme d’anneaux est un morphisme de groupes

Vocabulaire :

» un endomorphisme d’anneaux A est un morphisme de A dans A.

» un isomorphisme d’anneaux est un morphisme d’anneaux bijectif.

» un automorphisme d’'un anneaux A est un endomorphisme d’anneaux A bijectif.

» Deux anneaux sont dits isomorphes s’il existe un isomorphisme de I'un vers 'autre

Soit f : A — A’ un morphisme d’anneaux. Alors
1. f(0)=0
2. YVaeA, f(-a)=-f(a)
3. VaeA,VneZ, f(na)=nf(a)
4. YaeA,¥neN, f(@)=Ff@)"
5. YaeU(A),ona f(@eU(A) et f@)1=F(a"!)
Preuve:

Les assertions 1, 2 et 3 sont vérifiées car f est un morphisme de groupes additifs.
4. Par récurrence sur n e N;
5. Soit a e U(A), alors
f(a) x f(a_l) :f(a xa_l) =f(1a)=1a
et
Fla)xf@=14

Donc, par unicité de Uinverse, f (a) est inversible dans A’ d’inverse f [a_l)

Propriété 6

1. La composée de deux morphismes d’anneaux et un morphisme d’anneaux.

2. L'application réciproque d’un isomorphisme d’anneaux est un isomorphisme d’anneaux

Définition 5

Soit f : A — A’ un morphisme d’anneaux.
On appelle image et noyau du morphisme f les ensembles

Im(f)=f(A) et Ker(f)=f1({0a})

Remarque :

Ce sont en fait les images et noyaux de f en tant que morphisme de groupes additifs.

Propriété 7

f:A — A’ un morphisme d’anneaux. Alors

1. f est injective si, et seulement si, Kerf ={04}.




1.5 Anneau intégre. Corps n

2. f est surjective si, et seulement si, Imf = A’.

Preuve:
Car f est en particulier un morphisme de groupes additifs.

Propriété 8

1. L'image d’un sous-anneau par un morphisme d’anneaux est un sous-anneau.

2. Limage réciproque d’'un sous-anneau par un morphisme d’anneaux est un sous-anneau.

IR Anneau integre. Corps

Définition 6: Anneau integre

Un anneau (A, +, x) est dit intégre quand il est commutatif, non nul et vérifie

Va,beA, ab=0=>(@=0 ou b=0)

Définition 7: Corps

Un ensemble K muni de deux lois + et x est appelé corps si :
1. (K,+, x) est un anneau commutatif non nul.

2. UK)=K* =K\ {0}.

Remarque :

» Dans un corps Ok # 1k ;
» Les reégles de calculs dans un corps sont les mémes que dans un anneau.

| Exemple I
| N |

Q,R,C sont des corps commutatifs.

Propriété 9

Tout corps est un anneau intégre

Preuve:

Soit (K,+, x) un corps, x,y € K avec x x y = 0.
1

Si x # 0, alors x est inversible donc x™ xx x y =0 = y = 0.

Définition 8: Sous-corps

Soient (K, +, x) un corps et L une partie de K. On dit que L est un sous-corps de K si et seulement si :
1. L est un sous-anneau de K

2. Vxel\{0},xLelL

Propriété 10: Condition nécessaire et suffisante du sous-anneau

Soit (K, +, x) un corps et L une partie de K. Pour que L soit un sous-corps de K , il faut et il suffit que :
1. 1k el
2. V(x,y)el?,x—yel
3. VeletyelL\{0}, xxy lel

Propriété 11

Un sous-corps d’un corps est un corps




Idéaux d'un anneau commutatif

H

n Idéaux d’un anneau commutatif

Dans cette section A désigne un anneau commutatif d’'unité 14

Idéaux

|F

Définition 9
Une partie I de A est dit idéal si :
1. I est un sous-groupe de (A,+);
2. Propriété d’absorption : V(a,b)e AxI, abel

I Exemple I
| N |

Les sous-ensembles {0} et A sont des idéaux de A, dits triviaux

Propriété 12: Idéal principal

Soit a € A. L'ensemble {ax , x € A} est un idéal de A, appelé I'idéal engendré par a et noté (a) ou aA.
Un tel idéal est dit principal

Preuve:
Soita€A.
» aAcCcA;
> aA#@car 0y =ax04 €ad;
» soit x,y € aA, alors il existe b,c € A tels que x =a x b et y=a x ¢, alors

x—y=ax(b-c)eaA
En outre pour d € A, alors par associativité et commutativité de la loi %, on a
dxx=dx(@xb)=ax(bxd)eaA
Remarque :

A est un idéal principal, car A =(1)

| Exemple I
| N |

1. Soitn € Z, alors (n) =nZ est un idéal de Z
2. Soit P € K[X], alors (P) = PK[X] est un idéal de K[X]

Propriété 13

Soit I et J deux idéaux de (A, +, x), alors
1. I+J:={x+y|xeletyed}estunidéal de(A,+,x).
2. Ind est un idéal de (A, +, x).

Preuve:
Facile a vérifier

Propriété: Caractéristique

Une partie I de A est un idéal de (A, +, x) si, et seulement si,

1. I#¢;
2. Y(u,v)eAZ; Y(a,b)eI?, au+bvel

Propriété 14

Soit I un idéal de A
1. Sil contient 14, alors I =A.




I1.2 Divisibilité “

2. SiI contient un élément inversible de A, alors I = A.

Preuve:

1. Pourtoutac€A,onaa=axly€l, parla propriété d’absorption.

2. Si I contient u inversible d’inverse u™1, il contient ulu = 1 par la premiére assertion, donc a =a.1€1,

Conséquence 1
Les idéaux d’un corps sont exactement ses idéaux triviaux

\.

Preuve:

Soit I un idéal non nul d’'un corps (K, +, x), alors I contient un élément de K \ {0} qui est inversible, donc I =K

Propriété 15

Soit (A, +, x) et (B, +, x) deux anneaux commutatifs et f : A — B un morphisme d’anneaux.
1. Ker(f) est un idéal de
(A, +,x)
2. SidJ est un idéal de B alors f’l(J) est un idéal de (A, +, x).
3. Iimage directe d’'un idéal de A est un idéal de (f(A), +, x).

Preuve:

1. Découle de 2, car Ker(f) = f_1 {ohH

2. Soit x,y € f1(J) et a € A. Comme J est non vide donc f~1(J) est également non vide. f est un morphisme d’anneaux,
done f(x—y)=f(x)—f(y). J étant un idéal, f(x)—f(y) e, doncx—ye€ f‘l(J). également, f(ax)=f(a)f(x), et J étant
un idéal, f(a)f(x) € J, donc ax € f_l(J).
3. Soit I un idéal de A.
» f(I)est un sous-groupe de f(A);
» Soita' € f(I)et x' € f(A), alors il existe a € I et x € A tels que a’ = f(a) et x' = f(x). Comme [ est un endomorphisme
d’anneaux

Attention

L'image directe d’'un idéal par un morphisme d’anneaux n’est pas forcément un idéal. En effet,

f:{z — R

n — n

a' %' = fa).f(x) = flax) € fU)

est un morphisme d’anneaux, Z est un idéal de Z mais Im(f) = Z n’est pas un idéal de R.

Conséquence 2
Tout morphisme de corps est injectif

. 7

Preuve:

Le noyau d’un morphisme de corps est un idéal non nul

I Divisibilité

On suppose dans cette section que A est integre.

Définition 10

Soit a,b € A. On dit que a divise b, ce que I'on note a | b, s’il existe c € A tel que b =ac.

Vocabulaire :

Lorsque a divise b, on dit que a est un diviseur de b et que b est un multiple de a.




I1.3 Idéauxde Z

Propriété 16

La relation de divisibilité | est réflexive et transitive.

Propriété 17

Soit a,b,c€ A.
1. Sic divise a et b, alors c divise I'expression au + bv pour tout u,v € A

2. a|lb<=bAcaA

Preuve:

Lidéal principal aA est 'ensemble des multiples de a. Supposons a | b.
Soit x € bA, on a blx, soit par transitivité a | x, par conséquent x € aA.
Réciproquement, bA c aA, entraine b € aA, soit a | b.

Propriété 18

Soita,b € A, alors
Je e U(A)

x|y
—= 1A =yA =
y=¢€x

ylx

On dit alors que x et y sont associés, ce que I'on note x ~ y

{ Exemple: Dans 7 }

Deux entiers a et b sont associés si et seulement si b =¢ea oueeU(Z)={-1,1}

{ Exemple: Dans K[X] }

Deux entiers P et @ sont associés si et seulement si @ = eP ot € € UK[X]) =K*

JIRE Idéaux de Z

Propriété 19

Soit I un idéal de Z, alors il existe un unique n € N tel que I =nZ

Preuve:
Un idéal de (Z,+, x) est un sous-groupe de (Z,+)

Propriété 20: ppcm et pged

Soita,beZ.

1. Il existe un unique § €N tel que aZ +bZ =67.
En outre § est I'unique entier naturel vérifiant :
» O divisea etb;
» Sid est un diviseur commun de a et b, alors d divise §.
0 est appelé le plus grand diviseur commun de a et b, noté pged(a,b) oua Ab.

2. Il existe un unique § €N tel que aZNbZ=mZ.
En outre m est I'unique entier naturel vérifiant :
» m est un multiple commun dea et b ;
» Si M est un multiple commun de a et b, alors m divise M.
m est appelé le plus petit multiple commun de a et b, noté ppcm(a,b) oua Vv b.

Preuve:

1. Soit d le générateur positif ou nul de l'idéal aZ + bZ. Les inclusions :
aZcdZ et bZcdZ

montrent que d est un diviseur commun de a et b. Comme d appartient a aZ +bZ, il existe un couple (u,v) € 72 tel
que : d =ua+bv.
Tout diviseur commun de a et b est alors un diviseur de d. Cet élément est donc le PGCD de a et b.




L'anneau Z/nZ

2. Soit m le générateur positif ou nul de lUidéal aZ NbZ. Un entier c est un multiple commun de a et b si, et seulement si,
cZcaZ et cZcbZ, cest-a-dire cZ caZnbZ; cela équivaut & m | c. Lentier naturel m est donc le PPCM de a et b.

m L’anneau Z/nZ

JIIBR Congruence dans Z

Soient n € N* et a,b € Z. On dit que a est congru a b modulo n si n|(b —a) ; cette relation entre a et b se

notea=b [n]
a=b [nle<—=3keZ, a-b=kn

Propriété 21

Soit n e N*. La relation .=. [n] est une relation d’équivalence compatible avec la somme et le produit
Preuve:
» La réflexivité et la symétrie de .=. [n] sont immédiates. Montrons seulement la transitivité. Trois entiers a,b,c € Z

étant donnés, supposons qu'on aita=b [nlet b=c [n]. Alorsn|(a—>b)etn|(b--c), donc par somme n |(a—c),
Cest-a-direa=c [n]
» Sia=b [nletc=d [n] alorsn|(a—b)etn|(c—d), doncparsommen|[(a+c)—(b+d)], cest-a-direa+c=b+d [n]
» Sia=b [nletc=d I[n], alorsn|(a—b)etn|(c—d), doncn|[(a—>b)c+b(c—d)], cest-a-dire n|(ac—bd), ou encore
ac=bd [n]

Définition 12

Z /nZ est 'ensemble des classes d’équivalence pour la congruence modulo n .

Notation :

On note x la classe d’équivalence de x dans VA /n 7 c’est-a-dire

x={yeZ|y=x [nl.

Propriété 22

1. Pour tout x € Z, il existe un uniquer €x tel que0<r<n

Z 071 .- n—
2- nZ—{O’]-’ s 1}
3. card(z/nZ =n
Preuve:

1. On effectue la division euclidienne de x par n : il existe un unique couple (q,r)e ZxNtel que x=qn+ret0<r<n,
doncr=x [nlerexetO<r<n.

2. Par lassertion précédente, r € X est unique. Donc, par transitivité, tous les éléments congrus a r modulo n le sont aussi

& x modulo n, ce qui nous ameéne & écrire que ¥ =x. Mais 7€{0,1,--- ,n — 1}, d’oit le résultat.
o 0,n-11 — 4 .
3. Lapplication vy : . 7 nZ est bijective

Remarque :

D’apres la compatibilité de la congruence modulo n avec la somme et le produit, on peut définir deux lois

internes dans £ /n 7 de la maniére suivante :

Vx,y€ Z/nZ’ x+y:=x+y et xxy:=xxy

<

cette définition est indépendante du choix des représentants, ce qui la rend pertinente.




II1.1 Congruence dans Z

Propriété 23

(Z/nZ’ +, x) est un anneau commutatif.

Preuve:
Découle directement du fait que Z soit un anneau commutatif:

Propriété 24: Les unités de £ /’ .7

Soitn22.Alors[U(Z/nZ)={E, x€[0,n—1] etxAn=1}

Preuve:
Soit x € [0,n — 1]}, alors

Juez xu=1

JueZ, xu=1 [n]

EEIU(Z nZ)

Ju,ve”Z, xu+vn=1

100

xAn=1

Remarque :

Les éléments de U ( VA /nZ) sont les générateurs de groupe additif ( z /n 7 +)

Propriété 25

Soit n e N*. Les assertions suivantes sont équivalentes :
1. n est premier,

; 7 /
2. I'anneau nZ est un corps,

, VA / N
3. I'anneau nZ est intégre

Preuve:

1. = 2.) Supposons que n est premier, alors tous les nombres de [1,n — 1]] sont premiers avec n, donc U ( Z/nZ) = Z/nz\{ﬁ},
et par suite, ( Z/nZ’ +, X) est un corps
2.=3.) Tout corps est un anneau intégre

3.=1.) Par contraposée. Si n n’est pas premier, alors n = pq avec p,q € [[2,n— 1] d’oi :

0=n=pq=pxq

Orp#0et g#0 donc Z/nZ n’est pas intégre.

{ Application 1: Théoréme de Wilson }

Soit p € N, p = 2. Montrons que p est premier si, et seulement si, (p —1)!+1=0[p]

=) Si p €{2,3} le résultat est immédiat. Si p = 5, p étant premier, (Z /p 2t x) est un corps :

x=xle=?=le=x-Dax+D)=0<xc{l,p-1}

Dans I'ensemble {2, ..., p — 2} chaque élément est I'inverse d’un autre élément du méme ensemble, donc
2x..x(p-2)=1.Dou12---p-2.p—1=-1,donc (p —1)! +1=0[mod p]
» Dans Z/ ,onal2...(n—1)=-1.Donc 1,2,...,(p — 1) sont inversibles dans 'anneau Z/ ,+,.] ie.
pZ pZ

1,2,...,(p — 1) sont premiers avec p. Donc p est premier.

Notation :

Lorsque p est premier, le corps z /p 7 %€ note [,




IIT1.2 Théoréme chinois

I Exemple I
| N |

Résoudre dans Z/lSZ Iéquation x? +x+7 =0.

2

On met le trinéme x2 +x + 7 sous forme canonique. On peut remarque pour cette question que 14 = 1. Ainsi,

x2+x+7=x2+ﬁx+7=(x+7)2—ﬁ

2

. P~ N = = -2 = .. 1 .
soit encore x2 +x+7 = 0 équivaut a (x +7)% = 3. On remarque alors que 4 = 3. Ainsi, I'équation est

équivalente a )
(x+7)?-4 =0 = (x+11)(x+3)=0.
Puisque VA / 137 est un corps, et donc en particulier est intégre, ceci est encore équivalent 4 x+11 =0 ou

x+3=0. Lensemble des solutions est donc {2,10}.

| Exemple I
| N |

Résoudre dans Z/12Z I'équation x? —4x +3 = 0.

On procede de la méme facon. L'équation est équivalente a
(x-22-1=0= (x-3)(x-1)=0.

Mais £ / n’est pas un corps. On écrit (x —2)%2 = 1 et on cherche les racines carrées de 1 dans £ / 197"
Pour cela on utilise le tableau :

t
12

ol ol
= ==
NN
= o
ol ol

3
-3

1 Do

(on a bien str (—¢)? = t2). Ainsi, 'équation est équivalente x —2 € {—5,—1,1,5}. Lensemble des solutions est
donc {-3,1,3,7}. Il y a en particulier plus de deux solutions & cette équation polynomiale de degré 2!

INIA Théoréme chinois

Théoreme 3: Chinois

Soit m,n € N* premiers entre eux, alors I'application

z .7/ .z
/8 { mnZ mZ n”z

est un isomorphisme d’anneaux.

Preuve:
Lapplication vy est bien définie car

[Xlmn =[ylmn = mnl(y—x)

{ml(y—x)
n|(y—-x)

{[x]m =[ylm
[x]n = [y]n

On vérifie aisément que cette application est un morphisme d’anneaux.

4 e . 7 [x]m = [0]m
Etudions le noyau de . Soit [x]mn € /ng’ on a ¥ ([xlmn) = ([01y,[01,), alors L], = [0] .Onaalorsn|xetm]|ux,
Xin = n

puis mn | x, puisque ppem(m,n) = 1. Ainsi [x];y;n = [0lmn ce qui permet d’affirmer Ker(y) = {[0l;,,). Le morphisme v est

injectif, et puisque les deux ensembles z /ng et £ /mZ x Z W7 sont de méme cardinal on peut affirmer que v est bijectif
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Propriété 26: Systeme de congruence

Soient m,n € N* premiers entre eux, alors

1. il existe une solution k1 € [0,mn — 1] au systéme de congruences :

oua,be?Z

k=a [n]
k=b [m]

2. un entier k € Z vérifie le systéme précédent si, et seulement si : k =k, [mn]

f’—1
Méthode: C J;

mment résoudre un systéme du type

avec pged(m,n)=1

x=a [m]
x=b [n]

Par ce qui précéde, ce systéme posséde une unique solution modulo mn. Pour la déterminer, on part de la
relation de Bézout mu + nv = 1, puis xg = mub + nva est alors solution du systéme initial.

| Exemple I
| N |

Résoudre dans Z les systémes suivants
x=3 [17]
x=4 [11]

11A17 =1, le systéeme admet une solution unique a 187 pres. On a aussi —3x11+2x 17 =1, donc x¢ =
—3x3x11+4x2x17=237 est une solution particuliére. Ainsi les autres solutions sont 37+ 187k avec k€ Z

IIIRY Indicateur d’Euler

Définition 13: Indicateur d’Euler

<p:{ '\: _ Eard([U(Z/nZ))

L'application

est appelée I'indicateur d’Euler

Propriété 27

Pour tout n e N*, on a : p(n)=Card({k €[[0,n—-1]], kAn=1})

Propriété 28

Soit p un nombre premier et k € N*, alors :

o(p")=@-Dp*!

Preuve:
Soit ne HO,pk - 1“ Alors n n’est pas inversible dans Z/ka si, et seulement si n /\pk # 1 si, et seulement, si p divise n.

Les multiples de p dans [[O,pk - 1” sont de la forme ap, avec a € [[O,pk_l - 1” Ily a donc pk_1 éléments non inversibles
dans cet anneau.

On obtient donc :
1

@(p*) = pF - p*~




II1.3 Indicateur d’Euler

Théoreme 4: d’Euler

Soit n un entier = 2 et a un entier premier avec n, alors

a?™ =1 [n]

Preuve:

a est premier avec n, alors a est inversible dans VA /nZ' D’apres le théoréme de Lagrange @ = 1, soit a®?™W =1 [n]

Conséquence 3 (Théoremes de Fermat)
Soit p un nombre premier. Alors

1. a? =1 [plpourtoutanp=1

2. a’ =a [p] pour tout € Z

Preuve:
z/ Y\ z z/ \
1. Le groupe multiplicatif ( /p Z) , formé des éléments non nuls de /p 7 est d’ordre p — 1. Tout élément a € ( /p Z)
vérifieaP1=1

2. Légalité aP = a [plest vraie lorsque a et premier avec p et est évidente lorsque p divise a

I Exemple |
| N

Trouvons le reste de la division euclidienne de a = 10(°) par7

D’aprés le théoréme de Fermat 106 =1 [7]. Il suffit alors d’étudier 9% modulo 6. En utilisant 9=3 [6], on
obtient 98 =3 [6]. Finalement : 100" =6 [7]

Conséquence 4
SimAn=1, alors

Zz z VA
L [U( ng) etlU( nZ) XIU( mZ)
2. p(mn) = @(m)p(n), c’est-a-dire ¢ est multiplicative

. v

Preuve:

sont isomorphes

Supposons que n et m soient premiers entre eux. Lisomorphisme du lemme chinois montre que VA /ng et Z mZ x L nZ
ont méme nombre d’éléments inversibles. De plus, un couple (7,3) € Z/mZ X Z/nZ est inversible si, et seulement si, T et s le

sont respectivement dans VA / et Z / . On obtient donc :
mZ n”z

@(mn) = p(m)p(n)

Conséquence 5

-
Soit n = H pfi est la décomposition en facteurs premiers de 'entier n. Alors

i=1
D (ki ki- . 1
o =[] (pf i) =n]T(1-—
i=1 =1 Pi
I Exemple |
| N |
Calculons ¢(78)

[ Exemple: Cryptage RSA }

Soit n € N* sans facteur carré et d,e € N* tels quede =1 [¢(n)]. Alors les applications x — x% et x — x°

sont deux permutations de VA /nZ réciproques.




Arithmétique de K[X] 1
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Arithmétique de K[X]

Dans ce paragraphe et le suivant, K est un sous-corps de C.

Rappel :

Soit A € K[X], B € K[X]\{0}, alors il existe un et un seul couple (®,R) € K[X 12 appelé division euclidienne
de A par B dans K[X] tel que :

1. A=BQ+R
2. degR <degB

@ est le quotient et R le reste de cette division euclidienne.

INVAR Idéaux de K[X]

Définition 14

Un polynéme est dit normalisé s’il est nul ou s’il est unitaire

Propriété 29

Tout polynéme est associé a un unique polynéme normalisé.

Propriété 30

Tout idéal I de K[X] peut s’écrire de fagon unique sous la forme : PK[X] avec P € K[X] normalisé. Le
polynéme P s’appelle le générateur normalisé de I.

Preuve:

» Existence :
o Si I est réduit a {0}, il s’écrit OK[X].
o Sinon, considérons P € I\{0} de degré minimal. Quitte & le multiplier par une constante non nulle, on peut supposer
que P est unitaire. On a évidemment PK[X]c I.
Inversement. Soit S € I, on effectue la division euclidienne de S par P il existe @,R € K[X] tel que

S=PQ+R, degR <degP

Le polynome R, égal a S — PQ, appartient a I. Son degré étant strictement inférieur @ degP, minimum des degrés
des polynémes non nuls de I, R est nul et S = PQ. Finalement I = PK[X].
» Unicité : Deux polynoémes P et  vérifiant I = PK[X]=QKI[X] sont associés et, par la proposition précédente, égaux

s’ils sont normalisés.

Propriété 31

Soit P,Q € K[X]
» PK[X]+Q.K[X]=pgedP,Q).K[X];
» PKIXINQ.K[X]=ppem(P,Q).K[X].

Preuve:
» Soit D le générateur unitaire de l'idéal PK[X ]+ QK[X]. Les inclusions :

PK[X]1cDK[X] et QK[X]cDK[X]

montrent que D est un diviseur commun de P et Q. Comme D appartient @ PK[X] c DK[X], il existe un couple
(U,V)eKIX]? tel que : D=UP +VQ.
Tout diviseur commun de P et Q est alors un diviseur de D. Cet élément est donc le PGCD de P et @ que (P,Q) soit
égal a (0,0) ou non.

» Soit M le générateur unitaire de l'idéal PK[X]1n QKI[X]. Un polynéme C est un multiple commun de P et Q si, et
seulement si, CK[X]c PK[X] et CK[X]c QK[X], cest-a-dire CK[X]c PKIX]INQKI[X]; cela équivaut @ M | C. Lentier
naturel M est donc le PPCM de (P,®) que ce couple soit égal a (0,0) ou non.
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Propriété 32

Soit Py, -+, P, e K[X]
n

> ) PKIX]=pged(Py, -, P,)KIX];
i=1

DL

» [ |PiK[X]=ppem(Py,---,Pp)K[X].

i=1

‘
7

Corollaire 2

n
Soit Py, ,P, e K[X]. Alors il existe (Uy,---,U,) e K[X]" tel que Z U,P; =pged(Pq,---,Py)
i=1

,
.

Définition 15

Les polynémes P1,---,P, € K[X] sont dits premiers entre eux dans leur ensemble, si

ngd(Ply'” 7Pn): 1

J

Corollaire 3 (Théoréeme de Bezout)
Les polynomes P1,---,P, € K[X] sont dits premiers entre eux dans leur ensemble, si et seulement si

n
EI(UI,"‘,Un)e[K[X]n, ZUlPlzl
i=1

Us,---,U, sont appelés les coefficients de Bezout

.

‘
J

Corollaire 4 (Théoréme de Bezout)
Les polynémes P,Q € K[X] sont dits premiers entre eux si, et seulement si,

AU,V)eKIX]?, UP+VQ=1

.

‘
J

Corollaire 5 (Lemme de Gauss)
Soient P,Q,R € K[X].

= P|R.

P|QR
PAQ=1

r
.

Preuve:

Soit S € K[X] tel que QR = SP, et soit (U,V)e [K[X]2 tel que PU +QV = 1. Multipliant les deux membres de cette égalité
par R, on obtient R = RPU + RQV, puis remplacant QR par SP, il vient

R=RPU+SPV =PRU+8V)

RU +SV e K[X], donc P|R

IAY4  Polynomes irréductibles

Définition 16

Soit P € K[X] un polynéme non constant.

1. On dit que P est irréductible dans K[X] si, et seulement si, ses seuls diviseurs sont les constantes et
les polynémes qui lui sont associés.

2. P est dit composé ou réductible s’il n’est pas irréductible (dans K[X]).

Propriété 33

1. Les polynémes irréductibles de C[X] sont exactement les polynémes de degré 1 ;

2. Les polynémes irréductibles de R[X] sont : les polynémes de degré 1, et les polynémes de degré 2 de
discriminant <0 (i.e. sans racines réelles).




IV.2 Polynémes irréductibles 1

'

Preuve:

1. Soit P un polynéme irréductible de C[X . Par le théoréme de d’Alembert-Gauss, P posséde au moins une racine a donc
X — a divise P. Puisque P est irréductible et X — a est non constant, alors P et X — a sont associés.

2. o On sait déja que les polynémes de degré 1 sont irréductibles.
o Considérons maintenant un polynéme P de degré 2 sans racines réelles et soit D un diviseur de P. On a degD =2

et D #0.

» SidegD =0 ou 2 alors D est un diviseur trivial de P.

» SidegD =1 alors D posséde une racine réelle qui sera racine de P. C’est exclu.

Ainst P est irréductible.

o Inversement : Soit P un polynéme irréductible dans R[X]. P est non constant donc P posséde une racine complexe

a.

» SiaeRalors X —a|P et donc P est associé @ X —a puis c’est un polynéme de degré 1.

» SiaeC\Ralors a,a sont racines distinctes de P puis A = (X —a)(X —a) divise P dans le cadre des polynémes
complexes. Ainsi il existe Be C[X]tel que P = AB. Or PeR[X]et A = X2 - 2R(a)X + a2 € R[X]donc P=A.B
donne P = A.B. On en déduit B =B d’ot B € RIX]. Ainsi A divise P dans le cadre des polynémes réels. Or P est
irréductible, il est donc associé a A et apparait comme étant un polynéme de degré 2 sans racines réelles.

Théoréeme 5

Soit A e K[X] et P et @ deux polynémes irréductibles de K[X]. Alors
1. PIAouAAP=1

2. P et @ sont associésouPANQ =1

Théoréme 6: Lemme d’Euclide

Soit A,B € K[X]. et P un polynéme irréductible de K[X]. Alors

PIAB=P|A ouP|B

Corollaire 6
Soient Aq,---,A;, sont des polynémes et P un polynéme irréductible. Alors

n
P|[]Ai=3iellnl, PIA;
k=1

Théoréeme 7

Soit A un polynéme non constant de K[X]. 31 € K*,3n € N*,3P,---,P, polynémes irréductibles de K[X]

unitaires et deux a deux distincts et daq,---,a, € N*. tels que :
n -
A=A l_[ P
k=1

De plus cette décomposition est unique a I'ordre preés des facteurs, on I'appelle décomposition primaire de
A.

Preuve:
On prouve d’abord Uexistence puis l'unicité a 'ordre des facteurs pres.
» Existence: Elle se fait par récurrence sur le degré de A.

» SidegA =1 alors P est irréductible. On pose k =1, a1 =1 et l'on prend pour P1 le polynéme unitaire associé a P .
Il est de degré 1 donc irréductible.

» Soit n € N*. Supposons maintenant que le théoréme de décomposition soit valable pour tout polynéme de degré
compris entre 1 et n. Soit A un polynéme de degré n+1 et Ag le polynéme unitaire associé a A. Le polynome est
unitaire et de degré n + 1. S’il est irréductible, alors A = 1A, ou A est le coefficient dominant de A, constitue une
décomposition de A en facteurs premiers. Sinon,il existe un polynéme unitaire A1 de degré compris entre 1 et n
tel que A1 | Ag. Soit By € K[X] tel que Ag = A1B1. B est aussi unitaire de degré compris entre 1 et n. D’aprés
Uhypothese de récurrence A1 et B1 admettent chacun une décomposition en facteurs premiers :

r ] 14 B:
A=T[P etB1=[]Q
i=1 i=1

r 4
=1 i=1

Donc

|

12




IV.2 Polynémes irréductibles

11 ne reste plus qu’a renuméroter les facteurs de la décomposition pour obtenir le résultat voulu.

» Unicité: Supposons que A admette deux décompositions en facteurs irréductibles :
L l @
p— [ — 13
A=A .HlPi =u .HlQi
1= 1=

Comme tous les facteurs irréductibles sont unitaires, A et 1 sont égaux au coefficient du terme dominant de A . Donc
A = . De ce fait, on a

r ) 4 )
rIsz: rIQ?L
i=1 i=1

Par ailleurs, P1 divise le produit de droite, on déduit que P1 divise au moins un des Qj : il existe ji tel que Q;, et
P1 ne soient pas premiers entre eux. Comme par ailleurs @ j; et P1 sont irréductibles et unitaires, cela signifie que
P1=Qj,. En vertu du caractére intégre de KIX], on peut donc simplifier par P1.

. . ) g
On itere ce procédé et en ay +---+ ay, étapes, on parvient a une expression du type 1= H QJ.J avec ﬁ;. =pj-aj;. Cela

j=1
permet de conclure que tous les f§; sont nuls. Donc les deux décompositions sont identiques a ordre prés des facteurs.

Conséquence 6
Tout polynéme non constant de C[X] est scindé sur C.

Preuve:
Sa décomposition en facteurs irréductibles est une décomposition en produit de facteurs du premier degré.

Remarque :

Ce résultat est faux dans R[X], exemple du polynéme X2 + 1 a Pappui.

Conséquence 7
Tout polynéme P non constant de R[X] posséde une unique décomposition, a I'ordre pres, de la forme :

r S
P=AT[(X-2)% x [[(X%+b,X +c;)Pi
i=1 j=1
dans laquelle :
» A est le coefficient dominant de P ;
» A1, --,A, estla suite des racines réelles distinctes de P et a1, - - , @, la suite des multiplicités associées

> les polynomes X2 +b;X +c; sont deux a deux distincts et irréductibles dans R[X] pour tout j € [1,s]].

I Exemple I

| N |
Factorisons dans R[X] le polynéme X° — 1
Les racines complexe de X° — 1 sont wg,w1, - ,wy avec wy = el

wo =1 est réel, wy = w1 et w3 = wg. Par suite
X°-1=(X - DX - 01)X —0D].[(X - 0)X —@3)]

ce qui donne

9
X5—1=(X—1)(X2—2cos?nX+l

4
X2—2cos§X+1).

| Exemple I

| N |
La décomposition de X* + 16 en produit de polynémes irréductibles dans C[X] est :

X*+16= (X -27F) (X 2% ) (X - 27 %) (x - 27

Pour la décomposition dans RIX1: X*+16 = (X% -2v2X +4) (X2 -2V2X +4)




Propriété 34

r r
Soient A,B € K[X]\{0}. A et B peuvent s’écrire A=a [[P{" et B=b HPfi avecr e N*, ay,---,a, €N,
i=1 i=1
B1,--,BreNet Py,---,P, sont irréductibles unitaires. Alors
1. AlorsA=Bea=betVie[l,r]l:a;=p;.

2. A |B siet seulement si Vi€ [[1,r]], a; < ;.

- in(a;,B;)
3. pged(A,B) = [[ PP
i=1

z max(a;,B;)
4. ppcm(A,B) = HPi .
1

13

Preuve:

b r L r .
2. < B:EHPLPL a’a'HP:.xl donc B=AC avec C e K[X].
i=1 i=1

r r
= SiB=AC avec CeK[X], alors B=a 1_[ P?i X c H PZ‘ xautres polynémes irréductibles unitaires. Par unicité de
i=1 i=1
lécriture en produit d’irréductibles, f; = a; +v; = a;.

r .
3. En effet, soient D=AABet A=]] proin(ai.fi)
i=1
» Il est clair que A| A et A|B donc A|D.

r
» Réciproquement, si P irréductible divise D, alors P divise A =a H P?i donc P divise l'un des P; donc D va s’écrire
i=1

-

D= H P?i avec 61, - ,6r € N*. Il n’y a pas d’autres irréductibles qui divisent D que P1,--- ,P,, D | A et D | B donc
i=1

6; <min(a;, ;) d’aprés la propriété précédente donc D | A.

Algebre

Définition 17: Algebre

Soit K un corps. On appelle K-algébre tout ensemble A muni de deux lois de composition interne +, x et
d’une loi de composition externe "." sur K x A a valeurs dans A, telles que

1. (A,+,.) est un K-espace vectoriel ;
2. (A, +,x) est un anneau ;
3. Vx,ye A, VaekK, a.lxxy)=(ax.x)xy=xx(a.y)

Une telle algébre se note (A, +, x,.).
Lorsque x est commutative, on parle d’algebre commutative.

| Exemple I
| N |

(C,+, x,.) est une K-algébre commutative, avec K sous-corps de C

M, (K),+, x,.) est une K-algébre

(ZF(X,K), +, x,.) est une K-algébre. En particulier (RY, +, x,.) est une R-algébre
(ZL(E),+,0,.) est une K-algebre, ou E est un K-espace vectoriel

K" est une K-algébre si I'on définit la multiplication par :

vyvyyvyyvyy

(xl"” ;xn) X(yly'” ’yn):(xlyl"” 5xnyn)




V.2 Sous-algebre

Sous-algebre
Définition 18: Sous-algebre

Soit (A, +, x,.) une K-algébre et B < A. On dit B est une sous-algébre de (A, +, x,.) si :
1. 14,€eB
2. Vx,yeB,Va,feK ax+pPyeB
3. Vx,yeB, xxyeB

Propriété 35

Une sous-algébre d’une K-algébre est une K-algébre

{ Exemple: Commutants d’une matrice }

Soit n =2 et A € M, (K) ot K désigne un sous-corps de C. Montrons que

Cp={MeM,(K), AM=MA}
muni de la somme, le produit et la multiplication par un scalaire usuels est [K-algébre.

» [,eCyu;
» Soit M,NeCy,a,fecK,ona

A(aM +pN)=aAM + AN = aMA + BNA = (aM + fN) A.

En outre
AMN =MAN =MNA.

Donc aM + BN et MN sont dans C 4. On en déduit que C4 est une sous-algebre de (M, (K),+, x,.)

V81 Morphisme d’algebres

Définition 19: Morphisme d’algebres

Soit (A,+,x,.) et (A',+, x,.) deux K-algébres. On dit f : A — A’ est un morphisme d’algébres si :
1. f(Qa)=1y
2. Vx,ye AVa,feK flax+By)=af(x)+pf(y)
3. Vx,yeA, flxxy)=[f@)xf(y)

Remarque :
Un morphisme d’algebres est a la fois une application linéaire et un morphisme d’anneaux
Vocabulaire :

1. Un isomorphisme d’algebres est un morphisme d’algebres bijectif.

2. Un automorphisme d’algebres est un endomorphisme d’algebres bijectif.

3. Deux K-algebres sont dites isomorphes si, et seulement si, il existe un isomorphisme de l'une vers
lautre.

I Exemple I
| N |

Soit E un K-espace de dimension finie n = 1 et 98 une base de E. Alors I'application

& £ Mat(f)

est un isomorphisme d’algébres
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> Mg?t(IdE)zln;
» Pour tous f,ge€ Z(E),a,feckK,ona:
I\/Iggtt(af +Bg) = aMat(f)+fMat(g) et Mat(fog)=Mat(f)x Mat(g)

\'%Y Idéal annulateur et polynome minimal

Dans ce qui suit A désigne une K-algebre ( non nécessairement commutative ) et a € A

Définition 20

n n
Pour tout polynéme P = Z aka € K[X], on pose P(a) = Z akak €A
k=0 k=0

Propriété 36

1. L'application
kX1 — A
@ P — P)

est un morphisme de [K-algébres , appelé morphisme d’évaluation en a.
2. Im ((pa) ={P(a) | P e KIX]} est une sous-algébre commutative de A contenant a notée K[a]

3. Kla] est la plus petite sous-algébre de A contenant a ; appelée la sous-algébre engendrée par a.

Preuve:

Comme image de lalgébre commutative K[X] par un morphisme d’algébres, Kla] est une sous-algébre commutative de A.
Elle contient évidemment a.

Toute sous-algebre B de A contenant a, contiendra les combinaisons linéaires des puissances de a, c’est-a-dire les éléments

P(a) lorsque P appartient a K[X].

Définition 21

On appelle sous-algébre monogéne de A toute sous-algébre de A de la forme Kla] avec a € A.

Définition 22

1. On appelle polynéme annulateur de a tout polynéme P € K[X] tel que P(a)=0.

2. On appelle idéal annulateur de a I'ensemble
I,:={PeK[X], P(a)=0}

3. Sil, #0, on appelle polynéme minimal de a le polynéme normalisé générateur I, et on le note m,

Remarque :

Si I, #1{0}, le polynéme minimal 7, de a est caractérisé par :
VP e K[X], P(a)=0<=n, | P

| Exemple I
| N |

Soit p un projecteur non trivial d’'un espace vectoriel E, c’est-a-dire que I'on considére un endomorphisme

p de E tel que
p’=p avec p#0etp#ldg

Alors le polynome minimal de p est X? - X

Propriété 37

Si A est de dimension finie, alors tout élément a € A admet un polynéme minimal
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Preuve:
(g nest pas injectif

Propriété 38: Structure d’une sous-algebre monogene

1. Sil, ={0}, alors la sous-algébre Kla] est de dimension infinie et ¢, réalise un isomorphisme d’algébres
de K[X] sur K[a].

2. Sil, #{0}. On note p le degré de n,. Alors la sous-algébre [K[a] est de dimension finie égale a p = degm,
et la famille : (1,a,--- ,a?~1) une base de K[a].

Preuve:

1. Sil, ={0}, lapplication ¢q est un morphisme d’algébres injectif de K[X ] vers A. Son image Kla] est donc de dimension
infinie. La deuxiéme affirmation est évidente.

2. La division euclidienne nous fournit la somme directe :
Klxl = mgKlxl @K, _1[x].

Lapplication linéaire pq de noyau ngK[X1 induit alors un isomorphisme d’espaces vectoriels de K, _1[X] sur Klal.
Cet espace est donc de dimension p et l'image (I,a,--- ,ap_l) de la base (1,X,~~ ,Xp_l) de Kp_1[X] est une base de
Klal
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