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ELEMENTS PROPRES

Définition: Eléments propres
Soit E un K-espace vectoriel etu € L (F).
e Soit A € K. On dit que ) est valeur propre de u s’il existe x € E \ {0} tel
que u(z) = Ax.
e Soitx € /. On dit que x est vecteur propre de u si x # 0 et s’il existe
A € K tel que u(z) = Ax.
e ['ensemble des valeurs propres d’'un endomorphisme est appelé le
spectre de u et noté Spg (u).
e Soit A € Sp(u). Ex(u) = Ker(u — A -1Idg) est un sous-espace vectoriel
de E distinct de {0g } appelé le sous-espace propre de u associé a A

Propriété: Caractérisation en dim finie
Si E est de dimension finien > 1, alors
A€ Sp(u) < (u— A-Idg) n’est pas injectit

(u — X\ -1dg) n’est pas surjectif

(w— X\ -1dg) n’est pas bijectif
rg(u—A-Idg) <n
det (u —A-Idg) =0

Définition: Eléments propres d’une matrice

Les éléments propres d’une matrice A sont ceux de I'endomorphisme canon-
Iquement associé

On écrit A a la place de u»

POLYNOME CARACTERISTIQUE

E est de dimension finie n > 1.
Définition
e On appelle polynbme caractéristique de A le polynéme xa
det (X1, — A).
e On appelle polynébme caractéristique de u le polynéme Y,
det (XIdE — u)

Propriété: Endomorphisme induit

Si F' est stable par u , alors X, | Xu-
k

k
9 F; tel que Vi € |1, k], F; est stable par u, alors y,, = H Xur,
i=1

1=

Définition: Ordre de multiplicité

La multiplicité d’une racine \ de x, est appelée I'ordre de multiplicité de ),
et ona: elle est noté m(\).

1 <dim Ey(u) <m ()
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POLYNOME MINIMAL

Définition: Polyndmes annulateurs et minimal

e Le noyau {P € K|X]|| P(u) =0} du morphisme d’évaluation P
P(u) est un idéal de K| X |. On I’appelle I'idéal annulateur de wu.

e On appelle polynéme annulateur de u tout élément de 1'idéal annula-
teur;

e On appelle polynéme minimal deu € L (E) I'unique polyndéme unitaire
qui engendre I'idéal des polynémes annulateurs.

Meéme définition pour les matrices

Propriété: Théoreme de décomposition des noyaux

S5i Py, ..., P sont k polynbmes deux a deux premiers entre eux, alors :

k ] k
(H Pi> (u)| = &P Ker (P; (u))

1=1

Ker

k k

Si P = H P; un polynéme annulateur de u, alors I/ = E
1=1 i=1

DIAGONALISATION

Définition
Soitu € L (F), soit A € M, (K).

e On dit queu € L(F) est diagonalisable s’il existe une base B de E telle
que Mp(u) est diagonale.

e On dit que A € M, (K) est diagonalisable si elle est semblable a une
matrice diagonale.

Propriété

Si A est diagonalisable et A = P~'AP, alors les valeurs propres sont les
éléments de la diagonale de A et la multiplicité de chacune est son nombre
d’occurence dans cette diagonale.

Propriété: Propriétés caractéristiques

Soit F un K-ev de dimension n etu € L (FE). Soit Sp (v) = {\1,--- , \x}. Les
atfirmations suivantes sont équivalentes.

1. u est diagonalisable.
. Y possede une base de vecteurs propres;
k
. E=EE\;

=1

k
. Zdim(EAi) = dim F;
i=1

. Xu €StscindéetVi € |1, k], dim Ey, = m;.
. m, est scindé a racines simples.
. u annule un polynéme scindé a racines simples.
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TRIGONALISATION
Soit F un K-ev de dimension finien > 1,u € L (F) et A € M, (K).
Définition
e v est dite trigonalisable s’il existe une base B de E pour laquelle Mp(u)
est triangulaire supérieure.

o A est dite trigonalisable si elle est semblable a une matrice I’ triangu-
laire supérieure.

Propriété: Propriétés caractéristiques

Les quatres atfirmations sont équivalentes :
1. u est trigonalisable.
2. X, estscindé.

3. u annule un polynéme scindé
4. m, estscindé.

Corollaire 1 Si K = C, alors tout u € L(F) est trigonalisable.
Toute A € M,,(C) est trigonalisable.

ENDOMORPHISMES NILPOTENTS
Soitu € L(FE)et A e M, (K),avec dim F¥ = n.
Définition

Un endomorphismeu € L (F) est dit nilpotent s’il existe p € N tel que u” = 0.

Ce vocabulaire se transpose aux matrices

Propriété: Propriété caractéristique
e u est nilpotent <= u est trigonalisable avec Sp(u) = {0}

o A est nilpotente <= elle est semblable 4 une matrice triangulaire
supérieure stricte

DECOMPOSITION SPECTRALE

Propriété: Décomposition spéctrale

Si u est diagonalisable ot1 E est de dim finie, avec Sp(u) = {\;,7 € [1,k]}.

Pour v € [1,k], on pose p; la projection de E sur E), (u) ( de direction
k

E Ey, (u)). Alors
1

J.— o
J71

k
U = Z AiDi
=1
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REDUCTION D’UNE MATRICE D’ORDRE 3

Notons B = (eq, e, e3) la base canonique de M3 ; (K) et soit A € M3 (K) de polynome caractéristique scindé

Xa=X—a)(X - p)(X —9)?

—— A admet trois valeurs propres distinctes o, Bety —— —— —— A admet une valeur propre simple a et une valeur propre double S —

< A admet une valeur propre triblea >

o A est diagonalisable;

e Les sous-espaces propres sont
des droites vectorielles;

On cherche trois vecteurs C7, (5 et (s
tels que

e F,(A)= Vect(Cy);
o [3(A) = Vect(Cy);
o £ (A) = Vect(Cs);

C = (C1,05,C3) est une base de
M3 1 (K) et soit P = P§. Alors

|

a 0
P tAP=10 5
0 0

2 O O

dim Eg(A) =T >

o An’estpas diagonalisable;

On cherche trois vecteurs C1, C5
et C5 tels que

e F,(A) = Vect(Cy);
® EB(A) - VECt(CQ)}
® ACg — 503 + CQ,‘

C = (C4,C5,C3) est une base de
M3 1 (K) et soit P = Pg. Alors

|

a 0
PtAP=10 8
0 0

o~ O

dim Eg(A) =2

o A est diagonalisable;

On cherche trois vecteurs Cy, C5
et Cs tels que

o F.(A) = Vect(C);
® EQ(A) = Vect(C’g, Cg),‘

C = (Cq,C5, C3) est une base de
M3 1 (K) et soit P = P§. Alors

|

a 0
PtAP=10 8
0 0

oD O O

Cdim Eo(4) =T

e An’est pas diagonalisable;

On cherche trois vecteurs C1, C5
et U5 tels que

o Cg g KQI‘(A — C\f[g)z
o CQ — (A — &[3)03,
O Cl - (A — ()413)203,'

C = (C4,C5,C3) est une base de
M3 1 (K) et soit P = Pg. Alors

a 1 0
PlAP=10 a 1
0 0 «

dim F,(A) @

e An’est pas diagonalisable;

On cherche trois vecteurs C1, C5
et C5 tels que

O Im(A — 04[3) — Vect (02);
o (A — 0413)03 — C2;
o F.(A) = Vect(Cq,(Cs);

C = (C4,C5,C3) est une base de
M3 1 (K) et soit P = Pg. Alors

a 0 0
PlAP=[0 o 1
0 0 «

dim B, (A) =3 >
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