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Dérivabilité

Dans tout le chapitre les espaces vectoriels E, F', G ... sont normés et de dimensions finies sur K et parfois ils

sont euclidiens.
I,J désignent des intervalles de R d’intérieurs non vide.
Soit f:I —E, % =(e1, - ,ep) une base de E et (fi)1<i<p les applications coordonnées de f dans la base 9 :

p
viel, f)=) fi)e;
i=1

- Dérivabilité

Dérivabilité

Soit f:I — E.

1. Soita € I. On dit que f admet une dérivée en a si lim M existe.

x—a  x—a
d
Dans ce cas cette limite est notée f'(a) ou d—f(a).
x
2. On dit f est dérivable sur I si f est dérivable en tout point de I et la fonction de I vers E qui a x associe

d
f'(x) est appelée dérivée de f sur I, on la note f’ ou bien d—f ou encore D f
X

Notation :
9(1,E) désigne I'ensembles des fonctions dérivables sur I a valeurs dans E
Remarque :

fla+h)-f(a)
h

1. Sous réserve d’existence, on remarque que f'(a) = }llinr(l)

2. f est dérivable en a si, et seulement, s’il existe ¢ € E tel que
fla+h)=f(a)+h-¢+o(h)

3. Si x+—— f(x) est le paramétrage d’un mobile, alors f'(a) est le vecteur vitesse en x = 0. Lorsque f'(a) # 0,
la droite f(a)+ Vect(f'(a)) est appelée la tangente a la trajectoire en x = a

Propriété 1

Soit f:I —E
1. Soita€l. Sif est dérivable au point a, alors f est continue au point a

2. Si f est dérivable sur I, alors f est continue sur I

Remarque :

La réciproque est bien entendue fausse

Définition 2
Soit f : I — E et a un point intérieur a I.

1. On dit que f est dérivable a droite en a si lim w existe. Au quel cas cette limite se note [ é(a)
a

x—at X —

x)—f(a
2. On dit que [ est dérivable a gauch en a si lim M existe. Au quel cas cette limite se note fé',(a)
x—a x—a

Propriété 2

Soit f:I—~E etacli.

f est dérivable en a si et seulement si f est dérivable a gauche et a droite en a et fé(a) = fé(a)

Sous ces hypothéses, on a f'(a) = f(a) = fz(a)




1.2 Propriétés de la dérivée

Propriété 3: Caractérisation a 'aide d’une base

Soit f :I — E de fonctions coordonnées f1,--,fp dans une base f=(e1, - ,e,) de E. Alors

1. f est dérivable en a < Vi € [[1,p]l, fi est dérivable en a.
p
Augquel cas f'(a) = )_ fl(a)e;
i=1
2. f est dérivable sur I < Vi€ [1,pll, f; est dérivable en a.

P
Augquel cas f'=)_ fle;
i=1

Preuve:
Pour h#0telquea+hel, ona:

iS]
=

—(f(a+h) flan=3 E (fila+h)-Ffi(a)) .e;
i=1

1
Donc h — E(f(a-rh)—f(a)) admet une limite ¢ en 0 si, et seulement, si pour tout i € [1,pll, la fonction h —

1 p
7 (fi@+R)— f;(@)) admet une limite ¢; en 0, et dans ce cas ¢ = Z lie;
i=1

I Exemple |
| N |

Si E =C et K =R. Les propriétés suivantes sont équivalentes :
1. f est dérivable
2. Re(f) et Im(f) sont dérivables
3. f est dérivable

Dans ce cas f et f'=Re(f) +ilm(f)

| Exemple I
| N |

A= (a ,J) 1<i<n 1 I — My p (K) est dérivable sur I si, et seulement si, les fonctions coefficients a; j : t — a; j(t)
1<j<p

Ie sont. On a alors

& @ a0

viel, A'(0=(d} (t))m
e

a, @) - ay,@)

|4 Propriétés de la dérivée

Propriété 4

Si f :I — E est continue et dérivable sur l'intérieur de I. Les assertions suivantes sont équivalentes
1. f est constante sur I

2. f' =0 sur l'intérieur de I

Preuve:
Le résultat est connu dans le cas réel E =R. On lapplique a Re(f) et Im(f) pour Uétendre aux fonctions complexes puis aux

fonctions composantes dans le cas général

Propriété 5

Soit f,g € D(I,E) et a € 2(I,K). Alors
1. L'application f +g€ 2(I,LE) et (f+g) =f'+g'

2. L'application af € 2(1,E) et (af) =a'f +af’.
En particulier, a est constante, on a (af) = af’

3. Si a ne s’annule pas sur I, alors I'application i €Y(,E) et
a

(&) -

a a?




1.2 Propriétés de la dérivée “

Preuve:
Fonctions composantes

Remarque :

1. 2(I,E) est un [K-espace vectoriel.
2U,E) — ZU,E)
fooo—

2. Lapplication D : { est linéaire

Propriété 6: Linéarité et dérivation

Soit f €e 2(1,E) et L: E — F une application linéaire. Alors
Lof:I1— F estdérivable et
(Lof)=Lof’

Preuve:
Soit tgelettel\{tg}, ona

Lof(t)—Lof(to) :L(f(t)—f(to)

Lof'(t
t—to t—to )t—»to °f(to)

Attention

La formule (Lo f) = f'x L' o f n’a pas de sens car L’ n’en a pas.

| Exemple I
| N |
Soit A€ 2(I,M, (R)), alors g : t — Tr(A(t)) est de classe 2 (I,R) et

gW=Tr(A'®)

Propriété 7: Bilinéarité et dérivation

Soit E,F et G trois K-espaces vectoriels de dimensions finies, B : E x F — G une application bilinéaire,
fe€2U,E) et g€ D(I,F).

I — G
Alors I'application B(f,g): est dérivable et
PP 7o {xh~ B(f(x),g(x))

B(f,g) =B(f',)+B(f,g"

Preuve:
Soittgelettel\{tgl,ona:

B(f(®),g@)—B(f(to),g(to)) = B(f(@)—[(to),g)+B(f(¢0),8(¢)—g(to))

Donc

B(f®),g(t) - B(f(t0),g(t0))  _ B (f(t)—f(to)

g(t)—g(to))
t—to t—to

20)+B(feo), E5E

B est continue, forme bilinéaire en dimension finie, donc B(f,g) est dérivable et

B(f,g) =B(f',g)+B(f,g")

Propriété 8

Si E est euclidien et |.||2 étant la norme associée au produit scalaire, si f et g sont deux éléments de 2(I,E).
Alors

1. les applications < f|g > et ||f||§ sont dérivables et
<flg>'=<f'lg>+<flg' >
En particulier
(F13) =2<£1f >
2. Si f ne s’annule jamais sur I, alors | f || est dérivable sur I et

<f'Ilf >
£ 1l2

Iflly =




1.3 Dérivées successives et opérations

Si|flle=1, alors f Lf'

Corollaire 1
Si A est une K-algebre, alors 2(I,A) est une K-algébre. En particulier

Vf,g€e2U,A), fge2d,A)et(fg)=fg+fg

I Exemple |
| N |

Soit A : I — M,, (K) une fonction dérivable sur I.
La fonction t — det(A(¢)) est dérivable car

det(A®) = Y. €(0) [ ao)i@®
i=1

g€eS,

Corollaire 2 (Multilinéarité et dérivation)
Soit M : E1 x --- x E,, — F une application n-linéaire et f; € 2(1,E;).
Alors g:t— M (f1(2), -+ ,f(t)) est dérivable sur I et

g’:iM(fl,...,fi’,...,fn)

1

Propriété 9: Dérivation et composition

Soit f € D(J,E), p e D(1,J). Alors (f o) e D(I,E) et

(fop) =¢' x(f op)

Preuve:

n
On peut écrire f = Z fi. ej et utiliser fiop
i=1

I Dérivées successives et opérations

Définition 3
Soit f € #(I,E). On définit les dérivées successives de f, si elles existent, au moyen d’une récurrence
.« fO=f
e Soit k € N. Supposons avoir défini f*® sur I, si f*) est dérivable sur I, on pose f*+1 = (f(k)),

k

S d
La fonction f®, si elle existe, est appelée la dérivée k¢™¢ de la fonction f ; on la note parfois d_]’: ouD*f
X

{ Exemple: De base }

Soita € C

-1)"n!
est définie sur R\ {a}, dérivable a tout ordre et £ (x) = &
xX—a (x— a)n+1

2. fix—(x— a)* est définie sur R, dérivable a tout ordre et

1. La fonction f : x —

k!

: k—n .
f(n)(x) _ (k——n)V (x—a) sin<k
0 sinon

nmw nmw
cos™ : x —> cos (x + ?) et sin™ : x —> sin (x + ?)

| Exemple I
| N |

1
x2+1

Calculons les dérivées n¢™¢ de la fonction f : x —




1.3 Dérivées successives et opérations n

Définition 4: Fonctions de €”

SoitneN et f:I — E. On dit que
> f estde €™ surl sif estn-fois dérivable sur I et f est continue sur I
» [ estde € surl ou f est lisse sur I sif est k-fois dérivable sur I pour tout k € N

Notation :

» 2"(I,E) est I’ensemble des fonctions n-fois dérivable sur I
» €"(I,E) est 'ensemble des fonctions de classe € sur
» E*°(,E) est 'ensemble des fonctions de classe € sur I

Remarque :
1. €™ Y(I,E)c 9" (I,E)c€¢"U,E)

2. Sife€"U,E), avec n =1, alors VE € [[0,n]], [f® e€"*( E)
3. €°(,E)= N 2"(,E)= N €*(,E)
keN keN

Propriété 10: Caractérisation via les fonctions coordonnées

Soit f : I — E de fonctions coordonnées f1,:--,f, dans une base f = (el,--- ,ep) de E . Les propriétés
suivantes sont équivalentes

1. fe"(,E)
2. Vie[l,pl, f; €2™"U,K)
Si tel est le cas

D
FP =Y e

i=1
Mémes équivalences si on remplace 9" par €™ ou par €*°

Preuve:

1l se démontre immédiatement par récurrence.

Propriété 11: Somme et multiplication par un scalaire

SoitneN,AeCetf,gcD"(I,E). Alors Af + g€ 2"(],E) et

Af +g)(n) — /lf(n) +g(n)

Preuve:
Par récurrence sur n

Corollaire 3
Soit neNU{oo}, LeK et f,g€e €"([,E) . Alors Af + g€ €"(,E)

\.

Propriété 12

Soit feP"(I,E)etLe £ (E,F). AlorsLofe2"(I,F) et

(LOf)(n) =L0f(n)

Preuve:
Par récurrence sur n € N

Corollaire 4
Soit n eNU{oo}, fe 6" ([,E)et Le X(E,F). Alors Lof e 6" (I,F)




1.3 Dérivées successives et opérations

Propriété 13: Formule de Leibniz

Soit B : E x F — G une application bilinéaire, n €N, f € 2"(I,E) et g€ 2"(I,F). Alors B(f,g) € 2™(,G) et

n

B(f,g)™ = Z C;B(f(i),g(”_i)) (Formule de Leibniz)
i=0

Preuve:
Identique a celle déja faite dans le cas réel.

Corollaire 5
Soit B : E x F — G une application bilinéaire, n € NU {oo}, f € €"(I,E) et g € €"(I,F). Alors B(f,g) €
€"(I,Q)

Corollaire 6
Soit A€ 2"(I,K) et g€ 2"(I,E) ou n eN. Alors A\g e 2™(I,E) et

Ag) = i 7|y b
=0 \k

Corollaire 7
Soit A € €"(I,K) et g€ €™(I,E) ou n e NU {oo}. Alors Ag € 6*(I,E)

Propriété 14

(6*(I,E),+,) est un sous-espace vectoriel de (€(I,E), +,").

Propriété 15: Formule de Leibniz

Soit f,g € 2™"(I,A) et neN. Alors f x g€ 2™"(1,K) et

(f x g™ = i 7\ pn=h) @)
i=o\k

I Exemple I
| N |

Calculer la dérivée éniéme de la fonction f définie par f(x) = (x2 +x+1)e”™

Preuve:

2

Les deux fonctions g :x— x“+x+1et h:x— e * sont de classe €°°, on peut donc appliquer la formule de Leibniz & tout

n
ordre. Cette formule s’écrit [ (")(x) = Z Cﬁg(k)(x)h(n_k)(x).
k=0
On a donc, en utilisant h™(x) = (~1)"e™* (qui se prouve facilement par recurrence) et g(”)(x) =0 pour tout n=3

fPw = g P@h M@+ g wh" D@+ Chg" (wh" P )

= (=D [9c2+(1—2n)x+1—2n+n2 e ™

On vérifie avec n =0 et n =1 la relation reste valable.

Propriété 16: Dérivation et composition

Soit f e 2™"(1,E), p € 2" (J,I). Alors (f o) € 2™(J ,E)

Soit n e NU {oo}, si f € 6" (I,E), p € €"(J,I), alors (f op) € €"(J ,E)

Preuve:

Par récurrence sur n € N




Intégration sur un segment “

n Intégration sur un segment

Dans cette partie I est le segment [a,b] de R, a < b.
Soit f:I — E et (fi)lgisp les applications coordonnées de f dans une base & = (el,--- ,ep) de E

P
vtel, f@t)=)_ fi(t)e;
i-1

JIMR Intégrale d’'une fonction continue par morceaux

Définition 5: Fonction continue par morceaux

Une fonction f : I — E est dite continue par morceaux si, et seulement si, ses fonctions coordonnées dans

la base £ le sont.

Notation :

On note 6€pm (I,E) I'ensemble des fonctions continues par morceaux sur I, a valeurs dans E.

Définition 6

Soit f € €pm (I, E).
Pour tout a,b € I, on appelle intégrale de f de a a b le vecteur

fab Ot :Zé(fab fi(t)dt)eL

b
S’il n’y a pas de confusion I'intégrale se note f f ou f lorsquea<b
a [a,b]

Propriété 17

La valeur de I'intégrale ici définie ne dépend pas du choix de la base 98 de E.

Preuve:

Soit 98 = (&1, ,ép) une base de E et soit P = (p; ;) la matrice de passage de B & la base %. On a

1<i,j<p

P
Vjiell,pl, éj=) pijei
=

P D
Onécrit f=) f;.e;= Y f;é;, alors pourtout tel,ona
= i-1

f1®) f1@®
=P
0] fo®

Donc

pz Jf fj(t)dt €;

'Mﬁ

~
Il
—
~.
II

P b
Zf fimdee; =
=1Ja

(Z p,]fj(t)) dt.e;

~.
I

1l
NNl
h

fi(t)dt.e;

-
11

I
g
| o

Convention :

Si fbaf(t)dt = —fab F(H)dt et /aa f@)de=0




II.2 Sommes de Riemann “
Propriété 18

Soit f,g € Gpm(I,E),a,bel et A€k, alors :

b b b
1. Linéarité :[ (/1f+g):7lf f+/ g
a a a

b c b
2. Relation de Chasles : Pour tout c € I, alors [ = f f+ f f
a a c

Preuve:

1. Via les fonctions coordonnées dans une base de E.

2. Via les fonctions coordonnées dans une base de E.

Sommes de Riemann

Propriété 19

Soit f € 6pm ([a,b],E), 0 = (x;)}_, une subdivision de [a,b]. p(0) = max(x;+1 —x;) est appelé le pas de o et
ci €lxj,x;+1]. Alors

n-1 b
y (xk+1—xk)f<ck)—f f

k=0 p(a)—>0

Preuve:
Par passage des fonctions coordonnées

Propriété 20

Soit f € €pm(I,E) et a,b el alors

b

—aqnl b-a b
k —
a7

n

Preuve:
Via les fonctions coordonnées dans une base de E.

Remarque :
On a aussi b
b_ n
5 f(a+k—) — [ r
n r=1 n—+oo a
| Exemple I
| N |
2, 1l
lim Z —— =1n2
n—co /= k+n
| Exemple I
| N |
@) dn
n! e
Soit n € N*
ol (2n)! n
—‘ = v H(n+k)
n k=1
n k
= {/n" H (1+ —)
k=1 n
1 & k
= — ) In|1+—
nexp nkgl n( n)




I1.3 Intégration et dérivation

Puisque x — In(x) est continue sur [1,2], alors :

12 k 2
lim —Z(1+—) = f In(t)d¢
n—»oonkzl n 1
= [(nt-1)¢)2
= 2In2-1

D’ou le résultat

Propriété 21

Soit f € 6pm(I,E), a, b deux éléments de I et L € £(E,F), alors

[ Lo

Preuve:
f est continue par morceaux sur [a,b], donc

2 (a+k—) n~+oof f

Or L est continue sur E, car elle est linéaire et E est de dimension finie donc

i

D’autre part L est linéaire, donc

Propriété 22: Inégalité triangulaire

Soit f € €pm([a,b],E) et Le L(E,F), alors

f[a,b] f

< f 11
[a,b]

Preuve:
D’une part

_qn-l _ b
b-a Zf(a+kb7a) n_+oof f@)de

et d’autre part

b n 1
“ Hf( +k—)H—»[ TOIK!
Or par inégalité triangulaire
n—1 _gn-1 —
o5 o[58 i
n ;1= n

On conclut par passage a la limite et par la continuité de la norme.

IIB] Intégration et dérivation

Définition 7
Soit f € €(,E).
On dit que I'application F : I — E est une primitive de f sur I si F est dérivable te et F' = f

Propriété 23

1. Toute primitive est de classe €*

2. Deux primitives d’'une méme fonction continue different d’'une constante




I1.3 Intégration et dérivation

Soit F et G deux primitives d’une fonction [ : I — E continue par morceaux. La fonction G — F est constante par morceaux,

Preuve:
et puisque G — F est continue alors G — F est constante sur I

Théoreme 1: Fondamental de ’analyse
Soit f : I — E une fonction continue sur I eta € 1.
1. L’application

X
F.x— f f@)dt
a
est I'unique primitive de f sur I qui s’annule en a.

2. Pour toute primitive G de f sur I

/x f@)dt =Gx)-G(a)

Preuve:

Via les fonctions coordonnées

Corollaire 8

Sif:I— E est declasse 6’(I,E)etacl, alorsF:x»—»f

a

X
F(#)dt est de classe €P1(I,E)

Corollaire 9

Pour toute fonction f de classe Cl sur I, et a € ]

f@)—-f(a) =f f'@dt

Corollaire 10

b
Si f €6 ([a,b],R) est de signe constant sur [a,b], alors f fAde=0=>f=0
a

\

Preuve:

X

F:x -—»f f(t)dt est de classe €1 surla,blet F' = f. Supposons que f =0; F est croissante sur [a,b] et F(a)= F(b). Donc
a

F=0.DouF'=f=0

Corollaire 11
Soit f € € (R,E) et T-périodique

1. f a une primitive T-périodique si, et seulement si, toutes ses primitives le sont ou encore si, et seule-

T

ment si,f f@de=0
0

2. Pour tout (a,b) € R2

b b+T a+T b+T
f f()dt = f f(Hdt et / f(H)dt = f f()dt
a a+T a b

Preuve:

Soit H(x) = f

X

fW)dt=F(x+T)-Fx)ou F :x— f f(t)dt est la primitive de [ s‘annulant en a. Tout comme F, H est
X a

de classe €1 sur R, et H'(x) = fx+T)—f(x)=0, donc H est constante.

x+T

T
1. F est T-périodique si, et seulement si, pour tout x € R, H(x) = H(0) = fo f =0. Si G est une primitive de f sur R,
G:x— Fx)+Cet F(x+T)-F(x)=G(x+T)-G(x).

2. H(a)=H(b) donne la deuxiéme égalité. La premiére sen déduit par la relation de Chasles.

Corollaire 12

Soit fe€(U,E),acl etuecP(J,R)telsqueu(S)cl.

u(x)

a

Alors G : x — f(t)dt est dérivable sur J et G'(x) = u'(x).f (u(x))

Preuve:

Avec les notations précédentes, G = F ou. Il suffit d’appliquer le théoréeme de dérivation des fonctions composées.




Calcul des intégrales

m Calcul des intégrales

IIIRA Intégration par parties

Propriété 24: Intégration par parties

Soit f:1 — E et g:1 — F deux fonctions continues de classe ¢ sur I et B:E x F — G. Alors pour tout
a,bel,ona:

b b
f B(F'(8),8®)dt = [B(F (1), g®)1] - f B(f(t),g'(t)dt.

Preuve:
B(f,g) est continue et continue par morceaux sur I, donc

b
f B(f,g)dt = [B(f(t), g(t)]2
a

et

b b b
f B(f,g)dt = f B(f'(t),g(#))dt + f B(f(t),g'(t)dt.
a a a

D’ou le résultat

Corollaire 13
Soit 1:I — K et f : I — E deux fonctions de classe ‘gl}m sur I et a,bel, alors :

b b
f A@).F(B)dt = MOFOL - f ADF @)t

\.

Preuve:
KxE:— E, (A,x)— Ax est bilinéaire

Propriété 25: Changement de variable

Soit ¢ de classe 61 sur I a valeurs dans J, f € 6(J,E) eta,bel. Alors :

@(b) b
f FHdt = f 9 OF (o) dt

¢o(a)

Preuve:
Soit F une primitive de f sur J. On a F o est de classe € sur I et Vx el : (Fogo)' =¢' xfop

(b)
f rwdr = meP?
p(a)

¢(a)
F(p(b)) - F(p(a))
Fop(b)-Fop(a)

b
| (Foy) war
a

b
f f (p®) ¢’ )dt
a

Corollaire 14
Soit ¢ de classe €1 et strictement monotone sur I a valeurs dans J, f € 6(J,E) et a, € J. Alors :

_1(

B (P ,
f Fo)de = f PO (o) dt
a o Ya)




II1.2 Changement de variable

| Exemple I
| N |

Soit f :[a,b] — R continue telle que, pour tout x € [a,b], on a f(a +b —x) = f(x). Montrer que

b b
f xf(x)dx:“;bf A

. T xsinx
En déduire la valeur de I =f ———dx.
0o l+cos“x

La fonction x — (a + b — x) est une bijection continue strictement décroissante de [a,b] sur lui-méme,
envoyant a en b et b en a. Effectuant le changement de variables u = a + b —x, on trouve donc

b a
f xf(x)dx = —f (a+b—-u)f(a+b—-u)du
a b

b
f (a+b—-u)f(w)du

b b
(a+b)f f(x)dx—f xf (x)dx.

Ceci donne le résultat demandé.
Pour l'application, posons ¢ =0, b =7 et f(x) =
précédent, on a

sinx
1+cos?x”

T (" sinx
or [,
2Jo 1+4cos2x

On calcule cette intégrale en effectuant le changement de variables u = cosx. En effet, la fonction x — cosx
réalise une bijection de l'intervalle [0, 7] sur I'intervalle [-1,1]. De du = —sinxdx, on déduit

I = zf “
2J1 1+u?

B nfl du
T2 41+u?

- g (arctan(1) — arctan(-1))
7

Alors f(w —x) = f(x) et donc, d’apres le résultat

2

T

I Exemple I

 —xempe |
1
) Trsmm

(SE]

Calculons I =

2t 2d¢
,dx =
1+1¢2 1+1¢

7
On pose ¢ =tan 3, sin(x) = 5- Lorsque x =0 alors ¢ = 0 et lorsque x = BL alors ¢ = 1. Donc

A

2 1
R (T
o 1+sin(x)

fl 1 2d¢
0 1+-2L 1+¢2

1+22

L |
= 2 —dt=1
fo 1+1)?2

Corollaire 15 1. Soit f € C(I) ou I est un intervalle symétrique par rapport a 0
a

» Si f est impaire, alorsf f@)de=0
a

a a
» Si f est paire, alors f@)dt = 2[ f@)dt
-a 0

2. Soit f € C(I), périodique de période T. Alors pour toutae€l,ona:

‘[aa-%Tf _ LTf




Applications

Applications
Théorémes de Rolle

Propriété 26: Théoreme de Rolle

Soit f :[a,b] — R une fonction continue sur [a,b] et dérivable sur Ja, bl telle que f(a) = f(b). Alors il existe
c €la,bl tel que f'(c)=0

Preuve:
La fonction f est continue sur [a,bl, U'image du segment [a,b] par [ est un segment [m,M]

» Si f(a)=f(b)#M, alors il existe c €la, b tel que f(c) = M. Le théoréme précédent affirme que f'(c)=0

» Si f(a)=f(b)#m, on procéde de la méme maniére.

» Sif(a)=f(b)=m =M. Légalité m = M implique la constance de f sur [a,b] et donc de dérivée nulle sur la,b[
D’ou le résultat

| Exemple I
| N |

Soit P € R[X] scindé sur R . Montrer que pour tout réel a, le polynéme P’ + aP est lui aussi scindé sur R.

Rappelons qu’un polynéme est scinde sur un corps si, et seulement si, la somme des multiplicités des
racines de ce polynéme sur ce corps égale son degre. Notons ag <ai <...<a, les racines réelles de P et
ao,a1,...,xn, leurs multiplicités respectives. Le polynéme P étant scindé, on peut écrire

m
degP =) ay
k=0

On convient de dire qu’une racine de multiplicité 0 n’est en fait pas racine d’'un polynéme. Avec ses termes,
si aj, est racine de multiplicité a; = 1 de P alors a, est racine de multiplicité a — 1 du polynéme P’ et donc
racine de multiplicité au moins (et méme exactement) a — 1 du polynome P’ + aP. Ainsi les a;, fournisent

Z (ap—1)=degP —-(m+1)
k=0

racines comptées avec multiplicité au polynéme P’ + aP. Considérons ensuite la fonction réelle f : x —
P(x)e™. Cette fonction est indéfiniment dérivable et prend la valeur 0 en chaque a;. En appliquant le
théoreme de Rolle a celle-ci sur chaque intervalle [a;_1,ar], on produit des réels bj, € Jap_1,a[ vérifiant
f'(br)=0.0r

f'(x) = (P'(x) + aP(x)) e

et donc by, est racine du polynéme P’+aP. Ajoutons a cela que les by, sont deux & deux distincts et différents
des précédents aj, car, par construction

ag<bi<ai<bs<...<bp<apn
On vient donc de déterminer m nouvelles racines au polynéme P’ + aP et ce dernier possede donc au moins
degP -1

racines comptées avec multiplicité.
» Dans le cas a =0, cela suffit pour conclure car deg P/ =degP —1
» Dans le cas a #0, il nous faut encore ume racine...

» Si a >0, la fonction f tend vers 0 en —oco par argument de croissance comparée. On peut alors
appliquer un théoréme de Rolle généralisé a la fonction f sur 'intervalle ] —oo,a¢] et cela fournit la
racine manquante.

» Si a <0, on exploite comme au dessus la nullité de la limite de f en +oo cette fois pour trouver une
racine dans 1 intervalle la,,, +ool




IV.2 Inégalité des accroissements finies

IN€V#A  Inégalité des accroissements finies

Propriété 27: Théoréme des accroissements finis

Soit f :[a,b] — R une fonction continue sur [a,b] et dérivable sur la,bl. Alors il existe c €la, bl tel que

f(0)—-f(a)
a

f'(c)= b

En particulier si f(a) = f(b) on retrouve le théoréme de Rolle

Preuve:
Considérons sur [a,b] Uapplication

f(®)-f(a)
—(x—a)
b-a

Lapplication ¢, d’aprés les théoremes généraux, est continue sur [a,b] et dérivable sur la, bl et vérifie p(a) = p(b) =0. Le

@:x— f(x)-f(a)—

théoréme de Rolle assure lexistence d’un élément c €la, bl tel que (p’(c) =0, ce qui équivaut a :

_f®)-f@

!/
£ b-a

Donc le résultat.

Corollaire 16 (Inégalité des accroissements finis)
Soit f :[a,b] — R une fonction continue sur [a,b] et dérivable sur Ja, bl.
Si |f’| est majorée par un certain 2 € R sur la, [, alors |f(b)— f(a)| < k|b —a|

Remarque :

Le théoréme des accroissements finis tombe en défaut si dimFE = 2.
Par exemple, la fonction ¢ :— e’? est continue sur [0, 27], dérivable sur 10, 27[, et ’® = ¢2" = 1, mais pourtant
sa dérivée, qui est la fonction ¢ :— ie'!, ne s’annule pas

Propriété 28: Inégalité des accroissements finis
Soit f € €1(I,E) telle que ||f’| soit bornée sur I i.e. il existe M € R, tel que Vte I, |f'(t)| <M, alors
Va,bel, [f(0)-f@I<M|b-al

En d’autres termes, la fonction f est lipschitzienne.

Preuve:
Puisque f est de classe €1, on peut écrire
X
Vrel,f(x)=fla)+ f Foar
a
Casas<b

1) F@)] = H fa * o

<[ o
[a,b]
et donc
1) —-fla)l<M®-a)
Cas a > b : analogue.
Remarque :
si la vitesse instantanée d'un point mobile est majorée par M sur la,b[, alors la distance entre le point de

départ et le point d’arrivée est au plus M(b —a). Sa vitesse moyenne est donc majorée par M. Bien sir, la
réciproque est fausse!




IV.3 Prolongement par dérivabilité

IAV%] Prolongement par dérivabilité

Propriété 29: Prolongement par dérivabilité

Si f :[a,b] — E une fonction continue sur [a,b] et de classe ¢! sur[a,b] telle que lign fl(x)=¢€cE, alors f

est de classe €1 sur[a,b] et f'(b)=¢

Preuve:
Définissons sur [a,b] Uapplication g par

[a,b] — E

' .
x . g(x):{f(x) si  x€la,bl

l si x=b

X
Lapplication g est continue sur [a,b], donc G : x — f g(t)dt est de classe €L sur [a,bl. Par ailleurs, pour tout x de [a, b,

on a : G(x) = f(x)— f(a). Par continuité de f et G sur [aa,b], linégalité précédente est vraie pour x = b. Donc
Vxela,b]l, f®)=fla)+Gx)
Ainsi f €6 ((a,b],E)

| Exemple I
| N |

Montrons que f définie sur R* par f(x) = cos \/x est de classe €' sur R*

Preuve:

La fonction f est de classe €1 sur R} avec :

siny/x
2/x

. sinu L . -
Comme hrrb —— =1, le théoréme de composition des limites donne :
u—0 u

Vx>0, flx)=-

i 1
lirr(l)f'(x) = lim _sinvx 1
et

x—0 2vx 2

ce qui prouve, puisque f est continue sur Ry, que f est dérivable sur Ry et f'(0) = ~3

Corollaire 17
Soit f une application de [a,b] dans E et p € N* tels que
» [ est continue sur [a,b];
» [ est de classe 67 sur [a,b[
» Pour tout % € [1, pll, /* a une limite ¢;, en b
Alors f est de classe 67 sur [a,b] et, pour tout & € [1, p]l, f(k)(b) =/

Preuve:
Par récurrence sur p

Corollaire 18
Soit f une application de [a,b] dans E telle que
» [ est continue sur [a,b];
» Pour tout p € N*, Papplication f est de classe €7 sur [a,b[
» Pour tout p e N*, fP) a une limite ¢, € E en b
Alors [ est de classe € sur [a,b] et, pour tout p € N*, f(P)(b) ={p

. 7

Preuve:
Par récurrence sur p

[ Exemple: CCP 2013 }

Soit f la fonction définie par :
f(x)= exp(;—%) six#0
f0)=0




Formules de Taylor

1. Prouver que f est continue sur R

2. Prouver que f est de classe €*° sur R* et que, pour tout entier n, il existe un polynéme P,, tel que

VxeR*, F™(x)= P, (x) ox (—_21)
x x

3. En déduire que f est de classe €™ surR et que : VneN, f™(0)=0

-1
1. La continuité de f de R* est immédiate. De plus, lin(l) exp (—2) =0. Donc f est continue sur R
x— X

2. La formule est vraie pour n =0 en posant P, (x) = 1.
3

—— €Xp (;—21) ou P, est un polyndome. Alors
x

Soit n € N, supposons que f™(x) =

-1
T exp = P F) +P”(x)x3n+1 exp(x—z)
2P, (x) + x3P! (x) — 3nx?P,(x) ( —1)
= ex

x3(n+1) 2

530

On pose alors :
Poi1(x) = 2P, (x) + 3P (x) — 3nx? P, (x)

Puisque P, est un polyndéme, P, .1 en est un aussi et la formule annoncée est démontrée par récurrence

2
x
pour tout n e N : £™(0) =0

1
3. On sait que — exp( ) - 0. Donc f™(x) Py 0 . On en déduit que f est de classe € sur R et
X xXx— xXx—

Formules de Taylor

Formules de Taylor avec reste intégral

Propriété 30: Formule de Taylor avec reste intégral

Soit f € €™ 1(1,E). Alors pour tout a,b € I

_ 3 -t g PO (ni1)
f(b)—kz,onf (a)+fa Tf (t)dri

T, (b) R, (b)

T,.(b) est appelé la partie réguliere de la formule de Taylor et R, (b) le reste intégral

| Preuve:

| Exemple I
| N |

La fonction f : x — e* est de classe C*° surR, et on a :
VYneN*,Vx eR, £ (x) = e*

Pour tout x€R, on a :

X _tn
&9 eldt

X
ef=> —+
P T Y

| Exemple I
| N |

La fonction f : x — In(1 + x) est de classe C*° sur]—1,+ool, et on a :

_1(n=1)
N _ (n) — (112
VneN*,Vxe]-1,+ool, f(x) =(-1) 1+x)"




V.2 Inégalité de Taylor-Lagrange

Pour tout x€]—1,+oco[, on a :

* (x—t)"

Xk
r-1% n
In(1+x)= E ( 1) 7 — +(-1) fo —(1+t)n+1

NP1  Inégalité de Taylor-Lagrange

Corollaire 19 (Inégalité de Taylor-Lagrange)
Soit f € €™ 1(I,E) telle que || A || soit majorée sur I. Alors pour tout a,bel,ona:
n (k)(a) |b— |n+1
For-y s
=0 k! (n+1)! [a,b]

- 7

|If(n+1)”

Preuve:

On suppose que a < b. Puisque f est de classe C" et de classe Cz:,'zl sur I et alors f (n+1) o5t continue par morceaux sur le

f(n+1)‘

segment [a,b], ainsi sup | est un réel. D’aprés la Formule de Taylor avec reste intégral, on a :

[a,b]

b (n+1)t
Hf(b)—z —(b af| = f ! ()(b 8t dt
a k
_n\n
< f b-1 dt
[a,b] a n!
110
e+ |_B=""
S oy sl IE CES]
1
s O-)"*
< sl
| Exemple |
| N |
n xk
Pour tout x € R : lim — =e
na+ook:0 k!
) n x |x|n+1 |
ffet : Soit n € N* — o
en effet : Soit n ,ona le® ;k T
| Exemple I
| N |
Pour tout x€]-1,1[,on a :
1n(1+x) Z( 1)k 1 k+( 1)nfxﬂ
k o (1+¢n+l
X . t—x o +x .
La fonction homographique ¢ : t — 1+¢’ dont la dérivée ¢'(t) = 107 > 0, montre que pour tout t compris

entre 0 et x, on a |(p(t)| < |x|, puis que

|x|n+1

n k
Veel-L1, [In(l+x)- Y (-DF 1S
k=1

R 1-xf

V&1 Formule de Taylor-Young

Théoréeme 2: Formule de Taylor-Young

Soit f : I — E une fonction de €¢" sur I eta €, alors f admet un DL, (a) donné par

F@=Y Mf<’“(a)+o((x a)")
k_o k-

Cette relation est appelée développement limité de f a I'ordre n en a.




V.3 Formule de Taylor-Young

Preuve:

11 est clair qu’on peut supposer n = 1. D’aprés le théoreme de Taylor avec reste intégral, on a, pour tout x de I

-1 —
fo=S B2 g f (x—l)'f(”)(t)dt

r=o K
Ona:
X (x—t n—1 % (x— )
fa (in_)l)'_f(n)(t)dt = fa (a; _)1)' £ gyt + f (x— (f(”)(t) f<”>(a))
@-a" "t f (x—t)” W )
TR Ml s [f - @)at

Pour € > 0; puisque la fonction f(n) est continue en a, il existe 1> 0 tel que pour tout x€I, on a :
w—al <= |f"w- "] <e

On a alors, pour tout x €I tel que |[x—al|<n:

f : % (f(")(t) f('”(a)) dt
a (n

< fa . —":;flz; |Fm@ - Fme)|at

X Ix—tln_l
dt| =
€ fa (-1

(f(”)(t) f(n)(a)) dt =o((x—a)"). Finalement pour tout x € I

lx —al®

n!

T (x—t
Ceci montre : f u
a (n-—

n rk
fl)y=3 %(x—a)k +o((x-a)?)
k=0 k!

Corollaire 20
Si f est de €*° sur I, alors f admet un DL, (a) pour tout a € I et n € N, obtenu par la formule de Taylor-
Young

n _ 1\
vxel, f(x)=), %f(k)(a)+o((x—a)”)
k=0 R

| Exemple I
)
Soitn =1 et f:R— R la fonction définie par

(n+Dx_q g
f(x):{ = Fel

n+1 sinon.
1. Calculer le développement limité de f en 0 a I'ordre 3.

n
2. En déduire la valeur de Y k>.
k=1

1. On commence par écrire que :

(n+1)2 24 (n+1)3 34 (n+1)

(n+1x+ x* +o(x?)

fx)

X0 X X 4
x+2+6+24+0(x)

(n+1) (n+1) (n+1)

n+1+ x +0(x3)

1+% +F+—+o(x3)

2

Posons u = ’2—C + % + 2 24 +0(x?) et utilisant le DL de —— 1+ =1-u+u?-ud+0ud), on trouve
1 2
=1—f+—+o(x3)
1+2+2 42 1 o(x3) 2 12

Il reste a réaliser le produit des deux développements limités. Apres simplifications et factorisations,

on trouve

n(n+1) N n(n+1)(2n+1) 2, n2(n+1)?
x x

3
+
12 24 % +o).

fx)=(n+1)+




Arcs paramétrés

2. On va écrire f d’'une autre fagon en remarquant que f est somme d’une série géométrique. On a en
effet

n
flx)= Z exp(kx).
k=0
On peut alors calculer le développement limité de f en utilisant cette formule, et on trouve

2,2 3,3
1+kx+ 2x +Tx+o(x3))

fx)

n
2
k=0

n n 2 n 23
n+l+| Y kla+| Y B2 =+ Y k3| = +o(?).
k=1 =1 )2 ez ) 6

Par unicité du développement limité, on peut identifier les termes devant x2. On trouve

” n2(n+1)>2
> g
k=1 4

n
Cette méthode permet de calculer n'importe quelle somme Z kP (a4 condition d’étre assez courageux
k=1
pour déterminer le développement limité jusqu’a 'ordre p).

Arcs paramétrés

Définitions

Soit k € N*,
» On appelle arc paramétré de E de classe €* tout couple T :=(I,f) ot I est un intervalle de R et f une
application de classe €% de I dans E
» Lensemble {(t,f(t)), t € I} est appelé le support ou la courbe associée a 'arc "= (I, f)

l Exemple I
| N |

t— (t,t), t € R, est un arc paramétré de classe €*° dont le support est la premieére bissectrice

| Exemple I
| N |

t — (cost,sint), t € R, est un arc paramétré de classe € dont le support est le cercle unité

Remarque :

[Interprétation géométrique] on considére le point mobile M tel que M(¢) = f(¢)
» f(t) représente le vecteur position de M a l'instant ¢. C’est-a-dire OM = f@);
» f'(t) représente le vecteur vitesse de M a I'instant ¢;

» f"(t) représente le vecteur accélération de M a l'instant ¢

Définition 9: Points doubles

M(tg) = f(to) est dit
» simple si Card{M(t) = M(ty),tel}=1;
» double si Card{M(t) = M(t¢),t€l}=2;
» multiple si Card{M(¢) = M(ty),t€l}=2;

Remarque :

[Interprétation géométrique]
» M(to) est simple si le mobile M passe une seule fois par M(ty);
» M(tg) est double si le mobile M passe deux fois par M(ty);
» M(tg) est multiple si le mobile M passe au moins deux fois par M(zg).




VI.2 Exemples
Définition 10

» On dit que f(¢¢) est un point régulier de la courbe (I, f) si f'(to) # 0.
Si f(tg) n'est pas régulier, on dit qu’il est stationnaire

» On dit que (I, f) est régulier si tous ses points sont réguliers.

» Un point f(to) est dit birégulier lorsque (f'(to), f" (to)) est une famille libre.
Notamment tout point birégulier est régulier

» (I,f) est dite biréguliére lorsque tous ses points sont biréguliers

Remarque :

Le développement limité a I'ordre 1 de ¢ en #g s’écrit :
@(to+h)=@(tg)+he' (to)+o(h)

¢(t0) est un point de R? et h¢'(to) la partie vectorielle de vecteur directeur ¢'(to).
Si (tg, M —t)) est un point régulier, alors I' admet une tangente en (¢o, M(£o)) et celle ci est dirigée par ¢'(¢o).

\2®2 Exemples

| Exemple I
| U |

Tracer la courbe I' de representation paramétrique

{ x(t)=tInt

Int
)= —
y(t) .

I' est de €*° et pour tout ¢ €]0, +oo[
1 1
==y et == —x(
x(t) y(i@) e y(t) x(2)

donc I admet la 2°¢ bissectrice pour axe de symétrie, et on peut restreindre I'etude & ¢ € [1;+o0l.
o Les applications x,y sont dérivables sur [1,+ool, et :

x'(t)=1+Int
vt e[1,+ool, e 1=1Int
Y@= 2
d’ou le tableau de variations :
t 1 e +00
x'(t) + +
+00
x e —
. —
1
e
Yy
y'(t) + 0 -

( Exemple: Cardioide }

L
Construire la cardioide d’équation polaire est

r=1+cosf

e p est 27-périodique et paire; on peut limiter ’étude sur [0,7]. La courbe obtenue sera complétée par

la symétrie d’axe (Ox)




VI.2 Exemples

o p est dérivable sur [0,7] et
vOe[0,7], p'(B)=-sin(@)<0

On obtient facilement le tableau de variation

0 0 b4
0'(6) 0 - 0
2

p(6) \

0

o Etude en M(0), p(0)=2 et p'(0) =0. Il y a une tangente orthoradiale.
e Lallure
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