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Espace préhilbertien. Espace euclidien

H

E désigne un R-espace vectoriel. n et p désignent des entiers naturels.

- Espace préhilbertien. Espace euclidien

Produit scalaire

Définition 1

On appelle produit scalaire sur E toute application ¢ :E x E — R vérifiant
1. @ est bilinéaire
2. ¢ est symétrique i.e. Vx,ye E, @(x,y)=@(y,x)
3. @ est positiveie. Vxe E, ¢(x,x)=0
4. @ est définieie. VxeE, @(x,x)=0=>x=0.

On dit qu’un produit scalaire est une forme bilinéaire symétrique définie positive.

Notation :

Le produit scalaire de deux vecteurs x et y est souvent noté < x,y >.

Remarque :

@ vérifie (3) et (4) si et seulement si Vx € E\ {0}, ¢ (x,x) > 0.

Propriété 1: Produit scalaire canonique sur R”

n
@:(x,y) eR” x R" —> Z Xpyr ol x =(x1, -+ ,%n) et y =(y1,--*,¥yn), €st un produit scalaire sur R"

_
1l
—

Propriété 2: Produit scalaire canonique sur M,, , (R)

Lapplication ¢ : (A,B) — Tr(*AB).est un produit scalaire sur M, (R)

Preuve:

@ :Mp p (R) x My, p (—)R est bien définie.

Soient A,peRet A,B,C e My p (R).
> (A, AB+puC)=Tr(*A(AB + uC)) = ATr(*AB) + uTr(*AC).
> ¢(A,B)=Tr(*AB) = Tr(*AB) = Tr (*BA) = ¢(B,A)
> Siles a; ; désignent les coefficients de A,

n p
P(A,A)=) Y a};>0
i=1j=1

n p
» Si p(A,A) =0 alors Z Z a?j = 0. Or la somme de quantités positives n’est nulle que si chacune des quantités est
i=1j=1
nulle et donc a; j =0 pour tous i,j. Ainsi A =0.
Finalement ¢ est un produit scalaire sur le R-espace vectoriel E.

Ce produit scalaire est appelé produit scalaire canonique sur My , (R)

Propriété 3: Produit scalaire sur %5, (R)

Soit 65 (R) I'espace des fonctions continues et 27m-périodiques sur R.
Y3

1
L’application ¢ : (f,g)— — f(t)g(t)dt est un produit scalaire sur 6oy (R)
T J-n

Preuve:
@ : 625 (R) x 6oy (R) — R est bien définie.
Soient A,pueRet f,g,h € €y (R).
1[rr 1" 1[r
» o(f,Ag+ph)= —f @) (Ag@®) + ph(t)) dtz)l—f f(t)g(t)dt+y—f f(®R(t)de.
1 n T J-m 1 n TJ-m TJ-7
> o(f.8)= ;f f(Hg(t)dt = —f g®f()dt = (g, f)
=7 /3

177 e
> (p(f,f)=7—rf_”f (®)dt =0




I.1 Produit scalaire

l

1 /A
» Sio(f,f)=0alors — fz(t)dt =0. Or la fonction f2 est continue positive sur [—n,n] donc f est nulle sur [—-m,7],
T J-m

puis elle est nulle sur R puisqu’elle est 2m-périodique..

@ est un produit scalaire sur le R-espace vectoriel €o5; (R).

Propriété 4: Produit scalaire sur R[X]

Soit I un intervalle de R d’intérieur non vide et soit w € €(I,R}) telle que pour tout n € N, t — t" w(t) est
intégrable. Alors I'application

<P:(P,Q)~fIP(t)Q(t)w(t)dt

est un produit scalaire sur R[X]

Preuve:
Q: [R[X]2 — R est bien définie.
Soit AeRet P,Q,R € RX].
> (P, AQ+R)= fIP(t)()LQ(t)+R(t))w(t)dt = A[IP(t)Q(t)w(t)dt+fIP(t)R(t)w(t)dt.

> (p(P,Q):-/IIP(t)Q(t)w(t)dt:ﬁQ(t)p(t)w(t)dtZ(p(Q,P)
1 Y/
> w(f,f)=;f F20)dt=0
=7

» Si @p(P,P)=0alors fIP2(t)w(t)dt =0. Or la fonction P2 .o est continue positive et intégrable sur I d’intégrale nulle,

donc P2.w est nulle sur I, puisque w ne s‘annule pas, alors P est nul sur I, puis il est nul sur R car il admet une infinité
de racines.
@ est un produit scalaire sur le R-espace vectoriel R[X].

| Exemple I
| N |

+00
L’application (P,Q) — f P()Q(t)e”' dt définit un produit scalaire sur R[X].
0

Définition 2

Un R-espace E muni d’'un produit scalaire est dit préhilbertien et noté (E,< .,.>).

Si de plus E est de dimension finie, on parle d’espace euclidien

Définition 3: Norme euclidienne

On appelle norme euclidienne d’un vecteur x le réel ||x| = /<x,x>

Propriété 5

Soit (E,< .,.>) un espace préhilbertien, x e E et ® € R
1 |xll=0
2. |xl=0ex=0

3. llax|l =lal.llxl

Preuve:
2. Pour x€E,

lxl=0 < <x,x>=0
o <x,x>=0

< x=0
3. PourxeFE et aeR,

lax]l = +V<ax,ax>
Va2/<x,x>

leel llxcll




I.1 Produit scalaire

Propriété 6: Identités remarquables

Soit (E,< .,.>) un espace préhilbertien et x,y € E

1 llx+yI2 = lxl2+2<x,y > +lyl?
2. lx-yI2=lxI? -2 <x,y> +lyl?

3. <x+ylx—y>=|xl%=lyl>.

Propriété 7: Identité du parallélogramme

Soit (E,< .,.>) un espace préhilbertien et x,y € E,

lac+ yI2 + e — y12 =2 (2 + l1y11%)

Preuve:
11 suffit de sommer les deux premiéres identités remarquables précédentes

Remarque :

Lidentité du parallélogramme signifie que, dans un parallélogramme donné, la somme des carrés des lon-
gueurs des diagonales est égale a la somme des carrés des longueurs des cotés.

Propriété 8: Identités de polarisation

Soit (E,< .,.>) un espace préhilbertien et x,y € E,

1. Premiére identité de polarisation :

1
<x,y>= 2 (s + 1 = =l* - 1y11?)
2. Deuxieme identité de polarisation :
1 2y o2
<x,y>—4(||x+y|| llx = y1I%)

Preuve:
11 suffit de faire la différence des deux premiéres identités remarquables précédentes

Remarque :

Par I'identité de polarisation, on peut calculer un produit scalaire a partir de la norme euclidienne associée.
Soit (E,< .,.>) un espace préhilbertien et x,y € E
I<x,y > < llxll.lyl

De plus, il y a égalité si, et seulement si, x et y sont colinéaires.

Preuve:
» Six =0, la propriété est immédiate avec égalité et colinéarité des vecteurs x et y.
» Six#0, considérons pour A €R, le produit scalaire < Ax+y,Ax+y >.

D’une part, par positivité, < Ax +y,Ax+y>=0.
D’autre part, par bilinéarité et symétrie,

</1x+y,)1x+y>=/l2<x,x>+2/l<x,y>+<y,y>

En posant a =<x,x>(a#0car x#0),b=2<x,y>et c=<y,y>, le trinéme al2+bA+cestde signe constant donc
de discriminant négatif Ainsi b2 —4ac <0 ce qui donne

<x,y>i<<xx>.<y,y>

De plus, s’il y a égalité dans cette inégalité, le discriminant est nul et donc il existe A € R tel que < Ax+y,Ax+y>=0ce
qui entraine Ax +y = 0. La famille (x,y) est alors liée.

Inversement, supposons la famille (x,y) liée. Sachant x # 0, on peut écrire y = Ax et vérifier par bilinéarité du produit
scalaire égalité < x,y >2=<x,x>.<y,y >.




1.2 Orthogonalité et base orthonormale

l Exemple |
| N |

Pour E =R", < .,.> le produit scalaire canonique, alors pour (ai,---,ay), (ﬁl,--- ,,Bn) € R", d’aprés I'inégalité
de Cauchy-Schwartz,

(o) <[5 (B

I Exemple |
)

b
Pour E =€ ([a,b],R) munide<f,g >=[ fg,
a

([re <[ [

| Exemple I
| N |

Pour E =M, , (R) muni de < A,B >=Tr(*AB), alors YA,B€M,, ,, (R),

(Tr(*AB))® <Tr(*AA)Tr(*BB)

Propriété 10: Inégalité de Minkowski

Soit (E,< .,.>) un espace préhilbertien, alors pour tous x,y € E,

lx+yll < llxll + vl

De plus, il y a égalité si, et seulement si, x et y sont colinéaires et < x,y >= 0 (ce qui signifie que x et y ont
méme direction et méme sens)

Preuve:

Soient x,y€E. |x+yl2=<x+y,x+y>
Par bilinéarité et symétrie du produit scalaire

|Ix+y||2 =<x,x>4+2<x,y>+<y,y>= ||x||2+2<x,y> +||y||2
Par linégalité de Cauchy-Schwarz
lz+ y1% < ol + 2012yl + 112 = el + Ly ID2

et on en déduit l'inégalité triangulaire.
De plus, il y a égalité si, et seulement si, <x,y >= ||x|.||yll ce qui signifie <x,y>=0et |<x,y>|=|x|.lyll
c’est-a-dire que les vecteurs x et y sont colinéaires et de méme sens.

Corollaire 1 (Inégalité triangulaire renversée)
Soit (K, < .,.>) un espace préhilbertien, alors pour tous x,y € E,

Ml =yl < llx =yl < llxll + Nyl

Preuve:
Soient x,y € E.
lxll ==y +yl <lx—yl+lyl
donc
flell =yl < lle =yl

De fagon symétrique, on a ausst

Iyl =lxll < lly—xl = llx =yl

W4  Orthogonalité et base orthonormale

Soit E un R-espace préhilbertien réel.



1.2 Orthogonalité et base orthonormale

Définition 4: Vecteurs orthogonaux

Deux vecteurs x,y € E sont dits orthogonaux si <x,y>=0. On note x | y.

Définition 5

Soit I un ensemble non vide. La famille (x;);c; de vecteurs de E est dite
» orthogonale si

Vi,jEI, i;éj:><xi,xj>=0

» orthonormale si

- (1 sii=g
Vi, jel, <xj,x;j>=6;; oud;;= L
0 sii=j

» base orthogonale si elle est a la fois base de E et famille orthogonale.
» base orthonormale ou BON si elle est a la fois base de E et famille orthonormale.

| Exemple I
| N |

Soit n €N, on définit
cp i x— cos(nx) et s, : x — sin(nx).

Alors
1 v/
> ;/ cos(nt)cos(mt)dt = {

am SinZQoum#0
-~ sin=m=0
nm SinZQoum#0

sin=0oum=0

S S NS

> %f sin(nt)sin(mt)dtz{

v/

1 T
> ;f cos(nt)sin(mt)dt = 0.

b4

Donc la famille {cg,cn,s, , n € N*} est orthogonale et {\c/—%,cn,sn , NE N*} est orthonormale.

Propriété 11: Théoreme de Pythagore

1. Deux vecteurs x et y de E sont orthogonaux si, et seulement si,

2 2 2
lx+ylI”=1lxl®+lyl

2. Sila famille (x1,...,x,) de vecteurs de E est orthogonale alors

2 p )
=) Jagl?.
k=1

P
PIEA
k=1

Preuve:

1. Soit x,yeE,ona
I+ yI% = llx)% + 2 <x,y >+ ylI?

Donc ||x +y||2 = ||x||2 + ||y||2 si, et seulement si, <x,y>=0
2. Soit (x1,...,%p) une famille de vecteurs orthogonaux, on a

P 2
PIE
k=1

p p
= Ylml*+2 ¥ <ma>= Y |wl?
k=1 1Si<jSpT k=1

Propriété 12

1. Toute famille orthogonale de vecteurs non nuls est libre ;

2. Toute famille orthonormale est libre




1.2 Orthogonalité et base orthonormale

Preuve:
1. Soient J c I fini et (1;);cg une famille de scalaires tels que Z Ajx; = 0. Par le théoréme de Pythagore
ied
2

P P -0
ied

> A
ied

Donc pour tout i € J, /1? || x5 ||2 =0, avec x; #0, on tire A; = 0. Ceci montre que la famille (x;);c1 est alors libre.

2. Une famille orthonormale est une famille orthogonale de vecteurs non nuls

Propriété 13: Procédé de Gram-Schmidt

Soit (eq,---,e,) une famille libre de E. Il existe une et une seule famille orthonormée (¢1,--- ,€,) de E telle
que :

1. Pour tout k € [[1,n]],Vect(cy,...,e;) = Vect(e,...,ep).
2. Pour tout k € [[1,n]],<é€p,ep >>0.

Cette famille est donnée par :

€1
e g1 = —.
llevll
k-1
ep— Z <ep,E; >E&;
=
o VEe2,nll,ep = ; :
ep— Z <ep,E; >E&;
i=1
Preuve:
La famille (e;);cg est libre donc Viel, e; #0.
e
Existence: Par récurrence, pour €1 = i 1” on a €1 €Vect(ey) et <e1,e1>=1>0.
el
Soit k =2 et k € I. Supposons qu’on a construit les vecteurs €1,...,p_1 qui vérifient les deux conditions de la propriété.
k-1
Onposeup =ep— Y <g;,ep>& =€, —pp_1(ep).
i=1
Le vecteur uy, est non nul car sinon ey, = pj_1(ep) € Vect(e1,...,e,_1) = Vect(e1,...,ep_1) donc la famille (eq,...,ep)

sera liée.

Par construction uy, € Vect(e1, ... ,ek_l]J‘ et on déduit que

<ep,up> = <ep—pp-1(ep)up>
= <upup>=lupl?>0

Uk

lleep Il
On déduit lexistence d’'une famille (e1,...,e)

On pose €}, =

donc g, vérifie les conditions de la propriété.

Unicité: Soit (5’1,...,£;l) une famille orthonormale qui répond aux conditions de la propriété. On a 6'1 € Vect(eq) =
Vect(e1) donc Ja € K, e} = aey.

Ona<eye|>=a<ere;> <ey,e] >>0et <ey,e1>>0?donc a€R}. Or, 1=|l¢}ll = |alle1ll = |al, donc a =1 dou

!

el =e

1

Soit 2<k <n. OnaE;e€Vect(e1,...i,ek]:Vect(sl,...,sk)doncElal,...,akE[Ktelsques;e:a1£1+~--+ak£k.
D’autre part 6;2 € Vect (5’1,...,6}671] et

Vect (¢,...,e,_;) =Vect(ey1,...,e,_1) = Vect(ey,...,e5-1)

donc €}, = ayep,.

Ona< E;e,ek >=aqp <é€p,ep >, < E;e,ek >>0et <ep,ep, >>0, alors ap, > 0. Comme ||€}e | =llepll =1, on obtient ay, = 1.
D’ou 8;@ =¢p. D’owt lunicité.

Méthode: Obtention d’'une famille orthonormale }

Soit £ =(eq,...,e,) . Pour obtenir une famille orthonormale a partir de £ par le procédé de Gram-Schmidt
on suit les étapes suivantes :
Etape 1: On calcul €1 =

e1
el

k-1 Ur
Etape k >2: On calcule u, =e, — ) <&i,e}, >¢; et on calcule ensuite ¢}, = lwnll”
i=1 “




1.2 Orthogonalité et base orthonormale “

I Exemple |
| N |

R3 muni du produit scalaire usuel de
Orthonormalisation la famille ((1,1,0),(0,1,1),(1,0,1)) :

On pose e; =(1,1,0), eg =(0,1,1) et e3 =(1,0,1). On a la famille (e1,eg,e3) est libre et soit (¢1,€2,e3) la
famille orthonormale obtenue a partir de (e1,eg,e3) par le procédé de Gram-Schmidt.

» Onace= ”e 1= \/2(1,1,0).

» On pose ug =eg—<e1,e0>¢1.0na

1
= =(-1,1,2
ug 2( ,1,2)
On déduit que ¢ (—1,1,2).
aueca= || N G
» On pose u3:e3—<51,23>£1—<£2,e3>£2.Ona
2
= -(1,-1,1
us 3(, , 1)
On déduit que e5 = 2> = —2(1,-1,1)
n déduit que e3 = —— = —(1,-1,1).
L TP N
| Exemple I
| N

1

Orthonormalisation dans R3[X] muni du produit scalaire < P,Q >=/ P()Q(t)dt de la base canonique
0

(1,X,X%,X°)

On pose VE € {0,1,2,3},P;, = X* et soit (Qo,Q1,Q2,Q3) la famille orthonormale obtenue a partir de
(P, P1,P2,Ps3) par le procédé de Gram-Schmidt.

1 1

> 0na||P0||2=<P0,PO>=f szf dx =1 donc @ =
0 0

» Onpose R1=P1—<Qy,P1>Qp.0Ona

Py
||P0||

1 1
<Qo,Py>= f Qo()P: (x)dx = f xd=
0 0 2

1
doncR;1=X - 3 Avec

1 L 1)2 V3

R1I*=<Ry,R :fR2:f(——)d:—

IR1I” =<R1,R1> L Fi= ) (e g) =
R, 1
donc = =2\/§(X——) .
=R 2

» On pose R =P3s— <Qo,P2>Qo—<Q1,P2>®Q1.0na:

1 1
<Qo,Py>= f Qo(x)Ps(x)dx = f 2dx= L
0 0 3

et
<Q1,P2>= fQ1(x)P2(x)dx 2\/_f (x——)dng
2 1 2 2 2 1
Donc Ry =X —X+—.Ona||R2|| :f R2:f (x“—x =—.
0 180
1
On déduit que Q3 = e ”—6\/_(X2 X+6).
» On pose R3 =P3— <Qo,P3>Qo—<Q1,P3>Q1— <Q2,P3>Q2.On a
1 1 1
<Qo,P3> = fQo(x)P3(x)dx=f xsdx:Z
0
<Qi,P3> = f Q1(x)P3(x)dx = 2\/‘f 3(x__)dx=¥
1 5
<Qy,P3> = f Q2(x)P5(x)dx = 6\/_f 3(x2 +E)dx=‘2/_;




1.2 Orthogonalité et base orthonormale

3 3 1
DoncR3s=X3-=-X2+-X-—.Or
2 57 20

1 1 3 3 1 1

2 2 3 2 2
R = R4 = X°——-X*+-X-—)=
Il j; 3 ./(;( 2 20)

5 2800

. Rs ( 3 3 1
On déduit =—2_=20 7X3——X2+—X——).
n déduit que Q3 ol Vai 5 = 50

Théoréeme 1

Tout espace euclidien, non nul, admet une base orthonormale.

Preuve:
Voir le procédé de Gram-Schmidt

Propriété 14

Toute famille orthonormale d’un espace euclidien E se compléte en une base orthonormale de E.

Propriété 15: Calcul avec une base orthonormale

Soient E un R-espace préhilbertien de dimension finie n € N* et (eq,...,e,) une base orthonormale sur E .
Alors :

n n
1. x=) <ep,x>ep et x| =1/ 2 <epx >2,
k=1 k=0

n n n
2. Soit x = Zxkek,yz Zykek, ona<x,y>= Zxkyk et
k=0 k=0 k=0

n
llc = yll =,/ (g — yi)?
k=0

3. Pour tout u € Z(E), on a Matg (u) = (< e;,ule;)>)

1<i,jsn-

n
En particulier Tr(u) = Z <ep,ulep)>.
k=1

Preuve:
n

1. Soitx= ) xpep. Soit kefl,...,n}. Ona
k=1

n n
<ep,x>=<ep, ) xje;>= ) x;<ep,e;>=xp

=1 =1
n
donc x = Z <ep,x> ey et par suite
k=1
n n
||x||2 = <x,x>=< Z xpep, Z xpep >
k=1 k=1
n n n
= Z XpXy <ep,ep>= Z xkx[(sk,g: Zx%
k(=1 k(=1 k=1
n
donc |lxll = | Y lag|?
k=0
n n
2. Soit x = Z xpep ety = Z ypep donc
k=0 k=0
n n n
<xy> = <) apep, ), ypep >= Xpye <ep,e¢>
k=0 k=0 k,0=0
n n
= ) %Ok = ) XMk
k=0 k=0

n

I(x, — ypdep
£=0

Onadx,y)=lx—yl =

| T -2
k=0




1.3 Orthogonal d’une partie et supplémentaire orthogonal 1

H

3. Soit B = (eq,...,en) une base de E , u € L(E) et A la matrice de u dans la base B. Soit j € {1,...,n} donc u(e;) =
n n
Z ajje; dou <ej,ule;)>=a;;. Ona Tr(u) = Z app, donc
i=1 k=1

n
Tr(u)= Z <ep,ulep)>
k=1

] Orthogonal d’'une partie et supplémentaire orthogonal

Soit (E, < .,.>) un espace préhilbertien.

Définition 6

» Soit A < E non vide. On appelle orthogonal de A I'ensemble
{xeE,VaeA,<x,a>=0}

On le note A* et par convention ¢ =E
» Deux parties A,B c E sont dites orthogonales si

YaeA,VbeB,<a,b>=0

On note A 1 B.
» Une famille (A;);c; de parties de E est dite orthogonale si les A; sont deux a deux orthogonales.

Notation :

Le double orthogonal (AJ-)J' est noté AL+

Propriété 16

Soit A et B deux parties de E et F' un sous-espace vectoriel

1. EL ={0} et (0O}* =E;

2. A' est un sous-espace fermé de E ;

3. AnA*L c{0} et FnF1 ={0}. En particulier F + F est directe
4. AcB=>BtcA*t;

5 AcAtL;

6

. Al =Vect(A)'. En particulier si F = Vect(e1, - ,e,), alors

Ft={xcE telque Vie[l,nl, <e;,x>=0}

Définition 7: Supplémentaires orthogonaux

Deux sous-espaces vectoriels F et G sont dits supplémentaires orthogonaux s’ils sont supplémentaires et
orthogonaux. C’est-a-dire
E=FeoG e F.G

On écrit, alors
1
E=Fe&G

| Exemple I
| N |

Dans M, (R) muni du produit scalaire canonique les sous-espaces vectoriels S, (R) et A,(R) sont supplé-
mentaires orthogonaux.

Soient A € S,,(R) et Be A, (R).
<A,B>=Tr(*AB) =Tr(AB)

et
<A,B>=<B,A>=Tr (tBA) =-Tr(BA)=Tr(AB)




1.3 Orthogonal d’une partie et supplémentaire orthogonal

donc < A,B >=0. Ainsi S,,(R) et A,(R) sont orthogonaux et donc en somme directe.
De plus, pour tout M € M, (R), on peut écrire

1 1
M= 5(M+tM)+ §(M—tM)

1 ¢ 1 " ..

avec §(M+ M)eS,(R) et §(M— M) € A,(R). Ainsi

M, ®) = Sn(R) & A, (R)

Propriété 17

Soit F et G deux sous-espaces supplémentaires de E, alors

F1G—G=F'<F=G*

Si F admet un supplémentaire orthogonal, celui-ci est unique et c’est F-. En outre F-- =F.

Preuve:

» G=FL=F 1GetF=G>F LG sont évidentes

» Montrons F1LG=G=F+.OnaGcF+
Inversement soit x € FL, puisque E = F & G, il existe (xp,xqg)€F xG tel que x =xp +xg. On a <x,xp >=0, car x € Ft
et puisque G L F, alors <xplxg >=0, donc

IIxFII2 =<XF,XF >=<X,Xf > —<xq,Xf >=0

puis xp =0, en conséquence x € G, ce qui montre Flcg
» F et G jouent un réle symétrique, donc F L G = F =G+

Attention

Soit E = (2(R) = {wn) e RN Y u% converge | et F 'ensemble des suites & support fini.
+00
<ulv>= Z UnU, définit un produit scalaire sur E.
n=0
F est un sous-espace vectoriel de E engendré par la famille (H,,) avec H,, = (6 ,) ren- Soit u =(u,)€E, on

a

ueFt < VneN, <ulH,>=0
— VneN, u,=0

— u=0

1
Ainsi FL = {0} et FOFL =F. Mais F #E, car la suite ( 1) e 2(R)\F.

n+

Ce contre-exemple montre qu’Il se peut que F et F' ne soient pas supplémentaires.

Propriété 18

1
Soit F' un sous-espace de dimension finie d’'un espace préhilbertien E, alors E =F @ F+

Preuve:

On a FnFL =(0}, alors il suffit de montrer que E c F + F+
» SiF={0} alorsE=F+=F+F"..

p
> Si F #{0}. On pose p=dimF et soit (e;);c ] une base orthonormale de F. Pour x € E, on pose y = Y <ejx>e;.
’ i=1
On voit bien que y € F et pour tout k € [[1,p]], on a
p
<ep,x—y> = <epx>—) <e;x><epe;>
i=1

p
<ep,x>—) <e;,x>6;,;=0
i=1

On conclut x—ye€feq,:-- ,ep}l =FL donc x=y+(x—y) se compose en somme de deux vecteurs ye F et x—y e FL+. On



Projection orthogonale sur un sous-espace de dimension finie

| en déduit donc EcF+F+

Corollaire 2
Soit F' un sous-espace vectoriel d’'un euclidien E, alors

1. E=F®F*;
2. dimF! = dimE — dimF ;
3. Ftt=F

- J

Propriété 19

p
Si (F; )‘;21 une famille finie de sous-espaces vectoriels deux a deux orthogonaux, la somme Z F; est directe
i=1

]

13

Fi= @ F
1

1<i<p

On dit alors que les Iy, ---, F, sont en somme directe orthogonale.

Si la somme directe 1@ F; égale E, on dit que (F; )le est une famille de sous-espaces supplémentaires
<i<p
orthogonaux

Preuve:

P
Soit (x1,-+,%p) € F1 x -+ x Fp tel que Z x; =0. Pour tout ke[[1,pll, on a :
i=1

D
lagl? =<ap, Y x; >=<x3,,0>=0
i=1

Propriété 20

Soit (F; )le est une famille de sous-espaces supplémentaires orthogonaux, on a :

Viell,pl, Y F;=F;
jE[i,p]
J#L

Preuve:
Soit G= ). FjonaGcFietE=G@F; donc G=F}

Jell,pl
J#

n Projection orthogonale sur un sous-espace de dimension finie

Soit E un espace préhilbertien et F' un sous-espace vectoriel de E de dimension finie.

Projections orthogonales

On appelle projection orthogonale sur F la projection vectorielle pr sur F parallélement a F*.

Propriété 21

Soit p un projecteur de E. Les assertions suivantes sont équivalentes

1. Kerp et Imp sont orthogonaux ;
2. Kerp =Im(p)*;
3. Imp = Ker(p)*.

Tout projecteur vérifiant I'une des trois assertions est projecteur orthogonal.




II.1 Projections orthogonales

Preuve:

p étant un projecteur, on sait alors que E =Imp & Kerp et les équivalences des trois assertions deviennent évidentes

Remarque :

Si p est un projecteur orthogonal, alors Idg — p l'est aussi

Propriété 22: Caractérisation des projections orthogonales

Soit p un projecteur de E. Les assertions suivantes sont équivalentes :
1. p est un projecteur orthogonal ;
2. Pour tous x,y€ E, on a < p(x),y >=<x,p(y)>;
3. VxeE, [[p)ll < llxl.

Preuve:
1= 2) Supposons que p est un projecteur orthogonal. Soit x,y € E, on a

<p(x),y >=<p),y — p(y) >+ < p(x), p(y) >=< p(x), p(y) >

De facon semblable < x, p(y) >=< p(x), p(y) > et donc < p(x),y >=<x,p(y) >.

2= 3) On applique 2) avec y = p(x), ce qui donne alors p(y) = p2(x) = p(x). Il vient | p(x)|2 =< x,p(x) >, donc, d’apres
linégalité de Cauchy-Schwarz : IIp(x)II2 < |lp@Il.llxll, et pour p(x) # 0, par simplification par || p(x)l, on obtient || p(x)| <
llxll. Enfin cette inégalité est vérifiée pour p(x) =0

3)= 1) Si p n’est pas orthogonal, alors il existe x € Imp et y € Kerp tels que <x,y >#0, donc x#0et y #0.

<x,y> . . R PN
Avec A = _—|y2’ on obtient <y,x+Ay>=0et A #0, puis, d’apreés le théoréme de Pythagore,

lyl

lel® = e+ Ayl + A2y 12 > e+ Ayl
donc ||x|| > lx+ Ay|l. Avec z = x + Ay, on trouve p(z) =x et ||z|| < | p(2)|, ce qui est absurde

Propriété 23

Soit F' un sous-espace vectoriel de dimension finie de E. Alors
1. La projection pp orthogonale sur F (projection sur F parallélement a F1) est 1-lipschitzienne.

2. Expression dans une base orthonormale
SiB=(e1, - ,ep) est une base orthonormée de F alors

p
VxeE, prpl)= Z <ej,x>e;
J=1

3. Minimisation de distance : Soit x € E, alors pour tout y e F,
lx—yll = llx— pr)l
avec égalité si, et seulement si, y = pr(x). En particulier

d(x,F)=inf{llx -yl , yeF} =|lx— pr(x)ll

Preuve:
1. D’apres la propriété 22.
2. D’apres la propriété 18.
3. Onécrit x—y=(x—Pp(x))+ (Pp(x)—y) avec x — Pp(x) € Floet Pp(x)—-y€ePF.
Par Pythagore
I =y1% = lx = PRI + IPp() - 1% > |2 = Pp)I,

avec égalité si, et seulement, si y = Pp(x)

Corollaire 3
Soit D = Veect(a) avec a # 0 et H = Vect(a)t. Alors

<a,x>
lal?

<x,a>

VxeE, ppx)= Tl

aet pglx)=x—




I1.2 Suites totales, suites hilbertiennes 1

l

<x,a>
lal?

|<x,a>]|

A= lal

x— al| etd(x,H)=

\.

Preuve:

Par la formule précédente, on obtient alors
<alx>

la?

VxeE, ppk)=

X,

> .
a puis

a
Puisque id — p g est la projection orthogonale sur la droite D = Vect(a), on obtient alors x — pg(x) = e
a

Soit E un espace vectoriel euclidien de dimension 3 muni d’une base orthonormée A = (i, j,k).
Soit P:x+y—2z=0,D =Vect(a) aveca=i—k etu=1+2j—k. Calculons d(u,D) et d(u,P).

Soit v=(1,1,-1), on a P = Vect(v)'. Par les formules précédentes

[<u,v> |[1+2+1] 4

d(u,P)= —
ol V3 3
et
3 1 V26
d(u,D)= |u- 22" ' = ‘—sz——” =
lall? 2 2 2

Propriété 24: Inégalité de Bessel

Soit (e )nen une famille orthonormale de E et x € E, alors la famille (< e,,x >2) . est sommable et

Y I<enx>Z<xl?.
neN

Preuve:

Pour tout partie finie J de Non a : Z (ej | x)e; est le projeté orthogonal de x sur Vect(e;,i € J)
ied

Suites totales, suites hilbertiennes

E un espace préhilbertien réel et (e;,),en une suite de E

Définition 9: Famille totale, base hilbertienne

Soit (e, )en une suite d’éléments de E.

1. (en)nen est dite totale si I'espace vectoriel qu’elle engendre est dense dans E. Autrement-dit
Vect(e,,neN)=E

2. (en)nen est dite base hilbertienne si elle est a la fois orthonormale et totale

Remarque :

Soit x € H = Vect(e,)nen, alors il existe J finie de N et (a;);cs tels que

X = Zaiei

ied

Propriété 25

Soit (e;);en une base hilbertienne E et x € E.

1. En notant P,, le projecteur orthogonal de E sur Vect(eyp,---,ey,), alors

VxeE, P,(x) x

n—+oo

La série Z <en,x>e, converge de somme x
n=0




I1.2 Suites totales, suites hilbertiennes

2. La série Z <ep,x>2 converge de somme | x |2, c’est-a-dire
n=0

Z <en,x>2=|x|? (Egalité de Parseval)

Preuve:
On fixe xe E

1. Soit € > 0. Par hypothése la suite (ei]iel\l est totale, donc il existe y € Vect(en,n €N) tel que
lx—yll<e

Soit N € N tel que y € Vect (eo,~-- ,eN). La suite (Fy,) définie par Fy, = Vect(eq, - ,ey) est croissante au sens de
Uinclusion, alors pour tout n=N, ona y€ F,, et

[Prx)—xll<lly—xll<e

2. Pour ne€N, on pose F, =Vect(eq, - ,en). On a

n
lx=Pr@)® = I = Y <eplx>?
k=0

n
2 2
0, alors ) <ep,x> P llxll

Comme P,(x)
n—+oo k=0

[ Application 1: Séries de Fourier

e/

Soit f € 62, (R), on définit les coefficients de Fourier de [ par
1 /A
VneN, a,=—| [f(t)cos(nt)dt;
TJ-n
1 /A
VneN*, b,=—[ Ff@®)sin(nt)dt
TJ-n

Alors
aO +00 .
VxeR, f(x)= > + Z (ay cos(nx)+ b, sin(nx))
n=1

Et
a2

T +00
— }”2(oc)dx——0 Z ay +b2
-7 n=1

| Exemple I
| N |

Soit f la fonction 27-périodique définie sur [—m, 7] par f(x) = x?
n

2 +00 (_
1. Montrer que Vx €[-n,n], x2 = % +4 Z cos(nx)
n=1

b

(e8]

1
2. Déduire la somme E —
—n

n=1

¢ 1
3. En utilisant I'égalité de Parseval, déduire Z i

1. La fonction f est paire donc Vn e N*, b, =0.
) . 17, 4(-1)" 2 (7 272
SoitneN .Onaan:—f x“cos(nx)dx = .Onaaoz—f x dx—— D’ou
27 n2 nJo 3

r/3

9 nz +00 (- n
Vxe[-m,nx], x°= 3 +4 Z 5 cos(nx)
oo 1 JT2
2. Pour x =7, on obtient Z — = F
3. D’apres la formule de Parseval on
117 4 +00 7.[4
— dx = —+16 P — ==
ﬂ[nx * Z uis ,;1 nt 90




I1.3 Symétrie orthogonale
Symétrie orthogonale

Soit F' un sous-espace vectoriel de E de dimension finie.

Définition 10

On appelle symétrie orthogonale par rapport a F' la symétrie vectorielle sp par rapport a F' parallelement
aF+t.

Si F est un hyperplan de E, on dit que sg est la réflexion par rapport a F.

Propriété 26

Soient a,b € E tels que |la| = ||b]| eta #b.
I1 existe une réflexion et une seule qui échange a et b.

Preuve:
» Analyse : Soit s une réflexion d’hyperplan H solution.
Onas(@)=bet s(b)=a donc s(b—a)=a—b=—(b—-a). Par suite b—a € H+. Or b—a # 0 donc H = Vectb —a'. Ceci
déterminer H, et donc s, de fagon unique.
» Synthese : Soit s la réflexion d’hyperplan H = Vectb — at. Puisque |lall = b, on a (@ +bla—b) = IIaII2 - ||b||2 =0 donc

1 1 1 1
a+beH. Ora= 5((1 +b)+ E(a —b) donc s(a) = E(a +b)— E(a —b)=b et s(b) = s%(a) = a. Ainsi s est solution.

Propriété 27

sp est un endomorphisme de E vérifiant s? = id, Ker(s —id) = F et Ker(s +id) = F*. De plus —sp = sp. et
Sp = 2pF —id

Preuve:

Puisque s est la symétrie par rapport a F et parallelement a Ft s F est un endomorphisme de E vérifiant s2=1d. Aussi
Ker(sp —Id) = F (espace par rapport auquel a lieu la symétrie) et Ker(sg +1d) = FL (espace parallélement auquel a lieu la
symétrie).

De plus —sp est la symétrie complémentaire de sg c’est-a-dire la symétrie par rapport & F L paraliélement @ F = F1+,
autrement dit la symétrie par rapport a FL.

Enfin sp =2pg —Id car pr est la projection sur F parallelement & F*.

Propriété 28
SiB = (e, - ,ep) est une base orthonormée de F alors
P
Vx€E, sF(x)=2Z <x,ej>ej—x
j=1
Preuve:

p
Pour tout x€e E, pp(x)= Z <x,ej>e;j
J=1

| Exemple I
| N |

[Symétrie par rapport a une droite vectorielle] Soit D = Vect(a) avec a #0. Alors

<x,a>
lal?

I Exemple |
| N |

[Réflexion] Soit H = Vect(a)! aveca # 0. Alors

VxeE, spx)=2

<x,a>
lal?

VxeE, spgx)=x-2

| Exemple |
| N |

Soit E un espace vectoriel euclidien de dimension 3 muni d’'une base orthonormée B = (e1,ez,e3).
Soit s la réflexion par rapport au plan P : x+y—2z =0.




I1.3 Symétrie orthogonale

Formons la matrice A de s dans la base B.

Soit @ =i+ j — k un vecteur normal a P, alors pour tout x€ E, on a :

<x,a >
s(x)=x—-2———a
lal?
On en déduit
2 1
s(i) = i—g(i+j—k)=§(i—2j+2k)
. .2 1 ..
s(j) = J‘g(l+]-k)=§(—21+]+2k)
2. . 1 . .
s(k) = k+§(l+]—k)=§(2l+2j+k)
1 1 -2 2
AinsiAzg -2 1 2
2 2 1

Propriété 29: Caractérisation des symétries orthogonales

Soit s € £(E) une symétrie. On a équivalence entre :
1. s est une symétrie orthogonale
2. Vx,yeE, (s(x)|y)=(x|s(y)).
3. VxeE, |s@)|=Ixl

Preuve:
1= 2) Supposons que s est une symétrie orthogonale.

On sait déja s2 = id. Soit p = E(S +1id) la projection associée a la symétrie s.
Pour tout x,y€ E. On a
(s()ly) = 2p(x) —x|y) = 2(p(X)|y)— < x,y >

Or (p(x)|y) = (x|p(y)) car la projection p est orthogonale donc
(s(@)]y) =2(x|Ip(¥)- < x,y >=(xI2p(y) — y) = (x|s(y))

2= 1) Puisque s% = id, les espaces F = Ker(s — id) et G = Ker(s + Id) sont supplémentaires dans E et q est la symétrie par
rapport & F et parallélement & G. Pour conclure, il suffit de montrer que G = F+.
Soient xe F et y€G.

<x,y>=(s@)|y) = (xls(y)) = x| -y)=—-<x,y> donc <x,y>=0

On en déduit que les espaces F et G sont orthogonaux. Ainsi G c FL, or diim@ = dimE — dimF = dimF~ donc G = F+L.

Corollaire 4
La matrice d’'une symétrie orthogonale dans une base orthonormée est symétrique.

Preuve:

Notons A =(a; ;) la matrice d’une symétrie orthogonale s dans une base orthonormée B = (e1,...,en).

Le coefficient d’indice (i, j) de A est la ieme composante dans B de l'image du jeme vecteur de base par p. Ainsi a; j =
(e;1s(e ).

Or p est une symétrie orthogonale donc a; j = (s(e;)le ) =(e;jls(e)) = a; ;. Par suite la matrice A est symétrique.

Corollaire 5
Les symétries orthogonales conservent le produit scalaire

Vx,yeE, (s(x)ls(y)=<x,y>
En particulier, les symétries orthogonales conservent la norme

VxeE, |s@)|=]x]




Endomorphismes orthogonaux d'un euclidien

Preuve:
Soit x,y€E, on a
(s(@)Is(y) = (xls*(y) =< x,y >

m Endomorphismes orthogonaux d’un euclidien

E désigne un espace euclidien de dimension finie n = 1

JIIBN  Matrices orthogonales

Définition 11

Une matrice A € /,(R) est dite orthogonale si *AA =1,.

On note O, (R) I'ensemble de matrices orthogonales.

| Exemple I
| N |
I,€0,[R)et—-I,c0,(R)

1. AcO,(R);

2. AeGL,(R) et A1 =tA;

3 AA=1,;

4. la famille (C1,---,C,) est orthonormale pour le produit scalaire canonique de M,, 1 (R) ;
5. la famille (L1,--- ,Ly) est orthonormale pour le produit scalaire canonique de M1 , (R);
6. A est la matrice de passage d'une BON a une BON

Propriété 30

Soit A € M,, (R) de colonnes C1,---,C, et de lignes L1,---,L,. Les assertions suivantes sont équivalentes :

Preuve:
Posons A = (ai,j)lsi,jsn'

Les trois assertions sont équivalentes.

tA—(q:: t —(b:
l1<4. Ona'A= (aJJ)lsi,an et "AA = (bl,J)lsi,jsn avec
n
bij= ) akiar;=<Ci,Cj>
donc
taa =1, = Vi,jell,nl], <Ci,Cj >= bi,j :5i,j
3 < 5. Posons A'A = (cij)ie j<n’ alors
n
¢ij= ). @ik =<LiL;>
k=1
donc

AtA:In Vi, jelll,nll, <L;L;>= Ci,j:‘si,j

p; j le coefficient général de la matrice *P. On a p; =P

Enfin, notons a; j le coefficient général de la matrice tPP. Ona

n n
!
@ij= Y DipPhj= 2 Pk,iPk,j
k=1 k=1

n
(ejle’)= 3" kP
k=1

base orthonormée de E.

4 < 6. Soit B=(e1, --,ey) une base orthonormée de E et B' = (e'l,-~~ ,el,) une famille de vecteurs de E. Notons pi,jle
coefficient général de la matrice P = MatB(e'l, e ,e/n). Dj,j est la iéme composante dans la base B du vecteur e’j. Notons

Or par calcul du produit scalaire de deux vecteurs par ses composantes dans une base orthonormée, on a aussi

Ainsi a; ;= (e’ile'.) et donc PP = I, si, et seulement si, la famille B' est orthonormée et cette derniére est alors une



III.1 Matrices orthogonales

| Exemple I
| N |

Sl

Soit la matrice A = € #3(R). Montrons que A € O3(R)

shslsk
sl
< S5

En notant C1,C5 et C3 les colonnes de A on a
<C1,02>=<C,C3>=<C1,C3>=0 et [Ci1ll=1C2ll=ICsll=1

On en déduit A € O3(R).

Propriété 31

1. O, (R) est un sous-groupe compact de (GL,(R), x) appelé groupe orthogonal d’ordre n.
2. det(0,(R))={-1,1}.

3. OF(R) = {AeM, (R), det(A) =1} un sous-groupe compact du groupe orthogonal d’ordre n, appelé
groupe spécial orthogonal d’ordre n et noté aussi SO, (R)

4. 0,,(R)={A €M, (R), det(A) = -1} est un compact de G, (R)

Preuve:

1. » O, (R)cGL,(R), I, €0, (R).
» Soient A,Be 0, (R).
AB est inversible et (AB)"' =B71A~1 =tB'A =Y(AB) donc AB€ 0, (R).
» Soit A €Oy, (R).
A~ est inversible et (A~1) " = tA) T =4A~1) donc A" € 0, (R).
Done O, (R) est un sous-groupe de (GL, (R), x).
Lapplication f : A € M, (R) — tAA est continue et {I,} fermé, donc O, (R) = f_l ({I}) est un fermé relatif @ M, (R) et
c’est donc une partie fermée. Enfin, considérons ||. || la norme euclidienne associée au produit scalaire canonique sur

M, (R). Pour A€ O,(R), |A|=4/Tr [tAA] =/Tr(I,) = \/n. Par suite O,(R) est une partie bornée. Puisque M, (R) est
de dimension finie, Oy (R) est une partie compacte car fermée et bornée.

2. Soit A€ O, (R), on a
det(A)? = det (tAA) =1

donc det(A) e {—-1,1}. Or det(I,) =1 et det(diag(-1,1,---,1))=—-1et I,,diag(-1,1,---,1) € O,(R), donc det(O,(R)) =
{=1,1}

3. O} (R) =0y, (R) N Ker(det) est un sous-groupe fermé d’un groupe compact.

4. Soit O € O}, (R), U'application ¢ : A € My, (R) — AO est continue et O,, (R) = ¢ (O,J{ ®)

Attention

O;,(R) n’est pas un sous-groupe de O,(R) puisque le produit de deux matrices de O}, (R) appartient & O} (R).

Propriété 32: Classification de O3 (R)

Soit M € Ma (R)

1. M €O (R) si, et seulement si, il existe un réel 0 unique a 2n prés vérifiant

cosf —sinf
M=R(@0)=
©) (sin@ cos@ )
(03 (R), x) est un groupe commutatif.

2. M e O5(R) si, et seulement si, il existe un réel 0 unique a 27 pres vérifiant

M=S©)= (c059 sinf )

sinf —cosf

En outre S(0)% =I5 et S(0) = ((1) _01)




III.2 Groupe orthogonal d’'un espace euclidien

Preuve:

c

a
Soit M =
ol (b d

) € M2 (R)

1. » Puisque a®+c2 =1, il existe 0 € R tel que a = cosf et b = sin#.

OnadetM)=ad-be=1eta?+c2=b2+d%=1donc
(a—d)2+(b+c)2:a2+c2+a2+02—2(ad—bc)20

On en déduit a =d et ¢ = —b puis M = R(0).
» Par le calcul et en exploitant les formules de développement de cos (6 +0')) et sin (0 +0'), on obtient

R@O)xR(0')=R(0+06").
En particulier, les matrices de rotation commutent entre elles. En outre
RO 1='R©®)=R(-0).

2. Comme a®+b% =1, il existe 0 € R tel que a = cos0 et b = sinf.
OnadetM=ad-bc=-1eta?+c2=0b%2+d2%=1donc

(0z+al)2+(b—c)2 :a2+02+a2+c2—2(ad—bc):0

sinf —cosf

On en déduit a = —d et ¢ =b puis M = (COSG sinf )

JII4  Groupe orthogonal d’un espace euclidien

Définition 12

Soit u € Z(E). On dit que u est orthogonal ou une isométrie si Vx € E, |u(x)| = ||x||.

O(E) désigne I'ensemble des automorphismes orthogonaux.

Remarque :

Idg € O(E)

Propriété 33

Les seules valeurs propres réelles possibles d'un endomorphisme orthogonal sont —1 et 1. En particulier
tout endomorphisme orthogonal est un isomorphisme

Preuve:
Si A est une valeur propre réelle de u € O(E) et x € E un vecteur propre associé unitaire, des égalités |u(x)| = l|x| et

u(x) = Ax, on déduit alors que |A| = 1.

Propriété 34: Propriétés caractéristiques

Soit u € £(E). Les assertions suivantes sont équivalentes :

1. ueOE);

2. Vx,yeE,<u(x),u(y)>=<x,y>;

3. u transforme toute BON de E en une BON de E ;

4. u transforme au moins une BON de E en une BON de E.
5

. Il existe une BON de E telle que M@:;lt(u) € 0,(R)

Preuve:
1= 2) sil’endomorphisme u conserve la norme, alors d’aprés Uidentité de polarisation, on a :

d<u@),u)> = lu@+u? - lu@) -u())?

e+ % = llute - y)I?

lx+y12—llxc—ylI>=4<x,y>

2=3) Soit B = (ei) une base orthonormale de E, alors pour tout i,j€[1,n] :

1<isn

< u(ei)lu(ej) >=< eilej >= 6ij
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Donc [u(ei)]l <i<n, @St une famille orthonormale de n éléments, c'est une BON
3=4) Evidente

4) = 5) Supposons l'endomorphisme u orthogonal. La famille (u(e1),---,u(en)) est orthonormale et c’est donc une base
orthonormée. Puisque
Matg(u) = Matg(u(eq), -, ulen))

Matg(u) € O, (R) car matrice de passage entre deux bases orthonormales.

5)=1) Supposons A =Matg(u) € O, (R).
Soit x un vecteur de E de matrice X dans la base 9. Puisque la base 9B est orthonormale | x ||2 =txx. Puisque la
matrice de u(x) dans 9B est AX, alors

lu@ )2 =YAX)AX = X' AAX =t XX = ||x|?

Ainsi u conserve la norme et donc est une isométrie vectorielle.

| Exemple I
| N |

Une symétrie orthogonale est un automorphisme orthogonal.

Attention

Il est essentiel de vérifier que la base 28 est orthonormale pour exploiter ce résultat.

\.

1. Soit u € O(E), alors Sp(u) < {—1,1}.
En particulier tout endomorphisme orthogonal est un isomorphisme

2. L'ensemble O(E) des isométries vectorielles de E est un sous-groupe compact de (GL(E),o) appelé
groupe orthogonal de E ;

3. Pour tout u € O(E), |det(u)| =1;
4. SO(E)={u€O(E), det(u) = 1} est un sous-groupe compact de (O(E), o) appelé groupe spécial orthogo-
naldeE.

5. Si F un sous-espace vectoriel de E stable par u, alors F* est stable par u et I'application induite par u
sur F (resp sur F* ) est un élément de O(F) ( resp sur O (F*) )

Preuve:
1. Si A est une valeur propre réelle de u € O(E) et x € E un vecteur propre associé unitaire. Des égalités |u(x)|l =[x |l et
u(x) = Ax, on déduit alors que |A| = 1.

2. Considérons 9B une base orthonormée de E et

©. M,R) — ZL(E)
’ M —  Matg(u)

On a ®(0,(R))=O(E) et D est continue (linéaire au départ d’'un espace de dimension finie) donc O(E) est compact.
® est un morphisme de groupe multiplicatif donc O(E) est un sous-groupe de (GL(E), o).

3. Soit B une base orthonormale de E, alors u € O(E) si, et seulement si, l\%at(u) €O, (R)

5. Si F est stable par u, u(F)c F. Notons up Uapplication induite par u sur F ; alors up € £ (F). Comme F cE, on a :
VeeF, |up@|=lu@l =z

Donc up € O(F).
Soit y e FL et soit x € F. Comme up € O(F), il existe x' €F tel quex=u (x’] et

<x,uly)>=<ulx),u(y)>=<x',y>=0

Donc FL est stable par u. Par un raisonnement analogue au précédent appliqué & u et F~ on prouve que up1 €0 (Fl]

JIIY  Automorphismes orthogonaux du plan

E désigne un plan euclidien orienté.



I11.3 Automorphismes orthogonaux du plan

Propriété 35: Classification de 6’; (R)

Pour toute matrice M € O (R) il existe un réel 6 unique a 27 prés vérifiant

M=R@©)= (C?SB —sinf

matrice de rotation d’angle 6
sinf  cos@

De plus, pour tout 0,0’ € R.
1. RO)=R(0") <=06=0" [2n]
2. RO)xR(0)=R(60+6).
En particulier, les matrices de rotation commutent entre elles.

3. RO)1=tR@O)=R(-0)

Preuve:
Soit M = (‘Z 2) €05 ®).
2

Puisque a”* + c2 =1, il existe 6 € R tel que a = cosf et b =sin6.
OnadetM=ad—-bc=1eta?+c?=0b2+d?=1donc (a—d)2+(b-t-c)2 :a2+c2+a2+c2—2(ad—bc):0. On en déduit
a=detc=-bpuis M =R(0)

1. Car

—0=0" [2n]

cosf = cos@’
sinf = sinf’

2. Par le calcul et en exploitant les formules de développement de cos (0 +0')) et sin(0+0').

3. car R(O)e @2+ (R)

Corollaire 6
(G5 (R), x) est un groupe commutatif.

\.

Preuve:
Car les matrices de rotation commutent entre elles.

Propriété 36

[Rotation du plan euclidien orienté] La matrice d'un endomorphisme r € 6*(E) est la méme dans toute
base orthonormée directe du plan E.

Plus précisément, il existe 6 € R, unique a 2m prés, tel que matrice de r dans toute base orthonormée directe
du plan E est R (6)

Preuve:

Soient B et B' deux bases orthonormées directes de E et P la matrice de passage de B & B’ . Puisque B et B' sont orthonormée
directe P € @; (R).

Notons A et A’ les matrices de I'endomorphisme r dans les bases B et B'. Ces matrices appartiennent & @2+ (R).

Par la formule de changement de base, A’ = P lAP.

OrA,Pe @’2+(R) et le groupe (@5r (R), x) est commutatif donc A' =P~1PA = A.

Ainsi, la representation de l'endomorphisme r est la méme dans toute base orthonormée directe choisie et puisque celle-ci
est une matrice de @; (R), c’est une matrice R(0) avec 0 déterminé de facon unique & 21 pres.

Définition 13

L'automorphisme orthogonal positif représenté par la matrice R(0) dans les bases orthonormées directes
du plan E est appelé rotation d’angle 6 et noté Rotg

| Exemple I
| N |
Idg = Roty , —Idg = Rot;.

Propriété 37

Soit 0,0’ € R.
1. Rotg =Roty <= 0=0" [27n]
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2. Rotg oRotgr = Rotg g = Rotgr o Rotg
3. Rotg"'=Rot_g

Preuve:
11 suffit de transposer matriciellement les énoncés.

Corollaire 7
0*(E) = {Roty| 0 € R} est un groupe abélien.

Propriété 38: Classification de 0, (R)

Pour toute matrice M € O, (R) il existe un réel 6 unique a 27 preés vérifiant

cosf sin6
M=S@0)=
© (sin(-) —cosH)

Elles vérifient S(8)% =I5

Preuve:

. a b
Soit M = (c d)'
Comme a2 +b% =1, il existe 0 € R tel que a =cos0 et b =sin.
OnadetM=ad—-bc=-1leta?+c2=b2+d2=1donc(a+d)2+®B-c)2=a2+c%2+a%+c?-2ad-bc)=0. On en déduit

cosf  sin6
sinf —cos@)

a:—detc:bpuisM:(

Propriété 39: Automorphismes orthogonaux négatifs du plan

Soit B = (i, j) une base orthonormée de E.
Pour tout automorphisme orthogonal négatif's de E, il existe 6 € R tel que

0 in 0
Matg(s) = c?s sin
sinf@ —cos0

De plus s correspond alors a la réflexion par rapport a la droite vectorielle dirigée par le vecteur u =

Bl
cos 2 I +si 2 J.

Il existe une base %' dans laquelle la symétrie est représentée par la matrice

1 0
so=(3 ¢

Preuve:

. . . . o 0
Considérons o la réflexion par rapport & la droite vectorielle engendrée par le vecteur unitaire u = cos (5

0
i+sin(§)j. Pour
tout vecteur x de E, on a 0(x) =2 <x,u >u—x donc

0 0 0
o@i) = (2cos2 (E) - 1)i+2cos(§) sin(é)j=c0s0i+sin9j et
0 0
a(j)=2cos(§)sin(g]i—(2sin2(5)—1)j=sin9i—cosej.

On en déduit que les applications linéaires o et s prennent les mémes valeurs sur i et j et sont donc égales.

JIIR?Y Réduction des endomorphismes orthogonaux

Lemme 1
Soit u € G(E) et F un sous-espace vectoriel de E stable par u, alors F- est stable par u

Lemme 2
Soit u € O(E). 11 existe des sous espaces vectoriels de E, P1,---,P,, de dimension égale a 1 ou 2, deux a deux
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orthogonaux, stables par u et tels que E = P;

L
54
1sjsr

Preuve:
On procéde par récurrence sur la dimension n =dimE = 1.
» Pour n=1ou 2, le résultat est évident.
» Supposons le acquis pour tout endomorphisme orthogonal sur un espace vectoriel euclidien de dimension p comprise
entre let n—1, avec n = 3.
Si P est un sous espace vectoriel de E non réduit a {0} de dimension au plus égale a 2 stable par u € O(E) alors Pf‘
est stable par u.
Commel<sn-1< dimPi‘ < n -1, on peut trouver des sous espaces vectoriels de E, Po,---,Pr, de dimension au plus
2, deux & deux orthogonaux et stables par la restriction de u & P+, donc par u, tels que Pi‘ = ®;:2Pi. On a alors
E=P;eP{.

. - . . a b o
Dans le cas ou n =2, la forme des matrices orthogonales est particuliérement simple : si A = ( d) €02 (R), il existe
c
alors un unique réel 0 €[0,2n] tel que :

A= cosf —sinf ou A= cosf  sin6
" |sinf®  cosf " |sin® —cosO

1

et dans le deuxiéme cas, A est orthogonalement semblable & (0

0 ) .
1) ce que l'on peut verifier avec :

>

> N

cos(§) -sin(§) (1 o) cos(§] sin

sin(g cos(%) 0 -1 —sin(g) cos

DNID NI

cosf  sinf
sinf —cosf

On peut aussi dire que A est symétrique et orthogonale, donc AZ=AYA =1, etelle est diagonalisable puisque annulée

1 0
par X2 -1 qui est scinde & racines simples dans R. Comme A # +Is, elle est orthogonalement semblable ¢ (0 1)

Soit u € O(E) avec n = 2. Il existe une base orthonormée % de E dans laquelle la matrice de u s’ecrit :

I, 0 . = 0
0 -I
D= R;
0
0 0 R,

ou pour tout k € [[1,r]], on a note :

cosf, —sinfy
sinf;, cosfy

avec 0y, €10,2n[ \ {n} et p, q, r sont des entiers naturels tels p + q + 2r = n (si I'un de ces entiers est nul, les
blocs de matrices correspondants n’existent pas).

Preuve:
On procéde par recurrence sur la dimension n =2 de E.
» Pour n =2, c’est fait avec le lemme précedent.
» Supposons le résultat acquis pour les endomorphismes orthogonaux sur les espaces euclidiens de dimension p comprise
entre 2 et n—1 et soit u € O(E) avec n =dim(E) = 3.
A Si u admet 1 ou —1 comme valeur propre, pour tout vecteur propre unitaire e associé a cette valeur propre, le sous
espace vectoriel H = Vect(x)! est stable par u et il existe alors une base orthonormée By de H dans laquelle la
matrice de la restriction de u a H est de la forme :

I, 0 0
0 I,
Ay = Ry
0
0 0 R,
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+1

Dans la base orthonormée {e1}U %1 la matrice de u est A = ( 0 A
1

), qui se raméne bien a la forme souhaitée en

permutant au besoin eq1 avec l'un des vecteurs de %1.

A Si toutes les valeurs propres de u sont complexes non réelles, on a alors une décomposition E = @Lr:lPk ou les Py,
sont de dimension 2 deux & deux orthogonaux et stables par u. Letude du cas n =2 nous dit alors qu’il existe, pour
tout k compris entre 1 et r, une base orthonormée %y, de Py, dans laquelle la matrice de u est de la forme :

(cos@k —sinek)
Ry, =|.
sinfp  cosOp

avec 03, €10,2n[ \{n}. En réunissant toutes ces bases, on obtient une base orthonormée de E dans laquelle la matrice

de u est :
Ry 0 - 0
0 R
A= 2
o
0 0 R,

Remarque :

On a p = dim(Ker(u — Id)) et ¢ = dim(Ker(u + Id)) avec p + q +2r = n. De plus u € 0" (E) [resp. u € 0~ (E)] si,
et seulement, si g est pair [resp. impair].

Corollaire 8
Soit A € 0,(R) avec n = 2. Il existe une matrice P € 0, (R) telle que :

I, 0 sco  ooo ()
0 -I,

‘PAP=(: .. R,
. .0
0 -« .« 0 R,

Preuve:

A est la matrice dans la base canonique R" d’'un endomorphisme orthogonal u et la matrice de passage P de la base

canonique & une base orthonormée dans laquelle la matrice de u a la forme indiquée est orthogonale, donc telle que
pl=tp

Propriété 40: Isométries positives en dimension 3

Soit E un espace euclidien de dimension 3 et f € O" (E), alors
1. 1eSp(f);
2. Il existe une base orthonormale directe 9 = (u,v,w) dans laquelle la matrice de [ est de la forme
1 0 0

0 cosf —sinf ou 0¢€[0,2n]
0 sinf cosf

f est dite la rotation d’axe dirigé et orienté par u et d’angle 6. On la note Rot, g

Preuve:
Soit A la matrice de u dans une BON de E.
1. Ona
det(A —I3) = det [A - tAA) = det(I5 —tA) = — det(A — I3)
Donc det(A —I3) =0, puis 1€ Sp(f).

2. On applique le théoréme ?? & f € O1 (E), avec p + q +2r = 3 et puisque q est pair, alors on a trois cas possibles p = 3,
(p,q,r)=(1,2,0) et (p,q,r)=(1,0,1) qui correspondent respectivement aux cas suivants

1 0 0 1 0 0 1 0 0
0o 1 0f, |0 -1 O et |0 cosf@ —sinO| o 6¢€]0,2x[\ {7}
0 0 1 0o 0 -1 0 sinf cos6
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Propriété 41

Soit f la rotation d’axe D dirigé et orienté par un vecteur unitaire u et d’angle 6.

1. Pour tout x vecteur de E
f(x)=cos(@).x+(1—-cos(0)) <x,u>u+sin(@).u Ax
En particulier si x est orthogonal a u
f (x) = cos(0).x +sin(@).u A x

2. Si x est un vecteur unitaire orthogonal a u, on a :

cos(f) =<x,f(x) >= w et sin(f) = Det(u,x, f(x))

Si x un vecteur non colinéaire avec u, alors sgn(sinf) = sgn (Det(u,x, (x)))

Preuve:

1. On commence par le cas ot x est orthogonal & u.
» Casx=0:0k )
x UNL

» Casx#0:Posonsi=—et j=uAni= .
llcll llzell

La famille B = (i, j) est une base orthonormée directe du plan P = DL
Pour x € P, f(x) =Roty(x) = [|x[|Rotg(i) = llx[| (cos 6.1 +sinf.j) = cos(0) .x + sin(0).u Ax
Revenons au cas général. Soit x € E et notons p la projection orthogonale sur D et q celle sur DL. Alors

px)=<x,u>uetqgx)=x—-<x,u>u
Puisque f(x) = f(p(x)+ q(x)) = p(x) + f(q(x)) avec q(x) € DJ', la formule précédente donne
f(x) = p(x) +cos(0).q(x) + sin(0).u A g(x)

puis
f(x) =cos(0).x + (1 —cos(0)) <x,u >u+sin(0).u Ax

2. Si x est un vecteur unitaire orthogonal a u, on a :
<x,f(x)>=cos(@) | x ||2 +sin(0) < x,u A x >= cos(0)
Det(u,x,f(x)) =<unzx,f(x)>=cos(@) <uAx,x>+sin@)||unx ||2 =sin(0)
[ Exemple |
Sloient B =(i,j,k) une base orthonormée directe de E et [ la rotation d’axe D dirigé et orienté par u =
V3

Formons la matrice de f dans la base B.

(i +j—Fk) et d’angle 0 = g

On acos(Z)=1 et sincos(Z) = ‘/75, donc par la formule

VxeE, f(x)=cosO.x+(1-cosO)<x,u>u+sinf.unx

on obtient

1 1 1
f(x)=§x+é<x,i+j—k>.(i+j—k)+§.(i+j—k)/\x

On en déduit

fG) =2i-1j-2k
fG) =3i+3i+3k
fk) =3i-2j+2k
puis, la matrice
2 2 1

1
Mat(f)=5|-1 2 -2
-2 1 2




Endomorphismes symétriques

l Exemple I
| N |

Soit f I'endomorphisme de E dont la matrice dans une base orthonormée directe B = (i, j, k) est la matrice
A suivante :

A=

oS = O
= o O
oS O =

Montrer que f est une rotation et déterminer ses éléments caractéristiques

Les colonnes de A sont unitaires et deux a deux orthogonales donc A € O3(R) puis f € O(E).
Soit u =xi +yj+zk € E. Apres résolution

fw=u—=x=y=z

3
L'ensemble des vecteurs invariants par f est une droite dirigée par le vecteur u = %(i +j+k), on en
déduit que f est une rotation autour de la droite D.
Orientons la droite D par le vecteur u et déterminons I'angle 0 de cette rotation. Puisque Tr(A)=1+2cosf

1
et Tr(A) =0, on obtient cosf = ——.

Déterminons le signe de detu,i, f(i)

V3
3

| &

Det (u,i,f (i) =

[HF "
oS O -

2
On en déduit sin0 > 0 puis 6 = ?” [271.

3 2n
Finalement f est la rotation d’axe dirigé et orienté par u = g (i +j+k)et dangle 3

Endomorphismes symétriques

E un préhilbertien réel.

Endomorphisme symétrique

Définition 14

Soit u € L(E).
On dit que u est symétrique si Vx,ye€ E, <u(x),y>=<x,u(y)>

| Exemple I
| U |

Les projecteurs orthogonaux sont des endomorphismes symétriques.

Notation :

S (E) désigne 'ensemble des endomorphismes symétriques de E

Propriété 42

Soit u € S(E) et F un sous-espace vectoriel de E stable par f. Alors F' est aussi stable par u

Preuve:

Soit y € F+, alors pour x € F, on a u(x) € F et outre

<x,u(y)>=<u(x),y>=0

Ceci vrai pour tout x € F, donc u(y) € Fl



IV.2 Cas euclidien

IN€VM] Cas euclidien

Propriété 43

Soit E un espace euclidien et u € £ (E) un endomorphisme symétrique, alors

Im(u)= (Keru)l

Preuve:
Soit x € Keru et y € Imu. On peut écrire y = u(a) avec a € E et alors

<x,y>=<ux,ula)>=<u(x),a >=<0,a >=0

Ainsi, les espaces Imu et Keru sont orthogonaux et donc Imu < (Keru)* puis Uégalité par les dimensions.

Propriété 44

[Caractérisation des symétriques] Soit E un espace euclidien, 98 une BON de E et u € £(E). Alors

ueSKE)— Ngt(u) €S, R

Preuve:

= Supposons u symétrique et étudions A = (ai,j) = Mg?t(u)'

1<i,j<n

On a a;jj=<e;,ulej)> et donc par symétrie
a; ;=< ei,u(ej) >=< u(ei),ej >=aj;

La matrice A est donc symétrique

< Sila matrice A = (ai, j) = Mggt(u) est symétrique.

1<i,j<n

Soit x,y € E de colonnes coordonnées X et Y dans la base orthonormée 9, on a
<ulx),y>=YAX)Y =txtAYy

et
<x,uly)>='XAY

OrtA=A, donc <u(x),y >=<x,uly)>

Attention

I1 est essentiel de vérifier que la base % est orthonormale pour exploiter ce résultat.

Propriété 45

[Caractérisation des endomorphismes involutifs, idempotents] Soit E un espace euclidien et u € L(E).

1. u est un projecteur orthogonal si, et seulement, si u est symétrique et u? =u ;

2. u est un symétrie orthogonale si, et seulement, si u est symétrique et u? =idg.

Preuve:

1. =) u est un projecteur, donc u?=u.

Le projecteur u est orthogonal donc Vx,y € E,

<x—ulx),uly)>=<x,y-u(y)>=0

donc
<x,u(y) >=<u(x),u(y) >=<u(x),y >

d’our u est symétrique.

<) On a u? = u donc u est un projecteur et puisque u est symétrique donc Keru = (Imp)* d’ou le projecteur u est
orthogonal.

2. =) On a u est une symétrie donc u? =idg.

La symétrie u est orthogonale donc u € O(E).

<) Onau?= idg donc u est une symétrie.
Soient x € Ker(u —id) et y € Ker(u +1id), on a

<x,y>=<ux),y>=<x,u(y)>=-<x,y>

done <x,y>=0 d’ou Ker(u —id) L Ker(u +1id) d’ott la symétrie u est orthogonale.



IV.3 Théoreme spectral

A3 Théoreme spectral

Propriété 46

Soit u € S(E). Alors u admet une valeurs propre réelle

Preuve:
Soit %B une base orthonormée de E et A = Mat(u). On a u € S(E) donc A est symétrique.

Soit A€ Spc(u) donc A€ Spc(A) et par sulte 3X € M1 (CN{0},AX = AX. On a AX = AX donc AX = AX =AX = AX car
A = A puisque A € Mp[R). On a "XAX = PXX = 1| X 2et!XAX = tAX)X = HAX)X = APX X = | X2 donc M| X2 =
X2 Or X #0 donc A=A d'ow L€R.

Propriété 47

Soit u € S(E) et A, € Sp(u) avec A # u, alors E(u) et E,(u) sont orthogonaux.
En particulier, les espaces propres de u sont en somme directe orthogonale.

Preuve:
Soient A, € Sp(u) tels que A # i, x e Ej(u) et y € Ey(u).
Ona
<u(x),y>=<Ax,y>=A<x,y>
et

<x,uly)>=<x,uy>=p<x,y>

donc (A—p)<x,y>=0. Or A # pdonc <x,y >=0 et par suite E y(u) J_E“(u).

Théoreme 4

Spectral Tout endomorphisme symétrique d’un espace euclidien E est diagonalisable dans une base ortho-
normale.

Preuve:
Soit u € S(E), on pose F = é Ej(w).

AeSp(u)
Le sous-espace vectoriel F est stable par u donc FL aussi.
Par Uabsurde, supposons F+ # {0g}). Lendomorphisme induit par u sur FL est symétrique, il possede donc au moins un
vecteur propre. Or celui-ci est aussi vecteur propre de u et donc élément de F. Clest absurde car FnF+ = {Og}). Ainsi, E est
la somme directe des sous-espaces propres de u et puisque ceux-ci sont deux & deux orthogonaux, on peut former une base
orthonormale adaptée a cette décomposition, base qui diagonalise u.

Théoréme 5

[spectral :Version matricielle] Soit A € S, (R), il existe P € O,(R) telle que P"1AP =*PAP soit diagonale.

Preuve:

Soit A € S, (R).

Munissons E =R" du produit scalaire canonique et considérons u 'endomorphisme de R" représenté par A dans la base
canonique.

Puisque A est symétrique et 9B orthonormée, l'endomorphisme u est symétrique. Il existe donc une base orthonormée %'
diagonalisant u. Par changement de base, on a alors A = PDP~1 qvec D diagonale et P orthogonale car c’est une matrice
de passage entre deux bases orthonormées.

Corollaire 9
Pour A € M,(R), *AA est diagonalisable

Preuve:

YA A est symétrique réelle.

Remarque :

1
Le résultat est faux pour les matrices symétriques non réelles. En effet, la matrice A = (i _L 1) n’est pas

diagonalisable car elle est non nulle et nilpotente (A2 = 0) et la seule matrice nilpotente diagonalisable est
la matrice nulle.




IV.4 Extrémum sur la spheére

Extrémum sur la sphere
Propriété 48: Extrémum sur la sphere

Soit u un endomorphisme symétrique. Posons Amin = min (Sp (v)) et Amax = max (Sp (v)). Alors

V€E, Aminllxl® <<u(x),x>< Amaxllx |l
En particulier x — < u(x),x > est bornée sur la sphére unité et atteint ses bornes et

min (< u(x),x>)=Apin et max (<u(x),x>)=Amax
[l ll=1 flxll=1

Preuve:
Soit B =(e1,:-,en) une base orthonormale diagonalisant u et A1,--+,An € R les valeurs propres de u avec u(e;) = A;e;.

n n
Pour x € E, on peut écrire x = ), x;e; et on a alors u(x)= Y Ajxje;.
i=1

i=1
Puisque la base 9B est orthonormale,

n n
lxi?=Y 22 et <u@),x>=Y A;x?
i=1 i=1

Or, pour tout 1 <i<n, on a Apyin < A; < Amax, donc

2 2
Amin 1219 s<u(x),x >< Amax [ x|l

Corollaire 10 (Extrémum sur la sphere)
Soit A € S, (R) une matrice symétrique. Posons Apin = min (Sp (A)) et Amax = max (Sp(A)). Alors

VX €Mn1(R), Amin | X% < "KAX < Amax | X117
En particulier X — *X AX est bornée sur la sphére unité et atteint ses bornes et

. t t
XAX)=Apin et XAX)=21
pin, ( )=Amin € jmax ( J) = Aisers<

Formes linéaires d’un espace euclidien

E un espace euclidien de dimension n € N*,

Formes linéaires d'un espace euclidien

Notation :

Soit a € E on consideére la forme linéaire f, définie par f, : x —<x,a >

Propriété 49

L'application f : E — E*, a — f, est un isomorphisme d’espaces vectoriels appelé I'isomorphisme cano-

nique de E sur E*.

Preuve:
» [ estlinéaire;
» [ estinjective car < x,a >=0, pour tout x € E, donne a =0;
» la conclusion résulte donc de dimE = dimE*

Corollaire 11
En particulier, Vpe E*,qla € E,Vx € E,p(x) =< a,x >.

\.

Attention

Le résultat est faux si E est un espace préhilbertien de dimension infinie.




V.2 Adjoint d'un endomorphisme

A1  Adjoint d'un endomorphisme

Propriété 50

Soit u € £(E) alors il existe un unique v € £(E) tel que

Vx,yeE, <u(x),y>=<ux,v(y)>

v s’appelle I'adjoint de u et on le note u*.

Preuve:
Existence: Soit y € E, Uapplication x — < u(x),y > est une forme linéaire sur E. Donc, il existe un unique z € E tel que
VeeE, <u(x),y>=<x,z2>.

On définit Uapplication de E dans E par v(y) =z

Linéarité de v : Soit x,y € E et A€ R. Pour tout z € E et par linéarité du produit scalaire, on obtient :
<v(Ax+y)—Av(x)—v(y),z >=<v(Ax + ),z > -A <v(x),z > - <v(y),z >
Il s’ensuit par définition de v et par linéarité du produit scalaire :

<v(Ax+y)—-Awx)-v(y),z> = <Ax+y),uz)>-A<x,u(z)>-<y,u(z)>

<0,u(z)>=0
Le vecteur v(Ax +y) — Av(x) —v(y) appartient a ELl-= {0}, donc
v(Ax+y)— Av(x)—v(y)=0

Ce qui montre que v est linéaire

Unicité: Si w une application de E dans E telle que
V(x,y) € E2, <u(x),y>=<x,w(y)>.

Pour (x,y) €E2 ona< x,0(y) >=<x,w(y) >, soit <x,v(y)—w(y)>=0, d’oir v(y)=w(y) pour tout ye E et v=w

| Exemple I
| N |

1d;, = 1dg

| Exemple I
| N |
Soita,b€E etu:x—<a,x>b. Déterminons u”*.

Soit x,y€ E, on a

<u(x),y> = <<x,a>b,y>
= <x,a>.<b,y>

= <x,<<b,y>,a>>

Doncu*:x—<b,x>a

I Exemple I
| N |

Soit E = M, (R), muni du produit scalaire < A|B >=Tr (*AB).
Soit A€ E, posonsu:X € E— AX. Trouvons u*.

Soit X,Y e M, (R), on a

<uX),Y> = <AX,Y>
= Tr("(AX)Y)
= Tr(*X'AY)
= <X,'AY >
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Donc

Propriété 51

Soient u,v € L(E) et a € R. Alors :

1 (au+v) =au*+v*;

W =u;

u— u* est un automorphisme d’espaces vectoriels sur £ (E).
(wov)*=v*ou*;

Pour tout k € N, (uk)* =w*);

Pour tout P e RIX], on a P(u*)=(P(u))*;

siu € GL(E), alors u* € GL(E) et (u*)™! = (u™1)*.

NS ok N

Preuve:
1. Soit x,y € E. Par définition de l'adjoint, on a :

<(au+v)* (x),y> = <x|(au+v)(y)>=<x,au(y)+v(y)>
= a<x,u(y)>+<xlv(y)>
= a<u*@),y>+<v @|y>
= <au*(@)+0* @),y >=<(au* +v*)(x),y >
Donc
VxeE, (au+v)*(x)= [au* +v*](x)
Puis (au+v)* =au™* +v*
2. La proposition Y(x,y) € E2, <u*(x),y >=< %l (w*)*(y) >=<x,uly) > donne (u*)* = u.

3. T:u— u* est un endomorphisme d’espaces vectoriels sur £ (E) tel que T2=1d £(E), donc c’est un automorphisme de
Z(E)

4. Soit x,y € E. Par définition de l'adjoint, on a :

<(uov)(x),y> <u(@®),y>=<v(x),u*(y)>

<x,v" (u* () >=<x,([v* ou™)(y) >
Donc légalité (uov)* =v*ou™
5. Par récurrence sur k

6. D’aprés Uassertion précédente.

7. Ona
Idg =Idg = (uou_l)* = [u_l)* ou®,

donc u* est un automorphisme et (u*)_l =@ "

Propriété 52

Soit % une base orthonormale de E, u€ L(E) et A = l\/Ig?t(u). Alors

~

. Mggt(u*):tA;
2. rg(u*)=rg(u);
3. tr(u*)=tr(u);
4. detu™ =detu ;
5

. Xu* = Xu €ty =y,

Preuve:
Soit % = (e;)1<j<, une BON de E
1. Soiti,je [[1,n]]2, ona
<ej,ule;)>=<u*(e;),ej>=<ej,u"(e;)>

D’ow la conclusion car Mgg\t(u) =(< ej,ule;) >) pour u € L(E)

1<i,jsn

2. rg(A)=rg(*A).
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3. Tr(A)=Tr(*A)
4. det(A)=det(*A)

5. YA =Xtp €t A =Tty
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