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Rappels de sup

Dans ce chapitre
» K désigne Rou C;
I est un intervalle de R d’intérieur non vide ;
E désigne un espace vectoriel normé de dimension finie n > 1;
2(1,E) désigne I'ensemble des fonctions dérivables sur [ a valeurs dans E ;
Z(E) désigne 'ensemble des endomorphisme de E ;

% = (ej)1<j<n une base de E ;
Siue Z(E)etxeE, onnote u.x plutot que u(x);

YE)<xE —E
Comme B : { (E) est bilinéaire, si a € 2(I, Z(E)) et si p € D(I,E), en notant

(u,x)— u.x
vl I=E
PN e a0

Y YVYVYYVYY

alors a.pe 2(I,E) et

- Rappels de sup

Equations linéaires scalaires d’ordre 1

(a.9) =d .p+a.¢

Rappel :

On appelle équation différentielle (scalaire) linéaire d’ordre 1 définie sur I toute équation de la forme
(L): x'=ax+b

d’inconnue x: I — K, ou a,b : I — K deux fonctions continues.

» l'équation (H): x'=ax est dite homogéne ou sans second membre (associée a (L)).

» Résoudre, ou intégrer, une équation différentielle, c’est trouver toutes les fonctions x : I — K dérivables
telles que Ve I, x'(t) = a(t)x(t)+b(t)

I Exemple |
| N

Pour a € C, la solution générale de I'équation x' = ax est x : t — Le® o A € C

Propriété 1: Régularité des solutions

Si ¢ est solution de (L) : x' = a(t).x + b(¢) (ot a et b sont continues sur I), alors ¢ € €1 (I,K).

Prolongement : si a et b sont de classe €* alors ¢ sera de classe €*+1.

Preuve:
Soit x une solution de (L). La fonction x est dérivable, donc elle est continue sur I et on a :

viel, x'(t)=a(®)xt)+b(t)

La fonction x' est continue sur I et donc x est de classe &1

Théoréme 1: Cauchy-Lipschitz

Soit a,b : I — K deux fonctions continues. Le probléme de Cauchy :

x'=ax+b
{ outogel et xgelK

x(tg) = x9




I.1 Equations linéaires scalaires d’ordre 1

admet une et une seule solution. Une telle solution est donnée par

x(t) = eA®

t
xo+ | b(s)e ™A@ ds)
to

Ou A est la primitive de a sur I qui s’annule en t(

Preuve:
Introduisons A la primitive s’annulant en tqy de la fonction continue a : I — K
» Unicité : Si x est solution alors

(x(t)e““”)/ = («/() - a®)x(®) e AP = p(1)e =AW
done t— x(t)e 4D est de classe €1 et

t
xe A0 = x(to) + f b(s)e A gs
to

Puis ;
x(2) = A0 (xo 1| b(s)e A ds)
to

» Existence : La fonction définie par

x:t—»eA(t)

¢
X0 +f b(s)e AB) ds)
to

est bien solution.

| Exemple I
| N |

Soit a,b : R — R deux fonctions continues avec a impaire et b paire. Montrer que I’équation différentielle
(E) y'(t) + a(®)y(t) = b(2)

admet une unique solution impaire.

Il y a deux clés pour résoudre cet exercice :

» toute fonction impaire vaut 0 en 0;

» Léquation différentielle (E) admet une unique solution yg vérifiant yy(0) = 0.
Ceci montre déja I'unicité : s’il y a une fonction y impaire solution de (E), elle vérifie y(0) = 0 et doit donc
étre égale a yg. Réciproquement, on doit prouver que yo est impaire. On va poser z(¢) = —yo(—t). z est
solution de (E). En effet,

2/ +a®)z(t) = yo (=) — a®)yo(—1t) = y5 () + al(—)yo(t) = b(—¢) = b(2),

car yg est solution de (E), a est impaire et b est paire. z est donc solution de (E), et satisfait de plus z(0) = 0.
Ainsi, par unicité au probléme de Cauchy, z est égale a yy, et donc y( est impaire.

Propriété 2: Structure de ’ensemble de solution

Notons Sy, et Sy les ensembles de solutions respectifs de (L) et (H)

1. Sy est une droite vectorielle de € (I,IK) engendrée par

{— eA(t)

ou A désigne une primitive de la fonction continue a.

2. Sy, est un sous-espace affine de € L(I,K) de direction Sgz

Preuve:

1. On sait déja que Sy est un espace vectoriel. Lapplication S — K, ¢ — ¢(t() est visiblement linéaire et le théoreme
de Cauchy Lipschitz assure que cette application est bijective (puisque pour tout xg € K, il existe une unique solution
définie sur I vérifiant ¢(to) = yo). Lapplication en question est donc un isomorphisme d’espaces vectoriels et les deux
espaces vectoriels ont donc méme dimension.

2. Par le théoréme de Cauchy-Lipchitz linéaire Sp, # @, et considérons xp € Sy, Alors x € S, < (x—xp) €Sy. On a en



I.1 Equations linéaires scalaires d’ordre 1 “

effet : x;) =a(t)xp +b Donc
xeSp = (x-xp) =a.(x—xp)

Donc S, =xp +Sg

I Exemple I
| N |

Prouver que toute solution de I'équation différentielle y' + et y =0 admet une limite nulle en +oo.
On sait que toute solution s’écrit sous la forme

y(x) = ke™ avec A(x) = —f et dt.
0

> 1 d’ott I'on déduit que pour x > 0,

X 2 X
f el dt?f 1=x.
0 0

On en déduit que A(x) tend vers —oo quand x tend vers +oo et donc par composition et produit que y(x)
tend vers 0 lorsque x tend vers +oo.

Or,pour t=0,0onae

| Exemple: S l
| N |

it @ un réel non nul. Soit f continue sur R et périodique de période T # 0. Montrer que I'équation différen-
tielle y' + ay = f admet une et une seule solution périodique sur R, de période T'.

On sait que les solutions sur R de ’équation proposée sont les fonctions de la forme :

X
g: x-—»)Le_“x+e_‘”f e’ f()dt, LeR.
0

Dans ce cas, pour x € R, g(x + T) = Le @6+ 4 g=alx+T) f(;HT e f(t)dt. Or,

x+T x x+T x T
f ea‘f(t)dtzf e“tf(t)dt+f eatf(t)dtzf e‘”f(t)dt+f D e+ T)du
0 0 x 0 0

x T
=f e“tf(t)dt+e“Tf e f(w)du.
0 0

Donc,

x T
gx+T)= e ®*+D 4 efa(’”T)f e F(t)dt+ efaxf e f(u)du
0 0
T
= e~ 0T | gmale+T) f e F(t) dt + g(x) — Ae %,
0

Par suite,

T
g est T-périodique < Vx € R, le ¢*+D) 4 e_“(“T)f e @) dt—Ne™ ¥ =0
0

T —aT
s AMl-eT)= efan

() dt o A= —
0 1

_e—aT

T
f e f(t)dt
0

(e7%T #1 car a #0 et T #0). D’ou1 I'existence et l'unicité d’une solution T-périodique :

—-aT

T x
VxeR, g(x) = I [ e’ f(t) dte ™ + e_“xf e f(2) dt.
0 0

_e—aT

Propriété 3: Principe de superposition

Soit a: I — K continue et soit (b;);; une famille des applications continues de ¢ (I,K) et x; une solution
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de I'équation
L)) :x'=ax+b;

m m
Alors ) x; est une solution particuliére de x' =a.x+b avecb=)_b;
i=1 i=1

Preuve:

m
x= Z x; est de €1 sur I comme somme de fonctions de €1 sur I et
i=1

Théoreme 2: Variation de la constante

Soit A € €1(I,K), alors x : t — A(t)e® est une solution de I'équation (L) si, et seulement si,

() = b(t)e 2D

Preuve:
x:t— A)eAD est de €L sur I et

&) = V' 0)eAD 4 a)A)eAD = a(t)x(t) + 1 (1)eAD

Donc x est solution de (L) si, et seulement si, A/(t)eA(t) =b(t) si, et seulement si, () = b(t)e_A(t)

| Exemple I
| N |

Résolvons sur R, I'équation
L): A+2)y +2ty=1

Puisque V¢ €R, on a 1+¢% #0, alors

2t 1
L): (1+2)y' +2y=1y =- y—
@ Wy + 2ty YT T 1e e
(L) est équivalente a une équation différentielle linéaire d’ordre 1 définie sur R.
2t
» Solution de ’équation homogéne : y' = ) .

Ona

1+1¢2

Donc les solutions de '’équation homogeéne sont de la forme

2t
f— dt:—ln(1+t2)+cte

2 A
cte— e M) = T gvec AeR
o 1+¢2
» Solution de I'équation complete : Par la variation de la constante y: ¢t — Ae~In(1+t%) 12 avec

A € €1(R), est solution de I'équation compléte si, et seulement si,

1
A@) = m‘eln(h—tz) =l At)=t+a

Donc les solutions de ’équation compléte sont de la forme

2 t+a
yit— le M) = 1o avee aeR
+

| Exemple I
| N |

Soit f € €1(R) telle que : f(x) + f'(x) —— 0. Montrer que f(x) —— 0.
x—+00 xX—+00
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On pose g = f + f'. Alors f est solution de ’équation différentielle f + f' = g. On résout cette équation.
Léquation homogene est '+ f = 0 dont la solution générale est donnée par Ae *. On résout '’équation avec
second membre par la méthode de variation de la constante : en posant f(x) = A(x)e™™, on trouve

N(x)e™ = g(x),

et une solution particuliére est donnée par
X
folx) = e_x[ g(t)eldt.

0

Finalement, toute fonction f vérifiant f + f' = g s’écrit
X
flx)=Ae™™ +e_xf g(t)e'dt.
0

Pour montrer que f tend vers 0 en +oo, il suffit de prouver que e™ féc g(t)eldt tend vers 0 lorsque x tend
vers +oo. Pour cela, on va utiliser que g tend vers 0 en +oo, et on va couper l'intégrale en 2. Soit € > 0. 11
existe A >0 tel que, pour t > A, on a |g(¢)| <e. Soit M = féq lg(t)e~t|dt et soit B = A tel que, pour x =B, on a
e *M < ¢. Alors, pour tout x = b, il vient

N

A x
e_xfo Ig(t)e_tldt+e_fo lg@)le tdt

e ” fx g(t)e_tdt'
0

N

X
e‘xM+e_xf eetdt
A
2€.

A

On a bien prouvé que lim, o, f = 0.

{ Exemple: R }

soudre les équations différentielles suivantes en trouvant une solution particuliére par la méthode de
variation de la constante :

1.y —(2x- %)y =1 sur 10; +oo[
2. y'—y=x"exp(x) surR, avec k €N
3. x(1+1n%(x))y’ +2In(x)y = 1 sur ]0; +oo[

L.y —@x—1)y =1 sur10;+ool
a) Résolution de ’équation homogeéne y' — (2x — %)y =0.
Une primitive de a(x) = 2x — % est A(x) = x2 —Inx, donc les solutions de I’équation homogene sont
les y(x) = Aexp(x® —Inx) = )L;lc exp(x?), pour A une constante réelle quelconque.

b) Recherche d’une solution particuliere.
Nous allons utiliser la méthode de variation de la constante pour trouver une solution particuliere
a léquation y’' — (2x — %)y = 1. On cherche une telle solution sous la forme yg(x) = /l(x)% exp(x?) ot
x — Ax) est maintenant une fonction.
On calcule d’abord
yox) = )L'(x)% exp(x?) + Ax) (_xiz + 2) exp(x?)

Maintenant :
. ! 1
yo estsolutiondey —(2x+-)y=1
x
, 1
— yy—(2x— ;)yo =1

exp(xQ) —-(2x— l))L(x)1 exp(xz) =1
x X

= A (x)xexp(x?) + Ax) (— xiz +2

1
— A (x)=exp(x?) =1 cela doit se simplifier !
x

— A (x) = xexp(—x?)




I.1 Equations linéaires scalaires d’ordre 1

Ainsi on peut prendre A(x) = —% exp(x2), ce qui fournit la solution particuliere :
yolx) = A(ac)l exp(x?) = —l exp(—xz)l exp(x?) = — i
x 2 x 2x
Pour se rassurer, on n’oublie pas de vérifier que c’est bien une solution !
¢) Solution générale.
L'ensemble des solutions s’obtient par la somme de la solution particuliére avec les solutions de
Iéquation homogeéne. Autrement dit, les solutions sont les :

y(x) = Lt exp(x?)  (AeR).
2x X

2. y'—y=x"exp(x) sur R, avec k € N
a) Résolution de I’équation homogéne y' —y = 0.
Les solutions de I’équation homogeéne sont les y(x) = Lexp(x), A € R.
b) Recherche d’une solution particuliére.
On cherche une solution particuliere sous la forme yg(x) = A(x)exp(x) ou x — A(x) est maintenant
une fonction.

Comme y;(x) = A'(x) exp(x) + A(x) exp(x) alors

yo est solution de y' — y = x* exp(x)
— A (x)exp(x) + A(x) exp(x) — Ax) exp(x) = " exp(x)
> A(x)exp(x) = x* exp(x)
— V(x) ="

On fixe A(x) = ’f: 11 , ce qui conduit a la solution particuliére :

k+1
yolx) = r 1 exp(x)
¢) Solution générale.
L'ensemble des solutions est formé des
xk+1
y(x) = P11 exp(x) + A exp(x) (ALeR).

3. x(1+1n%(x))y’ +2In(x)y = 1 sur ]0; +oo[
Le coefficient de y' ne s’annule pas sur ]0; +oo[, '’équation peut donc se mettre sous la forme
, 2lnx 1
+ 20 2
x(1 +1n*(x)) x(1+1n*(x))

a) Les solutions de ’équation homogene associée sont les y(x) = 1eA®, oul A est une primitive de

a(x) = —% et 1 € R. On peut donc choisir A(x) = —In(u(x)) avec u(x) =1 +1n?(x). Les solutions
A
de I’équation sont les y(x) = )Le_ln(1+ln2(x)) =—.
1+1In*(x)

b) Utilisons la méthode de variation de la constante pour trouver une solution particuliére de I’équation

avec second membre. On cherche yy(x) = 1+;1Lfl§)(x)’ avec A une fonction dérivable. Or z(x) = t

solution de ’équation homogene et yo(x) = A(x)z(x) :

1
1+In2(x) es

yo est solution

s 2Inx B 1
Yo x(1+ ln2(x))y0 B x(1+1n2(x))
2lnx 1
A A ! _ =
= A @)z(x)+ AMx) |z (x)+ «a +1n2(x))z x A I2)
=0

A(x) 1

1+In2(x)  x(1+1n%(x))

1
= MVNw)==
x

Inx
1+In2(x)

On peut donc choisir A(x) =1nx, ce qui donne la solution particuliere yo(x) =
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¢) Les solutions sont obtenues en faisant la somme de cette solution particuliére et des solutions de
I’équation homogene : ce sont les

Inx+ A
1+1In%(x)

Propriété 4: Reste Polynome-Exponentielle

On se place dans le cas a € K et le second membre est exponentielle-polynome b : ¢t — P(t)e* oi1 P est une

y(x) = AeER)

fonction polynomiale et a € K. Alors I'équation
x' =ax+P(t)e™

admet une solution particuliére de la forme x,(t) = Q()e™ o1 Q est une fonction polynomiale.
» Sia=a, alors deg® = deg(P)+ 1 ( Plus précisement @ est une primitive de P)
» Sia#a, alors deg@ =degP

| Exemple I
| N |

Résolvons sur R de I'équation y' + 2y = 2xe* + e 2% qui s’annule en 0

» Les solutions sur R de 'équation homogeéne y’ + 2y = 0 sont toutes les fonctions x — le %* (1eR).

» Cherchons une solution particuliére de y' +2y =xe* (E1).
Vu que 1 # -2 est le coefficient de x dans e*, on cherche une solution particuliére sous la forme
y1:x— (ax+b)e*,oua,beR. On a alors :

yi+2y1=(Ba—1)x+(a+3b)e"

[SSR

NN

3a—-1=1 a=
Pour que y; soit solution de (E1), il suffit que : @ c’est-a-dire
a+3b=0 b=—

Ainsi, y1 :x— e* est une solution particuliere de (E1).
» Cherchons une solution particuliere de y' +2y =e~2* (E3).
Vu le coefficient de x dans e~2*

oua,beR. On a donc:

, on cherche une solution particuliere sous la forme vy : x — (ax + b)e 2%,

yé +2y9 = ae %

Pour que y9 soit solution de (E9), il suffit que a = 1.
Ainsi, yg : x — xe 2* est une solution particuliere de (E2).
Via le principe de superposition, la solution générale de 'équation est

3x-1
X (x4 A)e 2 + xTex, (AeR)

1
Lunique solution nulle en 0 est obtenue pour A = 3

Exemple: Equtions de Bernoulli et de Riccati

1. Equation de Bernoulli

a) Montrer que I'équation de Bernoulli
Y +ax)y+bx)y"=0 neZ n#0,n#£l

se raméne a une équation linéaire par le changement de fonction z(x) = 1/y(x)* 1.
b) Trouver les solutions de I'équation xy' +y —xy3 = 0.
2. Equation de Riccati
a) Montrer que si yg est une solution particuliére de I'équation de Riccati

y' +ax)y +b(x)y? = c(x)

alors la fonction définie par u(x) = y(x) — yo(x) vérifie une équation de Bernoulli (avec n = 2).
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b) Résoudre x2(y' + y2) =xy —1 en vérifiant d’abord que yo(x) = % est une solution.

1. Equation de Bernoulli

a) On suppose qu'une solution y ne s’annule pas. On divise 'équation y’ +a(x)y + b(x)y"™ = 0 par y", ce

qui donne
!

j/—n +a(x)

S +b(x)=0.
On pose z(x) = % et donc z2'(x) = (1 - n);'—,:. L'équation de Bernoulli devient une équation différen-
tielle linéaire :

22 +a()z+b(x)=0

b) Equation xy' +y—xy3 =0.

Cherchons les solutions y qui ne s’annulent pas. On peut alors diviser par y3 pour obtenir :

On pose z(x) =
c’est-a-dire :

et donc 2/(x) = —22%  Déquation différentielle s’exprime alors Faz'+z-x=0,

-1
»2(x)’ ¥

xz' =2z = —2x.

Les solutions sur R de cette derniére équation sont les

Aix?+2xsix=0
z(x) = , A, A_€eR

Ax2+2xsix<0

Comme on a posé z(x) = on se retreint a un intervalle I sur lequel z(x) > 0 : nécessairement

1
yZ(x) >
0¢ I, donc on considére z(x) = Ax2 + 2x, qui est strictement positif sur I oit

10;+c0[ siA=0
In={1]0;-2[ siA<0
]—00;—2[ ou 10;+00[ siA>0
On a (y(x))? = ﬁ pour tout x € I} et donc y(x) = s(x)\/%fx), ou £(x) = £1. Or y est continue sur
I'intervalle I, et ne s’annule pas par hypothése : d’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires, y
ne peut pas prendre a la fois des valeurs strictement positives et des valeurs strictement négatives,
donc £(x) est soit constant égal a 1, soit constant égal a —1. Ainsi les solutions cherchées sont les :

1 -1
y(x)= ————ou y(x) = ——— surl, AeR)
Ax2 +2x VAx2 +2x

Noter que la solution nulle est aussi solution.
2. Equation de Riccati

a) Soit yo une solution de ¥’ +a(x)y+b(x)y? = c(x). Posons u(x) = y(x)— yo(x), donc y = u+ yo. Léquation
devient :
u' + yh +al)w + y0) + bx)u? + 2uyg + y2) = c(x)

Comme yq est une solution particuliére alors
b +a®)yo +b(x)yg = c(x)
Et donc I’équation se simplifie en :
u' + (a(x) + 2y0(x)b(x))u + b(x)u?=0

qui est une équation du type Bernoulli.

b) Equation x2(y' + y2) =xy—1.
» Aprés division par x2 c’est bien une équation de Riccati sur I =]—o0;0[ ou I =]0;+ool.
> yo= % est bien une solution particuliére.




1.2 Probléeme de raccordement

» On a u(x)=y(x)— yo(x) et donc y =u + % Léquation x2(y' + y%) =xy — 1 devient

1 1 1
xZ(u’——+u2+22+—)=x(u+—)—1
x2 x x2 x

qui se simplifie en
2( 1, 2, oUW\ _
x“u +u“+2—|=xu
x

ce qui correspond a I’équation de Bernoulli :
1
u'+-u+u?=0.
x

. .« . , . . !
» Si u ne s’annule pas, en divisant par u2, cette équation devient Z—z + %% +1=0. On pose z(x) = %,

I’équation devient —z' + %z +1 =0. Ses solutions sur I sont les z(x) = Ax + xIn|x|, A € R. Ainsi

ﬁ = m mais il y a aussi la solution nulle u(x) = 0.

» Conclusion. Comme y =u + %, on obtient alors des solutions de I'équation de départ sur ] —oo;0[
et ]0;+ool :

u(x) =

1 1 1
y(x)=— ou y(x) =~ (AeR).

+—
x x Ax+xInlx|

I Probléeme de raccordement

Propriété 5: Prolongement par dérivabilité

Si f : I — R une fonction continue sur I et de classe €1 sur I\ {to}
» Si litmf’(x) =V €R, alors f est de classe €1 surI et f'(tg)=¢
0

» Si litm f'(x) = +00 (ou —o0 ), alors f n’est pas dérivable en ty, mais y présente une tangente verticale
0

Preuve:
fo+h)—f(to)

Supposons que litm f'(x) = ¢ €R. On étudie le taux de variation n
0

» Cas t( est intérieura/ :
o Pour h > 0tel que ty+h € I, en appliquant le théoréme des accroissements finis entre tq et to+h, il existe cy, compris
strictement entre tq et to+ h tel que

fto+h)=f(to) _
=

f(to+h)~f(to) _
h
car cp, — 0 par encadrement. On en déduit que f(’i(to) =/

fllen)
Donc
!

-y
Few =5

o Létude est analogue lorsque h < 0.
» Cas tgest extrémité de I : Une seule des deux études précédentes suffit pour conclure.
r Probleme de raccordement :
Soit a,b,c: I — K continues. On étudie 'équation différentielle

(E): ax' +bx=c

» Sia ne s’annule pas sur I, alors 'équation (E) équivaut x' = ax + § ou a = —9 et = ¢
» Sia s’annule sur . N
e On commence par résoudre (E) sur les plus grands intervalles o < I sur le quels a ne s’annule pas;
e on procede ensuite au raccord des solutions aux points o1 @ s’annule
Pour raccorder les solutions en un point ¢¢ o @ s’annule :
e on exprime les solutions a gauche et a droite de #g ;
e on étudie §’il est possible de construire une solution prolongeable par continuité en ¢ ;
e on étudie si ce prolongement est dérivable et ¢ ;
e on vérifie que 'équation différentielle est satisfaite en #g.
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l Exemple I
| N |

Déterminer les solutions sur R de I’équation différentielle suivante :

1-0)y -y=t

On résout 'équation sur chacun des intervalles |1, +oo[ et ] — o0, 1[.
» Les solutions de I'équation homogeéne associée, sur 11, +ool, sont les fonctions de la forme

A
t———, 1eR.
1-¢

On résout ensuite '’équation générale par la méthode de variation de la constante. En posant y(¢) =
L)

——, on trouve
1-¢

/2
M) =t = Mt) = E+(x

On a donc prouvé qu’une fonction y est solution sur ]1,+oo[ de I'’équation si et seulement §’il existe une
A+t?

2(1-1)
» On résout de méme I’équation sur ] —oo, 1[.

Considérons maintenant y une solution sur R de '’équation. Alors il existe deux constantes A et u telles

constante A € R telle que y(¢) =

que
A+t2 o1
si
_) 2(1-%)
y(t)— N+t2 -
21-0) sit<l.

» Pour que y soit continue en 1, puisque 1—¢ — 0 lorsque ¢ tend vers 1, il est nécessaire que A+t — 0
lorsque ¢ — 1, soit A = —1. De méme, on doit avoir g = —1. Ainsi, si y est solution sur R, pour ¢ # 1, elle
s’écrit

t2 -

20-1)

Cette fonction se prolonge par continuité en 1, et on vérifie aisément qu’elle est solution de ’équation.

y(t) = —%(1+t).

Dans ce cas, 'ensemble des solutions est un espace affine de dimension 0.

{ Exemple: R }

soudre I'équation différentielle (1 —x2)y' —2xy = x2 sur chacun des intervalles I suivants : I =]1,+ool,
I=]1-1,1[, I =]1-1,+ool, I =R.

Léquation différentielle a résoudre dans cet exercice est linéaire du premier ordre. On note (E) '’équation

différentielle proposée et (E ) 'équation homogeéne associée.
» Soit I 'un des deux intervalles ]—1,1[ ou ]1,+oo[. Les fonctions x — 1__2;2 et x— 1fi2
I et on sait que les solutions de (E) sur I sont de la forme fy+ Af1 ou f est une solution particuliere

sont continues sur

de (E) et f1 est une solution particuliére non nulle de (Eg).
Résolution de (E) sur I. Soit f une fonction dérivable sur I.

f solution de (E)sur I < Vx eI, (1-x2)f'(x) - 2xf (x) = x>
3
ovrel, (1-x2)f)@) =22 0N eR/ Vxel, (1-2D)f(x) = % +1

3+ A
< 3INeR/Vxel, f(x)= m,
(en renommant A la constante 31).
» Sil=]-1,+oql.
Soit f une éventuelle solution de (E) sur I. Les restrictions de f a ]—1,1[ et ]1, +ool sont encore solution
de (E) et donc de la forme précédente. Par suite, nécessairement, il existe deux constantes A1 etlo
telles que, pour —1<x <1, f(x) = 3’?:25) etpourx>1, f(x)= % Enfin, 'équation impose f(1) = —%.
En résumé, une éventuelle solution de (E) sur I est nécessairement de la forme :
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3
x°+A
302 51 l1<x<1

Va>-1, f(x)=4 -isix=1
x3+/12
3(1-x2)

six>1

Réciproquement, f ainsi définie, est dérivable sur ]—1,1[ et solution de (E) sur ]—1,1[, dérivable sur
11, +o0l et solution de (E) sur ]1,+o0l et, si f est dérivable en 1, f vérifie encore (E) pour x = 1. Dong, f
est solution de (E) sur ] — 1,400l si et seulement si f est dérivable en 1.
Pour -1<x<1,
3
f)-fQ) 33213%) + % 23 +211+3(1-2?)

x—-1  x-1  6(1-x2)(x-1)
Quand x tend vers 1 par valeurs inférieures, le dénominateur de la fraction tend vers 0 et le numérateur
tend vers 2(1+ A1). Dong, si 1; # —1, f n’est pas dérivable a gauche en 1. De méme, si 13 n’est pas —1,
f n’est pas dérivable a droite en —1. Ainsi, si f est solution de (E) sur I, nécessairement A1 = 19 = —1.
Dans ce cas, pour x €] — 1, +oo[ \{1},

-1  (-Da?+x+1) xP+x+1
3(1-x2) 3(1-x1+x)  3@x+1)’
ce qui reste vrai pour x = 1. Ainsi, si f/ est une solution de (E) sur ]—1, +oo[, nécessairement pour
x>-1, f(x)= —x;(;ﬁ)l Réciproquement, f ainsi définie est dérivable sur ]— 1, +oo[ et en particulier en
1. f est donc solution de (E) sur ] -1, +ool.

fx)=

22 +x+1
3(x+1) *
» Sil =R, soit f une éventuelle solution de (E) sur R. La restriction de f a ] -1, +oo[ est nécessairement

la fonction précédente. Mais cette fonction tend vers —oo quand x tend vers —1 par valeurs supérieures.
Donc f ne peut étre continue sur R et (£) n’a pas de solution sur R.

Sur ] -1, +ool, (E) admet une et une seule solution a savoir la fonction x — —

l Exemple: P l
| |

ur les équations différentielles suivantes, trouver les solutions définies sur R tout entier :
1. 2%y —y=0(Ey)
2. xy'+y-1=0(E>)

1. 22y —y=0(E1)
Pour se ramener a ’étude d’'une équation différentielle de la forme y’ +ay = b, on résout d’abord sur
les intervalles o1 le coefficient de y’ ne s’annule pas : on se place donc sur ]—oo;0[ ou ]0;+ool.

a) Résolution sur ] —oo;0[ ou ]0;+oo[.
Sur chacun de ces intervalles, ’équation différentielle se réécrit
- Ly=o
qui est une équation différentielle linéaire homogene d’ordre 1 a coefficients non constants. Ses
solutions sont de la forme y(x) = Ae Y~ (en effet, sur ]—oo;0[ ou ]0; +oc[, une primitive de x% est _71).
b) Recollement en 0.
Une solution y de (E1) sur R doit étre solution sur ] —oo;0[ et ]0; +o0l, il existe donc 1;, A_ € R tels

que

) = Are V¥ six>0
Y= Ae " gix<0

Il reste a voir si 'on peut recoller les deux expressions pour obtenir une solution sur R : autrement
dit, pour quels choix de 1, A_ la fonction y se prolonge-t-elle en 0 en une fonction dérivable vérifiant
(ED?

> e—l/x

5 +oo et e~ Vx o 0, donc y est prolongeable par continuité en O si et seulement si
x—0" x—

. On peut alors poser | ¥(0) =0 |, quel que soit le choix de 1.
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» Pour voir si la fonction ainsi prolongée est dérivable en 0, on étudie son taux d’accroissement :

YOy _ Ae”VE 41y 1
pour x >0, == —— ==_——=-1.()e o 0

y(x)—-y(0) _
pour x <0, =——=5—=0 0 0
Ainsi la fonction y est dérivable en 0 et| y'(0) =0 |.
» Par construction, 'équation différentielle (E1) est satisfaite sur R*. Vérifions qu’elle est égale-
ment satisfaite au point x =0 : 02+ y'(0) — y(0) = —y(0) = 0.
¢) Conclusion.

Finalement, les solutions sur R sont exactement les fonctions suivantes :

Ae V% gsix>0
_ 1eR
y) {0 six<0 (A€R)

2. xy'+y—-1=0(E5)
Pour se ramener a I’étude d’une équation différentielle de la forme y’' +ay = b, on résout d’abord sur
les intervalles ot le coefficient de y’ ne s’annule pas : on se place donc sur I =]—o00;0[ ou I =]0;+oo[.

a) Résolution sur I.
Sur l'intervalle I, I'équation différentielle se réécrit
11
y+ i

qui est une équation différentielle linéaire d’ordre 1 a coefficients non constants.

» Pour I'équation homogeéne y' + % y = 0 une primitive de —% sur I, est —In|x|. Les solutions de
'équation homogeéne sont donc les le~ "1l = Aﬁ. Quitte & changer A en —A si I =]-o00;0[, on
peut écrire les solutions de 'équation homogene sous la forme y(x) = /1%.

» Pour trouver les solutions de ’équation avec second membre, on applique la méthode de variation
de la constante en cherchant y(x) = A(x)% : en remplacant, on voit que y est solution sur I si
et seulement si A'(x) = 1. En intégrant, on obtient A(x) = x. Une solution particuliére en donc
yolx) = 1.

» Sur I les solutions de (E3) sont les y(x) =1+ % ou A est un parameétre réel.

b) Recollement en 0.
Une solution y de (E2) sur R doit étre solution sur ] —oo;0[ et ]0; +ool, il existe donc 1;, A_ € R tels
que )
1+ six>0
y(x):{ 144 gix<o

Il reste a voir si 'on peut recoller les deux expressions pour obtenir une solution sur R. On voit tout

de suite que y a une limite (finie) en 0 si et seulement si . Dans ce cas, on peut alors

poser | ¥(0) =1 | et y est la fonction constante égale a 1, qui est bien str dérivable sur R. De plus,
(E2) est bien satisfaite au point x = 0.

¢) Conclusion.
Finalement, (E2) admet sur R une unique solution, qui est la fonction constante égale a 1.
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n Equations linéaires vectorielles d’ordre 1

Equations linéaires vectorielles d’ordre 1

Définition 1: Equation différentielle linéaire du premier ordre

On appelle équation différentielle linéaire du premier ordre, définie sur I et a valeurs dans E, toute

équation du type :
(L): x'=ax+b

ona€€(l,%4([E)) etbe€,E) dinconuue x:t € I — x(t) € E fonction dérivable sur I.
On appelle équation homogeéne associée a (L) I'équation différentielle :

(H) :x'=ax

Remarque :

Les endomrophismes de K sont les applications x — ax ou a € K

Définition 2: Systeme différentiel linéaire

Aux applications a et b sont associées les applications A : I — M, (K) et B : I — M, 1(K), ou, pour tout
tel, A(t) et B(t) sont les matrices de a(t) et b(t) dans la base 2.
» L'équation (L) équivaut a I'équation matricielle

X'=AX+B

dont les inconnues X sont a valeurs dans M, 1 (K).
» En notant a; j(t) les coefficients de la matrice A(t), b;(t) ceux de la colonne B(t) et x;(¢) ceux de la

colonne X (t), 'équation (L) équivaut au systéme différentiel

) Y arj®xj®)+-+ar(Ox,  +b1(2)
j=1

x = an1(Ox1+ - +an,()xy +b, ()

Remarque :

En pratique, c’est fréquemment sous la forme d’un systéme différentiel que sont présentés les équations

linéaires vectorielles.

Définition 3: Solution de 'équation différentielle linéaire

Une solution de I'équation différentielle linéaire (L) est une fonction ¢ € 2 (I, E) telle que :

viel, @' @) =a).p@)+b(t)

Propriété 6: Régularité des solutions

Si ¢ est solution de (L) : x' = a(t).x + b(t) (ot a et b sont continues sur I), alors ¢ € ¢1(1,E).

Prolongement : si a et b sont de classe €* alors ¢ sera de classe €**1.

Preuve:
Soit ¢ une solution de (L). La fonction ¢ est dérivable et

vtel, ¢'@t)=a@).o@)+b(t)

YLE)xE — E

est bilinéaire donc continue car dimFE est finie. Puisque
(a,x) —  a(x)

Lapplication V¥ : {

¢ =¥(a,p)+b,

la fonction ¢' est de continue sur I et donc ¢ est de classe @l
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Notation :

On note respectivement Sy, et Sy ’'ensemble des solutions sur I de (L) et (H).

Propriété 7: Principe de superposition

Soit (b;) ; une famille des applications continues de € (I,E) et x; une solution de I'équation

(L):x' =a.x+b;

m m
Alors Z x; est une solution particuliére de x' =a.x + b avec b = Z b;
i=1 i=1

IR Théoreme de Cauchy-lipschitz linéaire

Définition 4: Probleme de Cauchy

On appelle probléme de Cauchy tout probléme du type :

x'=ax+b
outoel, xoeE
x(to) = x0

ona€€(l,%4(E)), be €U,E).

Résoudre le probleme de Cauchy, c’est trouver toutes les solutions x : I — E de (L) telles que x(¢¢) = x¢

Propriété 8: Equation intégrale associée a4 un probléme de Cauchy

Soita € <€(I,$(E)), be€6(,E)etsoitx:I — E. Les assertions suivantes sont équivalentes :

1. x est de classe €' et est solution du probléeme de Cauchy

-
POyl ¥ T el xy€E
x(to) = x0

¢
2. x est continue et Vte I, x(t)=xg +f (a(s)x(s)+ b(s)) ds
to

Preuve:

1= 2) Si x est solution de (PC), on a pour tout t€l,
¢ t
x(t) = x(tg) +[ x'(s)ds = xQ +f (a(s)x(s)+b(s)) ds
to to

2=>1) Si x est solution continue de [Uéquation intégrale, alors s — a(s)x(s) + b(s) est continue. Donc t —

t
f (a(s)x(s) + b(s)) ds est de classe ¢ Donc x est de classe € 1, et en dérivant par rapport a t, on retrouve (L). Finale-
to

ment en prenant t = tq, on aura x(tg) = xg.

Théoreme 3: Théoréeme de Cauchy-Lipschitz-linéaire

Soit a € €(I,4(E)), b e €(,E) avec E un espace vectoriel normé de dimension finie. Le probléme de
Cauchy :

x'=ax+b
outgel, xoeE
x(to) = xo

admet une et une seule solution.

Preuve:
Admis




I11.3 Wronskien
Propriété 9: Structure de ’ensemble de solutions

Notons Sy, et S les ensembles de solutions respectifs de (L) et (H)

1. Sy est un sous-espace vectoriel de 20 ,E) isomorphe a E.
En particulier dim Sy =dimE =n

2. Sy, est un sous-espace affine de € L(I,E) de direction S

Preuve:

1. On sait déja que S est un espace vectoriel. Lapplication

0, - Sy — E
R (1)

est visiblement linéaire et le théoreme de Cauchy-Lipschitz linéaire assure que cette application est bijective (puisque
pour tout xg € E, il existe une unique solution définie sur I vérifiant ¢(tg) = xo). Lapplication en question est donc un
isomorphisme d’espaces vectoriels et les deux espaces vectoriels ont donc méme dimension.

2. Par le théoréme de Cauchy-Lipchitz linéaire Sy, # @, et considérons xp € S, Alors
xe€Sp < (x—xp)€Sy.
On a en effet : x;, =a(t)xp +b. Donc

xeSp = (x-xp) =a.(x—xp)

Donc S, =xp +Sg

Définition 5: Matrice Wronskienne et Wronskien

Soient (¢1,...,¢,) une famille de fonction de I a valeurs dans E.
1. Pour tout t € I la matrice
Wepr,pn),2E) = Mﬁat (p1(D),-..,0n (@)
est appelée matrice Wronskienne en ¢ du systéme (¢1,...,¢,) par rapport a la base 2.

2. Le déterminant wy, ... 4,)2(t) = det(W(t)) est appelé le Wronskien en ¢ du systéme (¢1,...,¢,) par
rapport a la base A

Propriété 10: Base de S

Soit (¢1,...,¢,) une famille de Sy espace solution de (H) ot a € €(I, % (E)). Alors

1. Pourtoutte€l, rg(¢i,...,0n)=rg(p1(t),...,0n ()
2. Les trois affirmations suivantes sont équivalentes :
a) (@1,...,9,) est une base de Sy ;
b) Ttg €I tel que (¢1(to),...,9n(to)) est une base de E ;
c) 3tg el tel que Wy, ... o,),2(t0) € GLy (K);
d) 3tg e tel que wy,,... p,),2(to0) #0;
e) Vtel, (@i(2),...,9,(%)) est une base de E ;
) Vtel, Wy, .. )2 €GL, (K);
g Vtel, w(p,, .. p,),2H) #0.

Une base de Sy est appelée aussi un systéme fondamental de I'équation (H)

Preuve:

1. Pour tel, l'application
S — E
Bt : H
7] — (p(t)
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est un isomorphisme d’espaces vectoriels, donc il conserve le rang, ainsi

rg(@1,...,0n) =rg(P1(t),...,0n(®))

2. Les équivalences sont triviales vu l'isomorphisme 0

| Exemple I

| S |

3 -2 i
Soit X' =AX +B, avec A = etB:t— |%|.
1 0 el

¢ 2t
e 2e
Montrons que X1 :t — ( t) et Xo:t— ( o ) forment un systéme fondamental de solution de X' = AX
e e

X1 et X9 sont dérivables sur R et par un calcul matriciel, on trouve
AX1(t)=X1(t) et AXo(t) =2Xo(2)
En outre, par un calcul des dérivées, on a

X1() = X1(t) et Xy(t) = 2X5(2),

1 2
donc X; et X9 sont solutions de ’équation homogene. De plus X;(0) = 1 et X2(0) = 1 forment une

famille libre dans I'espace Mg 1 (R) qui est de dimension 2, donc (X1,X32) est un systéeme fondamental de
solution de (H)

| Exemple I
| N |
1. Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n, et u € £(E), (v1,---,v,) € E"™ et 98 une base de E.
Montrer que
n
Y det(v1, - ,vj-1,u)),vj41,+ ,Un) = Tr(w).det(vy, - ,,vp)
=1 % %R
2. Soitas, -+ ,an des solutions de x' = ax. Déterminer une équation différentielle vérifiée par le wronskien,

puis déduire qu’il existe k € K tel que :

Vtel, w,a,,2&) =k.exp (f Tr(a(?)) dt)

1. Posons

n
@:(v1, V) EE" — nggt(v:l,m ,0i-1,u(V),0j41,+* ,Un)
i=1

» @ est n-linéaire, car detg : E — K est n linéaire;
» ¢ est alternée : On suppose que vy =vy pour 1 <k < ¢ <n. Puisque detg est alternée, il reste

(P(Uly"' ?Un): dgt(vlr"' ,Uk_l,u(vk),vk+1,"‘ ,Un)"'dg%t(vl,"‘ ,U[_l,u(U[),U[+1,"‘ ’vn) = 0

Mais I'ensemble des formes n-linéaires alternées sur E" est un K-espace vectoriel de dimension 1
engendré par detg, donc il existe & € K tel que ¢ = kdetg, avec & = ¢ (A).

n
On note B=(eq, - ,ep), et A zl\/gt(u). Alors Vje[[L,nll, u(ej)=)_ a;je;et
i=1

n
dg(el,“',ej—l,u(ej),ej+1,“',en) = dggt €1, ,€j-1, ) @; j€i,e 41, " €n
i=1

n
= ) ajjdet(er, --,ej-1,€i,€j41,-+,€n)
i=1 %
= aj,jdggt(el,“',ejfl,ej:ej+1,"',en)
= a4,
Donc

n
p(e1, - ,en)=> aj;j=Tr(A)=Tr(u),
j=1
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Bref

n
Z det(vl,m 0j-1,u(V), 41, ,vn) =Tr(u).det(vy,---,,v,)
=1 % %

2. Comme les a1, ,a, sont de classe €1, W(qy,-,a,),2 €st de classe ¢letviel,

wéal,“',an),g(t) Z det(al" o 7aj—15 a"](t), aj+l,' o yan(t))

j=1
n

= nggt(m,”',aj—1,a(t)aj(t),aj+1,'”,an(t))
j=1

= Tr(a(t))-dg%t(al,“' L1, @(8), i1, An(D))

= Tr(a®).wa,,,a,),2&)

Donc il est solution de 'équation différentielle y’ = Tr(a).y, d’ol1 son expression.

Variation des constantes

Lemme 1
Soit (¢1,...,¢,) un systéme fondamental de solutions de (H): x’ = a(t).x. Alors :

n
1. Pour tout f € € (I,E), il existe une famille (1;);¢f1,,7 de €, K) telle que f = Z Lii.
i=1
2. En outre, si f € €1 (I,E), alors Vi € [1,n]], A; € €1, K).

Preuve:

1. Soit B=(eq1, - ,en) une base de E et W la wronskienne de l’équation (H) par rapport a 9B. D’aprés la propriété I1.3,
pour tout tel, ((pl(t),...,(pn(t)) est une base de E, et W(t), matrice de passage de % a ((pl(t),...,<pn(t)), est inversible.
On dispose ainsi d’applications de classe €1 de I dans GLy, (K) :

Wit— W) et W:t— [W(H]!

Introduisons les applications coordonnées f1, -, fn de E dans la base % :
n
viel, f()=) fje; ouVjell,nl, f;c€UK)
i=1

Pour tout t € I fixé, l'existence et l'unicité de (A1(t),---,An(t)) correspond a un changement de coordonnées, dont l’écriture
matricielle est :

A1) 1@
Do l=wor?|
An(®) fn(®
Les applications A1,---, A, sont continues sur I.

2. Lorsque f est de classe €%, alors les fonctions coordonnées f1,--- , fn sont de €1 sur I et puisque t — [W(£)] "L est de
classe €1 sur I, alors les applications numériques A1,---,A, sont de classe €l surl

Théoreme 4: Variation des constantes

Soit (¢1,...,¢,) un systéme fondamental de solutions de (H) , x € CLU,E) et A1,...,Ap € €1 ,K) telles que
n

x=) Aijp;. Alors
i=1
n
x est solution de (L) & ) Alp; =b
i=1

C’est-a-dire si, et seulement si,

detgz(p1(),...0;-1(2),b(2),p11(2),...pn(2))
w(tpl,...tpn),@(t)

Viel Vje[l,n], A;.(t)z




Equations linéaires a coefficients constants

Preuve:

La dérivée de x s’écrit

a\
I
[\/]:

‘PL+ZAL¢L
=1

~.
]
—

Il
[\/];

Lo+ Z Ai.a.@;  (p; solution de (H))
=1

/1 pita. Z Aipi
i=1

-
]
i

Il
[\/]=

~.
Il
i

I

~
I
-

/ll-.(pi +a.x

Donc
n
X'=ax+be= ) A.p;=b
i=1

| Exemple |
)

3 -2 g
Résoudre sur R le systéme différentie]l X' = AX + B, avec A = (1 0 ) etB:t— (et).
e

t 2e2t

. e
(X1,X5) est un systeme fondamental de solution de H avec X1 :t+—| ,| et Xo:t—| o,
e e

Par la méthode de la variation des constantes déterminons les solutions de I'équation compléte. Soit
X =11X1+212Xo

avec 11,19 : R — R de €. Alors X est solution de I’équation compleéte si, et seulement si, 11 et Ag vérifient
le systéme
/1,1X1 + /llzXz =B
Soit
A (et +22L (2)e?t =et
VteR 10 2(t)
el + Ay(t)e®  =e!
La résolution donne /1’1 =1let /1’2 =0, puis Ay =t+a et 13 = B ou a,f € R. Puis les solutions de ’équation

complete sont
X:it— (t+a)X1(t)+ pXa(t)ou a,feR

m Equations linéaires a coefficients constants

Rappel :
m
Soit A une algébre normée de dimension finie. Pour x € A, la série Z — converge absolument donc
m=0
converge. On pose
+00 m
exp(x) = Z —

Pour u,veA,ona:
1. exp(0a) =1a.
2. Siu et v commutent, alors
exp(u +v) = exp(u) x exp(v).
3. exp(u) est inversible et [exp(u)]~! = exp(—u).
4. Siv est inversible, alors

-1

exp (v tuv) = v lexp(u)v.

5. u et exp(tu) commutent pour tout t € R.

6. Lapplication ¢, : £ — exp(t.u) est de classe € sur R et de dérivée

VteR, ¢, (t)=exp(tu)u = uexp(tu)




IML.1 Etude théorique

Rappel :

» SiA= diag(Ay,...,A,), exp(A) = diag(eM, ..., e).
» Si A eM, (K) est diagonalisable, 3P € GL, (K) telle que A =P -A P~ lavecA diagonale. Alors

exp(A) = Pexp(A)P !

» Si A € M, (K) est nilpotente, alors
n—1 Ak

exp(A) = —
i=o k!

BB Etude théorique

Propriété 11: Etude de (H):x' = a.x

Soit a € L(E).
1. Les solutions de (H) sont exactement les applications t € R— exp(ta).xg ot xo un vecteur de E

2. L'unique solution au probléme de Cauchy

x'=ax
{ , toeER, xo€kE
x(t0) = %o

est I'application
x:teR— exp((¢—to)a)xo

Preuve:
Cette application convient évidemment puisque

d
T (exp((¢t —tg)a)xg)) = aexp((t — tg)a)xg

et x(tg) = xq
I Exemple I
| N |
Soit A la matrice
2 0 1
1 -1 -1
-1 2 2

1. Calculer le polynéme caractéristique de A.
2. En déduire la valeur de exp(tA).

3. Résoudre le systeme différentiel

@) = 2x1(8) +x3(0)
xp(t) = x1() —x2(t) —x3(2)
xé(t) = —x1(8) + 2x9(t) + 2x3(t)

1. Un calcul sans difficultés montre que ya(X)=(X —1)3.

2. Posons N = A —I5. Alors, d’aprés le théoréme de Cayley-Hamilton, on a N3 =0, et donc N est nilpotent
d’indice 3. Ceci facilite grandement le calcul de ’exponentielle de N. En effet, on a

+00 1 t2
exp(tN) =) =I3+tN+—N>
oo n! 2

D’autre part, puisque tA =tIg+tN et que ¢tI3 et tN commutent, on a

t2
exp(tA) = exp(tI3)exp(¢N) = ¢! (13 +¢N + ENZ) )




I11.2 Utilisation de valeurs propres

On en déduit
t+1 t2 2+t
exp(tA)=e'| ¢t 2-2+1 12—t
-t —t?+2t —t?+t+1

3. Soit X (2) = (x1(2),x2(t),x3(2)). Alors X (¢) = exp(¢A)X(0). En notant X(0) = (a, b, c), on trouve

x1(8) =at+ et +bt2el +c(t2 +t)et
x9(t) =ate! +b(t2 -2t + et + c(t2 - t)et

x3(t) = —atel +b(—t2 +2)et + c(—t2 + ¢t + 1)et.

Propriété 12: Expression intégrale de la solution

Soita € £(E) et b : I — E continue.
1. Les solutions de (L) : x' = ax + b sont exactement les applications
¢

tel— exp(ta).xg +f exp ((t —s)a)b(s)ds ot xg un vecteur de E
to

2. Pour tout (tg,x0) € I x E, 'unique solution au probléme de Cauchy en ce point est

t

t — exp((t — tg)a).xg +f exp((t —s)a)b(s)ds
to

Preuve:
2. Soit x la solution au probleme de Cauchy :

x'=ax+b
, toel, xgeE

x(t9) = xo
Soit t € I, pat composition par exp(—sa), alors
exp(—sa)x’(s) — aexp(—sa).x(s) = exp(—sa).b(s)
Mais (exp(—sa)x(s))’ = exp(—sa)x’(s) — a exp(—sa).x(s), donc
(exp(—sa)x(s)) = exp(-sa).b(s).

Par intégration entre tq et t, on obtient
¢
exp(—ta)x(t) — exp(—tga)x(tg) :f exp(—sa)b(s)ds,
to

soit
t
exp(—ta)x(t) = exp(—toa)x(t0)+f exp(—sa)b(s)ds.
to

On compose apres par exp(ta) et on remplace x(ty) par xo, alors

t
x(%) exp((t —tg)a)xg +exp(ta) (f exp(—sa)b(s)ds
to

t
exp((t —tg)a)xo +f exp((¢ — s)a)b(s)ds
to

Remarque :

Il est conseillé d’avoir une méthode d’obtention de la solution au probleme de Cauchy, car il est difficile de se
rappeler de la formule d’une telle solution

IR Utilisation de valeurs propres

On résout ici

X'=A-X+BouAeM,(K), Be€UI,M,1(K)




I11.2 Utilisation de valeurs propres

Létude théorique nous invite a calculer ’exponentielle de la matrice tA pour tout ¢ € R, mais on préfere utiliser

des méthodes pratiques et rapides

Propriété 13: Cas ou A est diagonalisable

Soit A € M, (K) diagonalisable et on considére sur R I’équation différentielle homogeéne
(H): X'=AX
Soit (u1,: - ,u,) une base de vecteurs propres de A associés aux valeurs propres (11,---,A,). On pose
Veell,nll, @p:t— e’lktuk

Le systéme d’applications (¢1,: -+ ,¢,) forme un systéme fondamental de solutions de (H). Ainsi

n
SHz{tER-—> Z aie’litui ol al,...,anEK.}
k=1

Preuve:

Pour tout ke[1,n]l et teR, (p;e(t) = eaktuk =A@p(t) car uy, est un vecteur propre de A associé a la valeur propre Ap,.
On consideére la base € = (uq,...,un) de My, 1(K) et le Wronskien w(t) = dggt [(pl(t),...,<pn(t)).

Ona

0) = det 0
w(0) g%(ul, ,Un) #

donc le systeme d’applications (¢1,...,¢pn) est un systeme fondamental de solutions de (H).

I Exemple I
| N |

by
|

0
X(t) = At ( ) ( ) oua,feR

Résoudre I'équation X' = AX, avec A = ( d’inconnue X : R — Mpy 1 (R) dérivable

1

ya=X2-3X+2=(X-1)(X-2), E1(A) = Vect 1

) et E9(A)=Vect (i) Donec

1 2
Donc X1 :t— et ( 1) et Xo:t— e?t ( 1) forment un systéme fondamental de solution de H

[ Exemple: MINES MP }

Résoudre le systéme différentiel suivant

X =y+z
y=x
Z=x+y+z

0 1 1
C’est un systéme différentiel linéaire d’ordre 1 homogeéne d’équation matricielle X' =AX ouA=|1 0 0
1 1 1
x
et X =| y|. Par les opérations L1 — L1+ Lg+Lg, Cog — Co—Cj1 et C3 — C3—C1, on obtient
z

X-2 0 0
det(XIg-A)=| -1 X+1 1|=XX+1)(X-2)
-1 0 X

Donc A est diagonalisable, avec




I11.3 Utilisation de changement de bases

-1 2 0
E_1(A)=Vect| 1 |,Es(A)=Vect|1|et Eqg(A)=Vect| 1
0 3 -1
donc
—et 22t 0
X'=AX < 3a,B,yeR, X()=a| et |+p| e® |+y]| 1
0 3e%t -1
Ainsi les solutions de note systéme sont
x(t) =-aet+2pe%

y(@t) =aet+Be+y,a,p,yeR.
2(t) =3Pe —y

( . |
{ Exemple: R )

soudre les systemes différentiels suivants :

x = x+2y-z X = y+z
1. vy = 2x+4y-2z 2.8 ¥y = —x+2y+z
Z = —x-2y+z Z = x+z

1. Introduisons la matrice

1 2 -1
A= 2 4 -2,
-1 -2 1
x(2)
de sorte que le systéme s’écrit X' = AX avec X(¢#) =| y(¢) |. Le polynéome caractéristique de A est
z(t)

X?(X -6). 0 est valeur propre double, mais A est de rang 1 et donc Ker(A) est de dimension 2. Une
base de Ker(A) est donnée par les vecteurs u; =(1,0,1) et ug = (2,-1,0). D’autre part, une base de
Ker(A —61) est donné par ug =(1,2,—1). Les solutions sont donc données par les triplets s’écrivant

X(t)=Aui + pug +ye6tu3.

2. Introduisons cette fois la matrice

0 1 1
A= -1 2 1],
1 0 1
x(t)
de sorte que le systéme s’écrit X' = AX avec X(¢)=| y(¢) |. Son polynéme caractéristique est X (X —
z(t)

1)(X —2), de sorte que ses valeurs propres sont 0,1,2, de vecteurs propres respectifs associés ug =
(1,1,-1), u1 =(0,-1,1), et ug =(1,1,1). Ainsi, les solutions sont données par les triplets

X(@)=Aug +,uetu1 +ye2tu2.

llik] Utilisation de changement de bases

Propriété 14

Soit A€ M, (K), Pe GL,(K) et T =P LAP. Alors

X est solution de X' = AX +B < (Y =P~ !X solutiondeY'=TY +P~'B)




I11.3 Utilisation de changement de bases

Preuve:
=) Supposons que X solution de X' =AX +B, alors Y = P71X est de classe €1 sur R et

Y =P 1X' =P 'AX+B1=TP X +P 1B=TY +P !B
<) Supposons que Y solutionde Y' =TY +P 1B, alors X = PY est de classe €1 sur Ret

X'=PY'=PTY+B=PTP 'X+B=AX+B
Remarque :

Ce résultat permet la résolution d’'un systéme au cas ou A est trigonalisable

Méthode: A est trigonalisable ]

i le polynéme caractéristique de la matrice A est scindé (ce qui est le cas en considérant A dans M,, (K),
il existe P € GL, (K) telle que P"YAP = T ou T matrice triangulaire supérieure. On effectue alors le
changement de fonction inconnue définie par :

Z=P X —=X=PZ
qui aboutit aux nouvelles équations différentielles matricielles :

(Ly) : Z'=TZ+P'B
(Hy) : Z'=TZ

Si on pose T = (t; ), ; j<n» alors I'équation (Lz) équivaut au systéme

2’1 = ti1z1+-+ti1p2ptcl
/ _
21~ tn-1n-12n-1+ttn-1n2n +Cn-1
zZh, = tppZnten

La derniére ligne de ce systéme est une équation différentielle linéaire du premier ordre
z; =Anzn +cu(t)

Une fois fixée une solution de cette équation, la ligne précédente devient une équation différentielle de
fonction inconnue z,_1. De proche en proche, chaque ligne apparait comme une équation différentielle du
premier ordre (une seule fonction inconnue pour chacune). On obtient ainsi la solution générale du systéme
(L2) (éventuellement I'unique solution au probléme de Cauchy en un point arbitraire (to,20) € I x My 1 (K).

Remarque :

Dans le cas d’'une équation homogeéne, il est inutile de calculer P!

| Exemple I
| N |
0 2 2
Résoudre I’équation différentielle X' =AX ou A=|-1 2 2| et déduire exp(tA)
-1 1 3

» Le ployndme caractéristique : Par les opérations Cy — Co9 +C3, et Ly — L3 — Lo, on trouve

raX)=(X -1)(X —2)?

- 2 2
La matrice A—2I3=|-1 0 2| estdurang?2, donc A n’est pas diagonalisable mais elle est trigona-
-1 1 1

lisable.
2 2

» Les sous-espaces propres : E1(A)=Vect(u;) et E2 =Vect(ug) avecu;=|0]|etug=|1
1 1




I11.3 Utilisation de changement de bases

1
» Complétion en une base : Posons u3 = | 0|, alors la famille (x1,u2,u3) est une base de M3 1 (R) et
0
0
Aui=|-1|=-ugs+2us
-1
2 2 1 1 0 O
» PosonsP=|0 1 OfetT=|0 2 -1|,alorsP 'AP=T
1 10 0 0 2
)1
» Changement d’inconnue Soit Y = P~1X, alors X' = AX est équivalente 8 Y’ =TY . Posons Y = ¥ |,
Y3

alors
Y =0
Y'=TY <=1y, =2y2-3
y5 =2y3

La troisieme équation donne y3(#) = ye? . On la remplace dans la seconde, on obtient Yy = 2y2 —ye?

qui est une équation linéaire scalaire d’ordre 1 avec reste polynéme exponentiel, on trouve yg(¢) =
¢

ae
Be?! —yte?'. Finalement la premiére équation donne y;(t) = ae’. Soit Y(¢) = | Be? —yte? |, puis de
ye2t
X =PY, on obtient alors
2 21 aet 2ael +2Be% — 2yte? +ye?
X@)=[0 1 0f|Be? —yte? |= Be% —yte? ol a,B,yER
110 ye?t aet + Be? —yte?t

» Calcul de exp(tA) : D’une part, on a

2et 2% (1-2t)e?) [«
Xt)=| 0 e —te? B
ot o2 _te2t y
D’autre part X(¢) = exp(tA)X(0) = exp(tA)Pt(a, B,7), ou a, B et y sont quelconques, donc

2et  2e%  (1-2t)e%

exp(tA)=| 0 % —te2t | .p1
ot o2 _te2t
0 -1 1
Par la méthode de Gauss, on trouve P~1=[0 1 0 | et, par suite,
1 0 -2

(1-2t)e?t 2%t —2et 2! + (4t —2)e?
exp(tA)=| —te? et 2te?t
—te2t o2t _ et el +2te?t

Remarque :

On peut utiliser le changement d’inconnue lorsque A n’est pas constante

{ Exemple: Coefficients on constants }

Résoudre le systeme différentiel suivant :

5% 2-t)x1+ -1y
x’2 = 2(1-1t)x1+(2t—1)xo.




I11.3 Utilisation de changement de bases

Posons

_ 2—t t—1 _ x1(%)
A(t)‘( 21-1) 2t-1 ) etX(t)‘( x9(2) )

On doit résoudre le systéme X'(t) = A(#)X(¢). On va procéder comme pour une matrice a coefficients
constants, en diagonalisant pour chaque ¢ la matrice A(¢). Son polynéme caractéristique est y4)(X) =
X2 —(t+1)X +t, dont les racines sont ¢ et 1. Le miracle est que les vecteurs propres ne dépendent pas de
t. En effet, si on pose w1 =(1,1) et ug =(1,2), alors A(#)u; = u; tandis que A(#)ug = tug. Autrement dit, en

posant
11 1 0
P: D =
( 1 2 ) et D(¢) ( 0 i ),

on a A(¢) = P()DP(¢)"!. On peut donc résoudre le systéme exactement comme s'il était a coefficients
constants. Plus précisément, en posant Y (¢) = P"1X(¢), alors Y est solution de Y'(¢) = D()Y (¢), soit

Y1 = n

Yy = tya.
Il vient y1(¢) = Ce?, et ya(¢) = Det2/2, avec C,D € R. On revient a X par la relation Y = PX, et on trouve que
les solutions de ’équation sont les fonctions

x1(2)
x2(t)

Si A n’est pas trigonalisable, dans ce cas K =R, alors on résout le systeme différentiel avec le corps de base

Ce! + Det’?
2
Cel +2Det "2,

Remarque :

C puis on cherche les solutions réelles

| Exemple I
| N |
. . . ) . < s . x'=x—y
Résolution du systéme d’équations différentielles A : Fmia °

Systeme différentiel de taille 2 linéaire homogeéne a coefficients constants.

Onad=|! _11) donc ya (1) = A-l oL A-12+1=(1-iV3)A+iV3) doul A est diagonalisable

1 -1 A1-1

dans C.
1 1
» Cas K=C: Ona Spc(A)={1+i,1-1}, EA(1+i)=Vect(_i) etEA(l—i)=Vect( ) Donc X7 : t—

i

e(1+i)t

1 — .1
) et Xo=Xq:t— 17D 7| forment un systeme fondamental de solutions
-1 l

a1
» CasK=R:X;:¢t— 1+t ( ) est une solution complexe de I'équation X’ = AX, or la matrice A est

réelle donc
cos(t)

. _ ot
Q1t: Re(X1(t))=e (sin(t)

) et ot — Im(X1(8)) = ol ( sin(#) )

—cos(t)

sont des solutions réelles de I'équation X’ = AX. Celles-ci sont clairement indépendantes et donc
forment un systéme fondamental de solutions.
Solution générale
cos(t sin(¢
X:t—»aet( ¢ ))+ﬁet( in(?)

sin(t) —cos(t)

) a,feER

| Exemple I
| N |
1

Résoudre sur R I'équation différentielle X' =AX ouA=|-1
1

SN -
=)
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» Le ployndéme caractéristique : Par les opérations C;1 — C1+Co+C3, Lo — Lg— L7 et L3 — L3g—L1,

on trouve
X-2 -1 0

aX)=| 0 X-1 -1 |=(X-2)(X-1?+1)
0 1 X-1

n’est pas scindé dans R[X], donc A n’est pas trigonalisable
» Cherchons les solutions complexes : On a Spc(A) ={2,1+i,1—-1} et Eo(A) = Vect(u1), Eq1+i) =

1 1 1
Vect(ug) et E;_jy=Vect(ug) avecu;=|1|,ua=| i | et ug=|—i|. A est diagonalisable dans M,, (C),
1 -1 i

donc
X' =AX < 3a,B,yeC, X(t)=aeui+peV uy+yelViyg

Notons vy : t— e?tuq, ve 1 t — eMyq et vg = Uy : t— eX™Dyg alors (v1,v9,v3) est une base de Sc.

Une autre base de S¢ est (w1,ws,w3) :
cost —sint

tl —sint | et wg = Sm(ug):t— | —cost

w1=ui, wy=Re(ug)  t—e
sint cost
» Cherchons les solutions réelles : (w1,ws,w3) est une base du R-espace vectoriel Sg. La solution

générale de I'équation est donc :

1 cost —sint
X:t— ae'|1|+pe’|—sint|+ye’|-cost|, a,B,yeR
1 sint cost

{ Exemple: D }

nner les solutions réelles du systéme différentiel X' = AX lorsque

0 -1
A= 1 4 -2
2 -3
1
Les valeurs propres de la matrice sont 1, i et —i. Un vecteur propre associé a 1est Vi =| —3 |[. Un vecteur
-4
i
propre associé a i est V; =| 1 |[. Bien entendu, la matrice étant réelle, un vecteur propre associé a —i

2
est V;. Pour obtenir des solutions réelles, on peut considérer (toujours parce que la matrice A est réelle)
Re(e''V;) et Sm(e’*V;). On trouve alors les solutions (indépendantes)

—sint cost
cost et sint
2cost 2sint

La solution générale du systéme dans R est donc

el —usint +vcost
—32e! + pcost +vsint
—4Ae! +2ucost +2vsint




Equations linéaires (scalaires) d’ordre n

Equations linéaires (scalaires) d’ordre n

Equations scalaires d’ordre n

Définition 6

» On appelle équation différentielle scalaire linéaire d’ordre n définie sur I toute équation de la forme

n-1
(L) ™+ Z apx® =b
k=0

avecag, - ,an-1:1 — K et b :I — K continues, et d’inconnue x : I — K fonction n-fois dérivable.

» L'équation homogeéne associée est

k=0

» On appelle solution de (L) toute application n-fois dérivable x : I — K telle que

n-1
viel, ™)+ Y ap@®x® (@) =b()
k=0

Notation :

On note Sy, et Sy, 'ensemble des solutions sur I de (L,) et (H,) respectivement

Propriété 15

1. Les solutions d’une telle équation sont de classe €™ (I,K).

2. Sy, est un sous-espace vectoriel de €™ (I,K)

Systeme différentiel d’ordre un associé

Soit ag, -+ ,an—1:1 — K et b :I — K continues. On considere les deux applications
I — Mn ()
0 1 0 - 0 I — M,:1(K)
. 0
A ’ et B :
t — .. 0 t — .
: 0
0 0 1 b(t)
—ag(t) o e e —ap_q()

et les deux équations
(L):X'=AX+B et (H):X'=AX

d’inconnue X : I — M, 1 (K) de classe @l

L’application
Sy, — Sm

n

(=1

est un isomorphisme d’espace vectoriel




IV.2 Systeme différentiel d’ordre un associé 2

l

Preuve:

» 0 est bien définie ?
Soit x € SHn, alors x est de classe €™ sur I a valeurs dans K, donc X = 0(x) est de classe €1 sur I & valeurs dans
M;;,1(K). Soit tel, on a

/

x
xl
X = Y= (n-1)
D) e
n—1
) _ Z akx(k)
k=0
0 1 0 0 x
%
= 0
0 0 1 :
—ag —an-1 £n=1)
= AX
» 0 est linéaire ? Evident.
» 0O est injective ? Si x € Kerf, alors x =0, ainsi linjectivité de 6.
» 0O est surjective?
X1
Soit X = o |une solution de H, alors elle est de classe ‘61, donc ses fonctions coordonnées x; : I — K sont de classe
Xn

2 Léquation X' = AX équivaut au systeme
Viell,n-11, x;41 =x§
n
Xp == ai1%
i=1

Les n—1 premiéres équations montrent que x1 est de classe €" et Vi € [1,n]l, x; = x(li_l) et la derniére équation
dévient

n n-1
i1 .
x(ln) __ Z ai—lx(ll ) _ Z aix(lt)
i=1 =0
Ainsi x1€Sp, et X =0(x1)

Théoreme 6

Sy, — SiL
x
L'application 6 : x est une bijection
X —_— .
x(n.—l)

Propriété 16: Structure des solutions de Sy, et de Sg,

1. L'ensemble Sy, des solutions de (H,) est un sous-espace vectoriel de dimension n du K-espace vectoriel
€"(I,K)

2. L'ensemble Sy, des solutions de (L) est un sous-espace affine de ¢€™(I,K) de direction Sg, .

Preuve:
Conséquence du théroéme précédent

Théoreme 7: Cauchy-Lipschitz

Soit ag,: - ,an—1:1 — K et b :I — K continues. Le probléme de Cauchy

n—1
(n) (k) _
x +E apx" =b .
=0 ou toel, x9,%1, -, xn-1 €K

Vie[0,n—11, xW(to)=x;




IV.3 Wronskien

d’inconnue x € €" (I,KK), admet une et une seule solution.

Preuve:
Le théoréme de Cauchy-Lipschitz linéaire assure Uexistence d’une solution X de (L) : X € €1 (I s M1 (K)) vérifiant X(¢9) =
X0
Xn-1
Par la bijection réciproque de 6, on obtient une solution x de (L) : x € €"(I,K) vérifiant Vi € [0,n — 1], x(‘)(to) =x;
| Exemple I
| N |

Démontrer que la fonction définie sur R* par f(¢)=e™ £ ot prolongée par f(0) =0 est de classe C*°, mais

n’est solution d’aucune équation différentielle linéaire homogeéne.

Il est clair que f est de classe C* sur R*. On montre aisément par récurrence sur n que ses dérivées sont
de la forme
142
t— Pp(t)e V0,

oit les P, sont des polyndémes. Ainsi, pour chaque entier n, /™ admet une limite en 0 égale a 0. Par le
théoreme de prolongement d’une dérivée, f est de classe C®, avec f"™(0) = 0. Si f était solution d’une
équation différentielle linéaire homogeéne d’ordre n,

YP®) +an_ 1)y V@) + - +agy(t) =0,

elle vérifierait aussi la condition initiale y(0) = --- = ¥~ 1(0) = 0. Or, d’apres le théoréme de Cauchy linéaire,
cette équation n’admet qu’une seule solution pour ce probléeme de Cauchy. Comme 0 est solution et que f
n’est pas identiquement nulle, on obtient une contradiction.

Corollaire 1 (Cas n =2)
Soit a,b,c € € (I,K). Le probleme de Cauchy

x"+a-x'+b-x=c N
ou toel, xp,x1 €K

x(tg) = x0, x’(to) =Xx1

d’inconnue x € €2 (I,K) admet une et une seule solution.

| Exemple I
| N |

Résoudre sur I =10, +oo[ I'équation t2x" +x =0
(On pourra chercher du type t%)

1+iV3
2

On trouve a® —a+1=0, donc a =

SHe = {t — a,lerllnt + azerzlnt | a; € C}

Puis Vect(h1,ho) = Vect(Re(h1),Im(h1)), donc

3 3
S Hy ={t-—»e%t(alcosglnt+azsin§1nt) | aieC}




IV.3 Wronskien
Définition 7: Wronskien

Soient (¢1,...,¢,) une famille de fonctions de €™ (I,IK). On appelle matrice Wronskienne de la famille
Iapplication Wy, ... )1 — My (K),

p1@®) o @n(®)
t—
(n D(t) (n 1)(1.‘)

On appelle Wronskien de la famille I'application W(py,pn) - I —K,

p1@) e p(®)
t—
(n D(t) (n 1)(t)

Remarque :

Soit h1,h9 deux fonctions de €2 ,K), alors la matrice Wronskienne

I — My(K)
Whihs: P hi(t)  ho(t)
R(@)  hy(t)
et le Wronskien
I — My(K)
Whyhy - ¢ h1(t) ho(t)
Ry(t)  hiy(e)

Propriété 17: Base de Sp,

Soit (¢1,...,¢,) une famille de Sy, espace solution de (Hp).
Alors les affirmations suivantes sont équivalentes :

1. (¢1,...,9,) est une base de Sy, ;
2. 3tgel tel que wy, ... o, (to) #0;
3. Vtel, wgy, .0, @) #0.

Preuve:
)
@'

Pour i e[[1,n]], on pose y; = _L . Par Uismorphisme 0 la famille (¢1,...,¢n) est une base de Sy, si, et seulement si,
(n-1)

(p.
la famille (y1,...,¥y,) est une bclzse de Sy

Théoréme 8: Variation des constantes

n
Soit (¢1,...,¢,) une base de solutions de (H,) , x € €™ (I,K) et A4,...,A, € €1(1,K) telles que x = Z/li(pi.
i=1

Alors

x est solution de (L,) W((pl,,,,,(p”)ﬂt/ =B, avecA=

Ou encore ,
Veelo,n-21, Y AP =0

x est solution de (L,) < <{ ,

2 A =b
i=1
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Preuve:

n n n
x= Z Ai@; est solution de (Ly) si, et seulement si, X = Z A;y; solution de (L) si, et seulement si, Z A;wi =B
i=1 i=1 i=1

Corollaire 2 (Cas n=2)
Soit a,b,c € € (I,K) et (h1,he) une base de solutions de ’équation

(Hg): x"+ax' +bx=0
Pour tout couple (11,1s) d’applications de €1 (I, K)

/1’1.}7,1 +/1’2h2 =0

x=A1h1+ Ashs est solution de " +ax' + bx = ¢ =
AR+ ARG =c

| Exemple I
| N |

Résolvons I'équation
¢

Y2y 4y = _e
1+¢2
Il s’agit d’'une équation différentielle linéaire scalaire d’ordre 2 a coefficients constants, d’équation caracté-
ristique 2 — 2r + 1 = 0 de racine double 1.
> Solution de I'équation homogene : est de la forme xq : t— (A¢+ f)ef, ou A, f€R
» Solution de ’équation compléte : Les deux fonctions @1 : ¢ — e’ et @3 : t — te! forment un systéme
fondamental de solution de I'équation homogeéne. Par la variation des constantes, soit y = 1¢p1 + fp2,
avec A, B € €(R), alors y est solution de I'’équation compléte si, et seulement si,

AMp1+Bps =0 Aet + Btet =0
N +Bol, = o= AMel +B(t+1)et = t
1 2 1422 1+¢2

Par la méthode de Cramer, on trouve

4 1
Ait) =-——— __= 2
@ i M =-gh+D+a oo
! = — =
@ = i B(t) =arctan(t)+b

Donc la solution de ’équation compléte est

1
yit— tarctan(t)—Eln(1+t2)+a+bt el a,beR

| Exemple I
| N |

Résolvons sur 10, n[ I'équation y" +y = prw oot

(cos, sin) est un systéme fondamental de solutions de 'équation homogeéne, dont le Wronskien

cos(x) sin(x)
—sin(x) cos(x)

w(x) =




IV.4 Méthode de Lagrange ou méthode d’abaissement du degré

Soit A1, A9 € €1 (10, 7[,R) et soit y = A1 cos +Ag sin, alors

y ty=-— .
sin®x Ajcosx — A} sinx = —
sin- x

" 1 Al sinx + A cosx =0
—

— COoSx

0 cosx
1 ~ sindx

5— —sinx

2sin“x CK,,BE[R

Ao(x) = 25+ B

{xll(x): Y

Les solutions de ’'équation compléte sont de la forme

y:ix— acosx+ fsinx+cosx - ———, aveca,feR
2sin“x

Méthode de Lagrange ou méthode d’abaissement du degré

Cette méthode ne présente réellement d’intérét que pour une équation linéaire d’ordre 2.

2 +ax' +bx=c

X
Si ¢ une solution de x” + ax’ + bx = 0 ne s’annulant pas sur I, on pose z = — autrement-dit x = z¢. On a alors
@

¥ = Zep+z¢

2'p+22' ¢ +z¢"

8
Il

si bien que

%" +ax' +bx 2o+ (290" - )2+ (9" +ag +by)z
—_—

=0

2"p+(2¢" +agp)z'

x est solution de (L) si, et seulement, si y =z’ est solution sur I de :

¥+

/
a+2£)y:£
® ®

| Exemple I
| N |

Résoudre sur R I'équation différentielle
2+ 1y -2y=t

en commencant par rechercher les polynémes solutions.

Léquation (t2 +1)y” — 2y = 0 admet y; = ¢2 + 1 est une solution polynémiale de (H) sur R.
Méthode de Lagrange : Cherchons une solution yo(#) = A(£)y1(2).

On obtient
A(t)+ =0
® 2+1
qui donne A'(¢) = ﬁ Or
f 1 d¢ ! tant + 1 ¢ +ct

———d¢ = —arctant + — —— +cte

(t2 +1)2 2 2t2+1
et A(¢) = arctant + convient ce qui donne

2+1

yo(t) = (#2 + 1) arctant + ¢
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Ainsi
Sy ={t— A2+ 1D +p((t? + Darctant +¢) | A, u e R}

. t . T
On voit yg : ¢t — ~3 est une solution particuliere, donc

Sy ={t— AMe?+ 1) +pu(? + Darctant +1) | A, ue R}

Equations différentielles linéaires constantes

On étudie 'ensemble S des solutions a valeurs complexes de I'’équation différentielle linéaire d’ordre n a coeffi-
cients constants

n-1
Wiy apx® =0

k=0
avec a; € K d'inconnue x € g (R, K).
n-1 r
Soit y =X"+ Y ar X" et y = [[ (X -~ Ax)™ sa décomposition primaire
k=0 k=1

Définition 8
n—-1
Le polynéme y(X)=X"+ Z apX ke K[X] est appelé le polynéme caractéristique de I'équation homogéne
k=0
n-1
™ + > apx® =0
k=0

Remarque :

n-1
t— e est solution de x™ + Z apx® =0 si et seulement si (1) =0.

k=0
Propriété 18

On suppose que le polynéme caractéristique y est scindé sur K. Soit A1,---,A, ses racines distinctes de

multiplicités respectives m1,---,m,. Alors I'ensemble des solutions de I’équation homogeéne
r
S=<{teR— Pk(t)elkt, avec Vk € [1,r]l, P € Ky, —1[X]
k=1

Preuve:

Considérons lespace E = € (R,K) et I'endomorphisme de celui-ci D :x— x'. On a
r
S = Ker (y (D)) = Ker ( IT1@- /lkIdE]mk)
k=1
Par le lemme des noyaux
S = k{alKer((D - A)™)

Reste a déterminer Ker (D — A)™) avec 1 € K et m € N*.
Introduisons Uapplication e) : t — eM et pour x€ E, on pose y =e_)x. Par la formule de Liebniz

Y™ =e_; (D -Aldg)™ (x)

Donc x € Ker ((D — M1d)™) si, et seulement si, M = 0. Or la solution générale de Uéquation y™ =0 est
m-1 .
y= ) ¢t
=0
avec cg, *+,cm—1 €EK. Ainsi

m—1 .
Ker ((D - Md)™) = {t—»e“ Y e;t* avec ¢, em-1 EK}
i=0
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I Exemple |
| N |

Résolvow I'équation
2" —-3x"+4x=0

» Léquation caractéristique est X2 —3X2+4 =0, ce qui s’écrit aussi (X —2)%(X +1) = 0. Les racines sont
A1 =2 (de multiplicité m; =2 ) et A2 = —1 (de multiplicité mo =1).
» La racine 11 = 2 conduit aux solutions (a + bt)e? avec a,b € R
» La racine 1g = —1 conduit aux solutions ce ¢
Lensemble des solutions est donc

avec c € R

{t — (a+bt)e? +ce|a,b,ceR}

Remarque :

Quand les coefficients ag,--- ,a,—1 sont réels, on s’interésse en général qu’aux solutions a valeurs dans réelles
de I’équation.
m=1 .
» Si A estracine réelle de ¥, cela donne des solutions réelles de la forme ¢ — e?t Z c;t" avec cg, +*,Cm-1 €
i=0

R
» Sipar contre A = 1+ iw, oul i et w sont réels avec w non nul, alors son conjugué A = 1 —iw est racine de
x de méme ordre, on obtient les solutions de la forme

m—1 . m—1 .
t — et cos(wt) Z a;t' +etsin(wt) Y Bit!
i0 i=0
avec @0, ", ¥m-1,00,"* ,Pm-1 €R
| Exemple I
-

Cherchons les solutions réelles de I'équation
%" —2x" —2x' -3x=0

» Léquation caractéristique est X —2X2 —2X —3 =0, ce qui s’écrit aussi (X —3) (X 24X + 1) =0 Une
valeur propre est donc 11 = 3.
» Les solutions de X2+ X +1=0 sont Ag = —% + ‘/751 et A3 = —% - ‘/751
» La valeur propre 1; =3 conduit a la solution ¢ — St
» Les valeurs propres Ay et A3 conduisent aux solutions complexes e*? et e*3!. Comme on s’intéresse
aux solutions réelles, alors on consideére les deux fonctions définies par la partie réelle et la partie
imaginaire de e~ lteFit
t— e_%tcos (?t) et t— e_%tsin (?t)

» Lensemble des solutions est donc

3 3
{t — aedt +e7%t (bcos (gt) + csin(gt)) la,b,c€e [R}
Corollaire 3

Soit a,b,c € K tel que a # 0 et soit

ax”" +bx' +cx=0 (H)

1. Siléquation ar?+br + ¢ = 0 possede des racines distinctes 71 # rg et les solutions de (H) sont les

x(t) = e + pe™ o A, pekK.

2. Siléquation ar? + br + ¢ = 0 posséde une racine double rg et les solutions de (H) sont les

x(t) = (At + e’ ou A, pek.




IV5 Equations différentielles linéaires constantes

3. Siléquation ar?+br+c =0 ne posséde pas de racines, alors K = R et 'équation caractéristique admet
deux racines complexes distinctes et conjuguées r1 = a +1f, ro = a —if et les solutions de (H) sont les

x(t) = e (Acos(Bt) + usin(ft)) ou A, ueR.

\ 7

Propriété 19

n-1

L’équation x™ + Z akx(k) = e%P(t), ou P € K[X] et a € K, admet une solution particuliére de la forme
k=0

Xpit— tmQ(t)e™ o1 @ est une fonction polynomiale de méme degré que P et m est ordre de multiplicité

de a vu comme racine de y

Preuve:
Soit d = degP, posons an =1let eq :t— e,

» Pour QeKgimlXlona:

C k L& i g0 ki
> apD (Qea)zz:akZC;eQ’ea v

rD)Req) =
k=0 k=0 i=0
& Y ik, 3 @V R gy
= ZakZC;EQta Leazz 3 Zakk 1 v a
B0 i=0 izo ! pm (k=D
B n Q(l) (l)(a,) n Q(l) (l)(a)
= Yy A e =y AT,
i-o i=m

On pose
n
0@= Y Ly PaQw.
p=m p!

0 est une application linéaire de Kg.,[X] & valeurs dans KylX], sa matrice, dans les bases canoniques % =
(LX, o x 8 m) et 6 = (1,X, -, x),

0 0 * ? ?
Mat(6) = 0 =
RBE
: S T
0 -+ -+ 0]0 -+ 0 =«

est échelonnée dont les m premiéres colonnes sont nulles et de d + 1 pivots.

L |
0Q) =Y I;x”’)m@“’)

p=m

Donc rg(()0) =d +1=dimKy4[X] et, par suite, elle est surjective.
» Pour R € Kg,n[X], Uapplication t — eMR(t) est une solution particuliére de l'équation (L) si, et seulement si,

e).0R) = y(D)(e).R) = e)P < 6(R) =P

Par la surjection de 0 il existe un polynéme R de degré d + m tel que

LA
O(R) = Z ;X(p)(/l)R(p)=P

p=m

Mais K,—1[X1 < Ker(0), alors on pose Q le quotient de la division euclidienne de R par X™, on obtient 0(X™@Q) =
O(R)=P.

Remarque :
Cette méthode s’applique notamment pour a =0
Remarque :

Si d(t) = et (M coswat + N sinwst) ot w1,ws € R et M,N € R,[X].
On cherche une solution sous la forme

xp = ™ et (A coswst + Bsinwsyt)
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ou A,B eR,[X] et m l'ordre de multiplicité de w; + iwg dans I’équation caractéristique

| Exemple I
| N |

Résoudre y" +y = x+cos3x sur I =R.

» Equation homogeéne : Léquation caractéristique est 72 + 1 = 0. La solution générale de (E.H.) est donc
y=Acosx+Bsinx.

» Solution particuliére & y” +y =x : y = x convient.

» Solution particuliére & y” + y = cos 3x : En remplacant y = A cos 3x + Bsin3x dans I'équation, on trouve
(A—-9A)cos3x+(B—9B)sin3x = cos3x, donc A = —% et B=0.

1
» Conclusion : la solution générale est y = x — 3 cos3x+Acosx + Bsinx.

| Exemple I

| N |
Résoudre les équations différentielles :

(Eo) y" -5y +6y=0 (E1)y"—5y +6y=4xe® (E3)y" -5y +6y=4xe®

Trouver la solution de (E1) vérifiant y(0) =1 et y'(0) = 0.

1. Equation (E(). Léquation caractéristique est 72 —5r+6 = (r —2)(r —3) = 0, avec deux racines distinctes
r1=2,r2 =3. Donc 'ensemble des solutions de (E) est {1e2* + ue3* | 1, u € R}.

2. Equation (E1).

a) On cherche une solution particuliere a (E1) sous la forme yo(x) = (ax + b)e®. Lorsque 'on injecte yq
dans I’équation (E1), on obtient :

(ax+2a+b)e* —5(ax+a+b)e* +6(ax+b)e® =4xe*
<~ (a—-ba+6a)x+2a+b—-5(a+b)+6b=4x
<~ 2a=4et —3a+2b=0
<~ a=2¢et b=3

Done yo(x) = (2x + 3)e*.

b) Lensemble des solutions de (E1) est {(2x +3)e® + 1e?* + ue3* | A, u e R}.
¢) On a y(x) = (2x + 3)e* + 1e%* + ue®*. On cherche A, p tels que y(0) = 1,5(0) = 0. C’est-a-dire que
3+A+pu=1,5+21+3u=0.Donc A = —1,u=—1, cest-a-dire que y(x) = (2x + 3)e* — e2* — 3%,
3. Equation (E3). Comme 2 est une racine de 'équation caractéristique, on cherche une solution parti-
culiére sous la forme yg(x) = x(ax + b)e?*. On obtient yo(x) = x(—2x — 4)e?*.

Exemple: Equation d’Euler

On considére I'équation :
y'+2y' +4y=xe* (E)
1. Résoudre I'équation différentielle homogéne associée a (E).

2. Trouver une solution particuliére de (E) (expliquer votre démarche), puis donner I'ensemble de toutes
les solutions de (E).

3. Soit f :]0,00[— R une fonction deux fois dérivable sur ]0,00[ et qui vérifie :
2F"(8) +3tf () +4f (¢) = tlogt.
a) On pose g(x) = f(e*), vérifier que g est solution de (E).

b) En déduire une expression de f.

1. Le polynéme caractéristique associé & E est : p(x) = x% +2x +4; son discriminant est A= -12 et il a
pour racines les 2 nombres complexes —1+iv/3 et —1—i/3. Les solutions de I'équation homogeéne sont
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donc toutes fonctions :
y(x) = e *(acos V3x + b sin v3x)

obtenues lorsque a,b décrivent R.

2. Le second membre est de la forme e**Q(x) avec A = 1 et Q(x) = x. On cherchera une solution de
I'équation sous la forme : y,(x) = R(x)e* avec R polynéme de degré égal a celui de € puisque p(1) # 0.
On pose donc R(x)=ax+b.0n a

¥p () +2y,,(x) + 4yp(x) = (Tax + Tb + 4a)e”.

Donc y,, est solution si et seulement si 7ax+7a +4b = x. On trouve apreés identification des coefficients :

-4

1
a=— et b=—.
7 49

La fonction yp(x) = %(x - %)ex est donc solution de E et la forme générale des solutions de E est :
- . 1 4
y(x) = e *(acos V3x + bsin v3x) + §(x - §)ex ;a,beR.
3. a) Ona: g'(x)=e*f'(e*) et g"(x) = e*f'(e*) + e2* f"(e*) Qo1 pour tout x € R :

g () +2g"(x) + 4g(x) = €2 f"(e¥) + 2% F'(e%) + 4f (e¥) = e* log e* = xe®

donc g est solution de E.

b) Réciproquement pour f(¢) = g(logt) ou g est une solution de E on montre que f est 2 fois dérivable
et vérifie I’équation donnée en 4. Donc les fonctions f recherchées sont de la forme :

1 t 4
;(acos(\/glogt) +bsin(v3logt)) + E(logt— E); a,beR.

{ Exemple: R }

soudre les équations différentielles suivantes a 'aide du changement de variable suggéré.

1. x%2y" +xy +y =0, sur 10;+ool, en posant x = et ;

2. 1+x2)2y" +2x(1+x2)y' + my =0, sur R, en posant x = tant (en fonction de m € R).

1. Puisqu’on cherche y fonction de x €]0;+o0[, et que I'application ¢ — e’ est bijective de R sur ]0;+oo[, on
peut poser x = e’ et z(t) = y(e). On a alors ¢t = Inx et y(x) = z(Inx). Ce qui donne :

y(x) = z(nx)=2z()
y(x) = %z'(lnx) =e 2 (¥)
Y'ax) = - izz’(lnx) + lzz”(lnx) =—e 2 () +e 22"(p)
x x

En remplagant, on obtient donc que
Vx €]0;+00l, x2y" +xy' +y=0<= VteR, 2" () +z(t) =0

autrement dit, z(¢) = Acost + psint ou A, 1 € R. Finalement, les solutions de ’équation de départ sont
de la forme

y(x) = z(Inx) = Acos(Inx) + psin(Inx)
oud,ueR.

2. Lapplication ¢ — tant étant bijective de ] - 7; Z[ sur R, on peut poser x = tant et z(¢) = y(tant). On a
alors ¢ = arctanx et ainsi :

y(x) = z(arctanx)=z(¢)
! — 1 !
y(x) = T Z'(arctanx)
yY'(x) = ey (2" (arctanx) — 2xz'(arctanx))
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En remplacant, on obtient que z est solution de 'équation différentielle z”" + mz = 0. Pour résoudre
cette équation, on doit distinguer trois cas :
» m <0 :alors z(¢) = leV™™ + e~V et donc

v/ —marctan —y/—marctan
y(x)=AeV™™" eV x

» m=0:2"=0et donc z(¢) = At + u et y(x) = larctanx + y,
» m >0 : alors z(¢) = Acos(y/mt) + usin(y/mt) et donc

y(x) = Acos(y/m arctanx) + usin(y/m arctanx)

oud,ueR.

INAS Application classique des séries entieres

| Exemple I
| N |

On cherche des solutions de I'équation
(E):xzy” +4xy/+(2—x2)y— 1=0

On cherche f dérivable en séries entiéres solution de E de rayon de convergence R non nul, disons f(x) =

+00
Y a,x™ Alors f est de classe €°°, dérivable terme a terme sur ]-R,R[. Donc :

n=0
+00 +00 +o0 +00 9
Y n(n-Dazx"+ ) 4nazx”+ ) 2a,x" - ) apx"?=1
n=2 n=1 n=0 n=0

Par unicité du développement en séries entiéres de rayon de convergence non nul, on a :
» Pourn=0:2a09=1, soitag = %
» Pourn=1:4a1+2a1=0,soita; =0
» Pourn=2:
n(n—-1a, +4na, +2a, —an,—2=0

soit:a,(n2+3n+2)=a,(n+1)n+2)=an_o
» Sin estimpair, a, =0

» Sin est pair, ag, =

2p+2)!
Donc )
P % (ch(x)-1)six #0
Fo=y =% .
=0 (2n +2)! 1/2 six=0
+00 2n
Réciproquement, soit f défini par f(x)= Y. Gni2)l ; alors f a un rayon de convergence infini (critére de
n=0an .

d’Alembert), donc f est de classe C™ sur R, et on vérifie que f est solution sur R de (E). (soit directement,
soit avec les coefficients)

| Exemple I
| N |

On considére I'équation différentielle y"” +xy' + y = 1. Chercher I'unique solution de cette équation vérifiant
¥(0)=y'(0)=0.
Indication : Chercher les solutions développables en séries entiéres

» Soit r >0 le rayon de convergence de f. On a, pour tout x €] —r,rl[,

flx) = ) apx"
n=0
+00 +00
xf'(x) = «x Z nax" 1= Z na,x"
n=1 n=0
+0o +00
") = ) nn- Dax™ 2= Y (n+2)(n+Dansox™.

n=2 n=0




IV.6 Application classique des séries entiéres “

On en déduit que, pour tout x €]—r,r[, on a
+00
'@ +xf @)+ fx) =) bpx"
n=0

avec

by,=n+2)(n+1anio+(n+1ay,.

Or, f""+xf'+f = 1. Par unicité du développement en série entiére, on obtient by = 1 et b, = 0 pour tout
n = 1. Ceci nous donne les relations

1 an
=(1-ag) et =—
ag 2( ap) et anpyo "

pour n = 1.

» On sait en outre que ag = y(0) =0 et que a1 = ¥'(0) = 0. On en déduit que tous les termes impairs ag, ;1
sont nuls, puis que, pour les termes pairs

(5] (zzs) ()

— | % XX |—lag

2n 2n—2 4
(_1)n+1

2x4x---x2n"

a2n

On factorise tous les termes qui sont pairs au dénominateur, et on trouve

(_1)n+1
@2n = 2nn!
valable pour n = 1. Réciproquement, posons
(_1)n+1 on
X)=
fx) n;l ol

La série entiére qui apparait est de rayon de convergence égal a +oo, la fonction f ainsi définie est
donc de classe C™ et, remontant les calculs, elle est solution de ’'équation différentielle initiale.
» De plus, on peut l'identifier a une fonction classique. En effet,

f(x)=—Zi|

n>11:

—x2\"
(7) =1—exp(—x2/2).
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