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Différentielle d'une fonction

H

Dans ce chapitre

» les R-espaces vectoriels considérés E, F', G... sont de dimensions finies non nulles.
» On pose dimE =n et dimF = p.
» B=(e1,...,ep) une base de E et € =(1,...,£,) une base de F.
» U c E un ouvert non vide et f : U — F une application
n

» Pour x = inei on identifie f(x) et f (x1, - ,xp).

i=1
» f1,---,fp les fonctions coordonnées de f dans la base € = (¢1,...,&p).

- Différentielle d’une fonction

Dérivation selon un vecteur

U est un ouvert et a € U, il existe a > 0 tel que B(a,a) c U. Soit h € E \ {0}, la fonction ¢ € R— f(a +th) est
définie au voisinage de 0.

Définition 1

fla+th)-f(a)

On dit que f admet une dérivée en a suivant h € E \ {0} si %ir% — existe dans F. Dans ce cas,

cette limite s’appelle la dérivée de [ en a suivant h et on la note Dy, f(a).

Propriété 1

On pose ¢(t) = f(a +th). Alors :
1. ¢ est définie au voisinage de 0.
2. f admet une dérivée en a suivant h si, et seulement, si ¢ est dérivable en 0.

Dans un tel cas Dy, f(a) = ¢'(0).

Remarque :

Cette propriété est pratique pour calculer les dérivées directionnelles. Il est inutile de simplifier I'expression
de ¢'(¢). Remplacer directement par ¢ = 0.

Définition 2: Dérivées partielles

1. On dit que ' admet une dérivée partielle ( premiére ) en a par rapport a la iéme place si f admet une
dérivée en a selon e;.

0
Elle se note D, f(a) ou _Of (a).
6
2. Si fadmet en tout point de U une dérivée par rapprot a la iéme place, on appelle dérivée partielle de f

par rapport a la iéme place I'application, noté D, f ouD;f ou o P’application x — —(x)
Xi Xi

Remarque :

Calculer la ieme dérivée partielle en a = (ay,...,a,) revient a calculer la dérivée de la fonction a variable
réelle
g:t— f(ay,...,a;_1,t,a;41,...,a,) ent=a;

| Exemple I
| N |

Calculer les dérivées partielles de det : M, (K) — K

Soit % = (E; ;) la base canonique de E.
(P(t) =det (M + tEL]) = det(M) + tALJ (M)

Donc D;jf : M — ¢'(0) = A;j (M) existe




1.2 Différentielle

I Différentielle

Définition 3: Différentielle en un point

1. On dit que f est différentiable en a s’il existe une application linéaire ¢ de E vers F et € une application
de E dans F continue et nulle en 0 telles que : Vh € E tel quea+h €U on a

fla+h) = fl@+e(h)+Ihleh)
h—0g

Dans ce cas, I'application ¢ est unique et s’appelle la différentielle de f en a ou encore I'application

linéaire tangente a f en a et on la note df, (ou df, ou df, ou f'(a)).

2. On dit que [ est différentiable sur U si elle est différentiable en tout point de U. Dans ce cas, I'applica-
tiondf :xe U — dfy € L(E,F) s’appelle la différentielle de f sur U.

On écrit souvent o(h) ou o(|| A ||) pour || & || e(h).

Preuve:
Supposons qu’il existe uq et ug € L(E,F) tels que

{f(a+h)= fla)+€1(h)+o(h)
fla+h)=f(a)+la(h)+o(h)

Soit £ = 01— 9, alors ¢(h) =o(h).

1 14 h
Soit x € E\{0}, on pose h,, = - x —— 0, donc ﬁ = M
n |lx|| n—+oo [lcll lAnll n—+oo

£(0) =0 et, par suite, Uapplication ¢ est nulle

0, donc ¢(x) = 0. L'application ¢ est linéaire donc

Remarque :

Si l'application f est différentiable en a alors df, ne dépend pas de la norme choisie.

| Exemple I
| N |

Si I'application f est constante sur U alors f est différentiable sur U et on a Va € E,df, =0.

SoitacU etheE telquea+heE,ona
fl@+h)=f(a)

Prendre ¢ =0 et € =0. Ainsi f est différentiable en a et df, =0

| Exemple |
| N |

On note E =M,, (K).
On cherche les différentielles de fo: A — A?

Soit A € M, (K)., alors pour H € M,, (K),

(A+H)Y? =A%2+AH+HA + H?
f(A)+¢(H)+H?

f(A+H)

Ou ¢ est linéaire continue.

On munit E d’'une norme d’algebre. Alors VH € M, (K), || H? “ < | H|2. Donc pour |[H| <& ona ” H? || <
el H|. Donc H? = o (H).

Donc f est différentiable en A et dfs :H— AH+HA

Propriété 2

Si f:U cE — F est la restriction d’une application linéaire alors elle est différentiable sur U et on a

VaeU, dfa=f

Preuve:
Soit a,h € E, alors f(a+h) = f(a)+ f(h). Quand h — 0, f(a+h) = f(a)+u(h)+o(h) avec u = f linéaire. Ainsi f est
différentiable en a et dfy =f.




1.3 Propriétés “

1. Pour tout i €[[1,p]l, 'application

est différentiable
2. Pour tout (k,¢) € [1,n]l x[1, p]l. Lapplication

Mn,p([K) — K

B 4
E“'{ (@) 150 — ane

est différentiable

Définition 4

Toute écriture :

fa+h)=f(a)+¢(h)+o(h) quand h—0 aveclc Z(E,F).

est appelée développement limité a I'ordre 1 de f en a

Propriété 3

Si f est différentiable en a alors f est continue en a.

Preuve:
Quand h — 0, f(a+h) = f(a)+dfg(h)+o(h) P f(a) car Uapplication linéaire df, est continue puisqu’au départ d’un

espace de dimension finie.

Corollaire 1
Les fonctions différentiables sont continues

J

Propriété 4

Si f est différentiable en a alors f est dérivable en a suivant tout vecteur non nul. Dans ce cas,

VheE,df,(h)=Dpf(a)

Preuve:
Soit h € E \{0}. Pour t proche de 0

fla+th) = f(a)+dfq(th)+o(t)
= fla)+tdfg(h)+o(t) car dfgest linéaire
Par suite lim w = dfa(h)
| Exemple I
| N |
2

Soit 'application f(x,y) = % si(x,y) #(0,0) et £(0,0)=0.
x°+y
1. Montrer que [ est continue en (0,0) et elle admet des dérivées suivant tout vecteur

2. Montrer que f n’est pas différentiable en (0,0)

1. » Pour (x,y) € R2\{(0,0)}, on a

xy?
x2 + y2

Iyl
2 (x,)—(0,0)

=

If e, ) =

» Soit (h,k) #(0,0). On a ¢(t) = f(th,tk) = tf(h,k) donc D, 1) f (x,y) = ¢'(0) = f(h,k) donc f admet des




1.3 Propriétés

dérivées suivant tout vecteur non nul en (0,0).

2. Lapplication (h,k) — f(h,k) n’est pas linéaire donc f n’est pas différentiable en (0,0).

Remarque :

1. La continuité et la dérivabilité directionnelle ne suffit pas pour qu'une application soit différentiable.
2. Sidh € E\{0} tel que f ne soit pas dérivable en a suivant A alors f n’est pas différentiable en a.

3. On suppose que f admet des dérivées en a suivant tout vecteur h € E \ {0}.
Si application g:h— Dy f(a) si h #0 et g(0) =0 n’est pas linéaire sur E alors f n’est pas différentiable
ena.

Propriété 5: E =R

Soit f:UcR— F etacU. f est différentiable en a si, et seulement, si f est dérivable en a.
Dans ce cas, Vh € R,df,(h) = hf'(a). En particulier, df,(1) = f'(a).

Preuve:
=) Si f dérivable en a.

1 1
Z(f(a+h)—f(a)) ﬁ f'(a) donc Z(f(a+h)—f(a)) = f'(@)+0(1) puis fla+h) = f@)+h.f'(@)+o(h) = f(a)+u(h)+o(h)

avec u:h— h.f'(a), ue LR F). Par suite f est différentiable en a et dfy : h— h.f'(a).
<) Supposons f différentiable en a. Donc f(a+h)=f(a)+dfy(h)+o(h), puis

1 1
;(f(a +h)-f(a) = ]_l(dfa(h) +o(h))=dfa(l)+0(1) Y dfa(1)

Ainsi f est dérivable en a et f'(a) = df,(1).

Propriété 6

Si f est différentiable en a alors les dérivées partielles de [ en a existent et on a

Yh = ihiei eE, df,(h)=Dyf(a)= ihzﬁ(a)

=il =il 6xl

Preuve:
Si f est différentiable alors pour tout a € U et tout h € E, f est dérivable en a selon le vecteur h et

Dy, f(a)=dfq(h)

En particulier pour h =e;
De, f(@) =dfale;)

n
Sih= hje;, alors
i=1

dfa(h)

I
2
=
ngE
=
©
N

Car df, est linéaire

Corollaire 2
Le développement limité a I'ordre 1 de f en a s’écrit alors

G 0
fla+h)=[f(a)+ Zhi—f(a)JrO(IIhII)
o1 0%




1.4 Opérations sur les applications différentiables n

Opérations sur les applications différentiables

Propriété 7: Opérations algébriques

Soit f,g :U — F différentiables en a. Alors : VA€ R,Af + g est différentiable en a et on a

dAf + 8)e = Adf, +dg,

Preuve:
Soit he E telquea+heU. Ona

Af+g)a+h) Af(a+h)+gla+h)
Af(@)+Adfo(h)+gla) +dgq(h)+o(lh])

(Af +8)(a)+(Adfa +dga)(h) +o(llR])

avec Adfy +dgq € L (E,F). Par suite Af + g est différentiable en a et

dAf +8)g =Adfg +dgq

Propriété 8

Soient f:UcE —F,g:UcE — G et B:F xG — H bilinéaire.
Si f et g sont différentiables en a alors B(f,g) I'est aussi et

dB(f,8)a = B(dfq,8(a)) + B(f(a),dga)

Preuve:
Soit he E telquea+heU. Ona

B(f,g)Xa+h) B(f(a+h),g(a+h))
B(f(a)+dfa(h)+o(lhl),g(a)+dga(h) +o(lAl)

B(f(a),g(@) +(dfa(h),g(@)) +(f(a),dga(h)) + p(h)

Ou p(h) =B(f(@),o(|h|)) + B(dfa(h),dgq(h)+o(I1R1)) + B (|, gla + h)). avec
@(h) =B(f(a),dgq(h) + o(h)) + B(dfa(h)+ o(h),g(a)) + B(dfa(h),dgq(h)) + B(o(h),o(h))

Or les applications df, et dgq sont lipschitziennes car linéaires en dimension finie donc continues et |B(x,y)| < k| x|l.|lyll
car B est bilinéaire en dimension finie donc continue. Par suite ¢(h) = o(h) et donc

B(f,g)a+h)=b(f,g)a)+u(h)+o(h)

avec u : h — B(dfq(h),g(a)) + B(f(a),dgq(h)) linéaire. Ainsi B(f,g) est différentiable en a et dB(f,g)q : h —
B(dfq(h),g(a)) + B(f(a),dgq(h)). Abusivement, on écrit dB(f,g)q = B(dfa,g(a)) + B(f(a),dgqa)

Corollaire 3
Si de plus F est une algebre normée alors pour f,g:U c E — F différentiables en a, f g est différentiable
enaetona

Vh e E,d(fg)a(h) =dfa(h)g(a) + f(a)dga(h)

Preuve:
B:FxF —F, (x,y)— xy est bilinéaire

7

Corollaire 4
Sia:UcE —Retf:UcE — F différentiables en a, alors af est différentiable en a et on a

d(af), =da, f(a)+ala) df,

Preuve:
B:RxF —F, (A,x)— Ax est bilinéaire

| Exemple |
| U |

La fonction det : M,(K) — K est différentiable car det est somme et produit de fonctions différentiables.




1.5 Matrice Jacobienne

Théoréeme 1: Composition de deux fonctions différentiables

Soit f :U c E — F différentiable en a, V un ouvert de F tel que f(U)cV et g:V — G différentiable en f(a).
Alors gof est différentiable en a et on a

d(gof)e=dgruodfa (Reégle de la chaine)

Preuve:
Soit a €U. Quand h — 0,
fla+h)=f@)+dfa(h)+o(h)=f(a)+k
avec k=dfg(h)+0o(h)=0 () car |dfa(W < |Idfall. IR
Puisque k — 0
g(f(a)+k) =g(f(a))+dgf(a)(k)+o(k)

puis

(gofNa+h) = g(fa)+dgs(dfalh)+o(h))+o(h)
g(f(@)+dg f(q)@fa(h) +dg fg)(c(R) +o(h)

Mais dgf(a)(O(h)) =o(h) car dgf(a) est lipschitzienne.
Ainsi : (gof)a+h)=(gof)a)+u(h)+o(h) avec u = dg(f(a) odfg € L(E,H).
Finalement gof est différentiable en a et d(gof)a =dgf(q)°dfa-

Corollaire 5
Soit f:UcE —Fety:I cR— E telles que y(I)cU.
Si y est dérivable sur I et f est différentiable sur U, alors f oy est dérivable sur I et on a :

viel, (foy)®)=dfyw(Y'(®)

\ J

Preuve:
f oy est dérivable sur I et pour tout t €I,

(foy)(®

d(foy)(1)
dfy(t) odyt(1)
= dfy(t) (Y/(t))

Propriété 9

Soit f :U c E — F. On a équivalence entre :
1. f est différentiable

2. les fonctions coordonnées de f dans une base de F le sont.

Preuve:
1=2) Soient B=(e1,---,en) une basede F et f1,--,fn les composantes de [ dans la base .
Notons B* = (e*l‘,m ,er) la base duale de 9. Pour tout i € [1,n]), f; = e;‘ o f, par composition, est différentiable

n
2=>1) Onaaussi f = Z fie; est différentiable par opération sur les fonctions différentiables. En effet la fonction constante
i=1
égale a e; est différentiable et par composition avec Uapplication bilinéaire produit extérieur nous pouvons affirmer

que st f; :U — R est différentiable, Uapplication f;e; :U — F lest aussi.

Matrice Jacobienne

Définition 5

On appelle matrice jacobienne relative aux bases & et ¢ d’une application f : U c E — F différentiable
en a € U la matrice de I'application linéaire df, relative aux bases % et €

Jac(f)a) = %ﬁéﬂ(dfa) €My, (R)




1.5 Matrice Jacobienne “
Propriété 10

En notant f1,---, fp les fonctions coordonnées de f
0 0 0
Oh(y Oy ... O,
of, 0x1 0xo 0xy,
Jac(f)a) = (al_(a)) N B : :
i) <isn afp 6fp 6fp
a_xl(a) %(a) %(a)

Preuve:

3] 0
Les colonnes de Jac(f)(a) sont formées par les composantes dans € des vecteurs dfa(ej) = a—f(a) et l'on sait (6—f) = Dj(fi)
Xj Xj);

Remarque :
Soit A€ E. On pose H =[hlg et Y =[df,(h)]¢. Alors : Y =Jacf(a) x H.
Remarque :

La matrice Jacobienne permet de calculer facilement la différentielle. On I'utilise surtout lorsque f(x) est
une expression en les coordonnées de x.

| Exemple I
| N |

Déterminons la différentielle de I'application f(x,y,z) = (xy + yz + zx,xyz).

On a f admet deux composantes f1(x,y,z) =xy+ yz +zx et folx,y,2) = xyz.
On a f1 et f3 sont différentiables sur R? car polynomiales en x,y et z donc f est différentiable sur R2.
La matrice jacobienne de f est une matrice d’ordre 2 x 3 et V(x,y,z) eRZon a :

of1 of1 of1
a(x,y,Z) a—(x,y,Z) E(x,y,Z)
JacPe..2) = | of, ofs ofs

E(-”C,y,z) E(x’y,Z) E(X,y,z)

y+z x+z x+y
yz xz xy

Donc Y(x,y,2),(h,k,0) e R?,

h + + + h
Jr(x,y,2) | k| = (y Zz xxzz xx y) k
¢ Y Y e
(y+2)h+(x+2)k+(x+y)¢
yzh +xzk +xyl

On déduit que df (x,y,2)(h,k,0)=(y+2)h +(x +2)k +(x + y)l,yzh + xzk + xy0).

Remarque :

Si f(x) n’est pas une expression en les composantes de x il vaut mieux calculer la différentielle directe-
ment sans passer par la matrice Jacobienne. Le calcul de la matrice Jacobienne passe par le calcul de la
différentielle.

I Exemple |
| N |

Déterminons la matrice Jacobienne de I'application f :R" — R définie par f(u) = ||u||§.

On a VYa,h € R",f(x+h) = |x+ |2 = |xI> +2 < x,h > +[|h]|2 done df(x)(h) = 2 < x,h >. Soit % la base
canonique de R”. On pose X = [x]g et H =[hlg donc df (x)(h) = 2’X H. On déduit que J¢(x) =2'X.




Fonctions de classe €? “
Propriété 11

Soient f:UcE — F et g:V cF — G deux fonctions différentiables telles que f(U)cV. On a

Jac(gof)(a) = Jac(g(f (a)) x Jac(f)(a)

et pour tout a e U

a(gof)L( )_Z%( )agl

(f(a)) Régle de la chaine
0x;j —1 0x

avec f1, -+, fp les fonctions coordonnées de f dans la base (81, ‘e ,£p).

Preuve:
f et g sont différentiables donc go f lest aussi et

d(gofla=dgf(q)°dfa

Par suite
0
(g Paa )‘dgf(a)(—f(a))
xj
p
Or f=) fie; donc E(a)_ Z a—f’(a)gl puis
i=1 Oxj 5 0x;
5Dy~ g £ i,
o, W = dgf(a)(;1 axj(cwel

= a g
i= laxj f@!®

of;
_ Zai< )—(f( »
i=1

n Fonctions de classe ¢!

Définition

Soit B =(e1, -+ ,en) une base de E.
Définition 6

On dit qu’une fonction f : U c E — F est de classe €' sur U dans la base 8 si les dérivées partielles de f

dans 98 existent et sont continues.

| Exemple I
| N |

E =M, (R), det : M — det(M) est de classe ¢l

Soit %8 = (E; ;) 1a base canonique de E.
@(t) =det (M+ tEij) =det(M) + tA;; (M)

Done D;;f : M — ¢'(0) = A;; (M) existe et est continue, puisqu’elle est polynomiale, ce qui assure que det
est de classe €1 et

dfu(M) Y hi;D;jdet(M)

1<i,j<n

Y hijA(M)

1<i,j<n

Tr (H'*com(M))

Propriété 12

Soit f :U c E — F. Les assertions suivantes sont équivalentes :

1. f est de classe €' sur U dans la base 8 ;




1.1 Définition

2. f est différentielle et df :U — £ (E,F) est continue
3. pour tout h € E\ {0} I'application Dy, [ existe et est continue sur U.

Preuve:
2= 1) Supposons que [ est différentiable et df est continue.

0
Les dérivées partielles de [ dans 9B existent et sont données par 6—f(a) =dfalej).
-

J
Puisque lapplication a — d fy est continue et puisque U'application constante a — e j est continue et puisque lUappli-

cation B: £(E,F)x E — F définie par B(u,x) = u(x) est continue car bilinéaire en dimension finie, on peut affirmer

0
que lapplication a — a—f(a) est continue par opérations sur les fonctions continues.
s
J
1= 2) Supposons f de classe €1 dans la base %.
Danslecas :E=R2 F=Ret %= (e1,e2) la base canonique de R2.
Soit a =(ay1,a9) et h=(h1,h9). Ona

fla+h)—fla)=f(a1+hi+ag+ho)—f(a1,a2+ho)+f(a1,a9+ho)—fla1,as)

En appliquant le TAF aux applications partielles
x1— f(x1,a2 +ho) et xo— fla1,x2)

il existe, cj, compris entre ai et a1 +hy et dj compris entre ag et ag + ho vérifiant :
0 0
fla+h)—f(a)= hl—f (Ch,ag +h2) +h2—f [al,dh)
0x1 0x9

Quand h — 0, (cp,ag+hg) — (a1,a9) et (a1,dy) — (a1,a2) donc par continuité des dérivées partielles de f, on
obtient

0 0
fla+h)-f(a) :hl_f(alaa2)+h2_f(alaa2)+°(||h||)
0x1 0x9

On en déduit que f est différentiable en a et dfy = i e;-k %(a).
i=1 v
Par opérations sur les fonctions continues, df est continue. En effet les applications a — S_J{i(a) et a — e;.k sont
continues.
3=1) En particulier pour h€{e1,---,en}, les dérivées partielles existent et sont continues

2=3) Soit h € E. Comme f est différentiable, alors pour tout a € U, Dy, f(a) existe et vaut
n of
th(fl) dea(h) = Z hiT(a)
i=1 i

0
Pour tout i € [1,n]], application a — —f(a) est continue, d’oi la continuité de Dy, f
Xi

Corollaire 6 1. La notion de classe ¢! ne dépend pas du choix de la base 2.

2. Les fonctions de classe ¢! sont continues

\.

Preuve:
Toute fonction de classe €1 est différentiable.

| Exemple I
| R |

Les fonctions constantes sont de classe €' car de dérivées partielles nulles donc continues.

| Exemple I
| N |

Les applications linéaires sont de classe €.

En effet, pour f € £L(E,F), les dérivées partielles de / dans 98 sont les applications données par D, f(a) =
dfa(e;) = f(e;). Ce sont des applications constantes donc continues.

I Exemple |
| N |

F:M,[R) — M, ([R), M — M? est de classe €*




I1.2 Opérations sur les fonctions de classe €1

Soit He M,,(R)\ {0} et X € M, (R). On a

(X +tH)?
= X?2+t(XH+HX)+t>H?

o(t)

Donc ¢ est dérivable en 0 et ¢'(0) = XH + HX. Ainsi Dy f existe en tout point X et
Dyf:X—XH+HX

est linéaire en dimension finie donc elle est continue

1] Opérations sur les fonctions de classe €1

Propriété 13
Soient f,g:UcE —F et \,ucR.

Si f et g sont de classe €' alors Af + ug aussi et

df+pg) _\Of 0
6xi axi 6xi

Preuve:

f et g sont différentiables donc Af + ug aussi et d(Af +ug)=Adf + pdg.
Les dérivées partielles de Af + g existent et

6)

£ (@)

0x

a
D;(Af + pgla = dAf + pglale ) = (Adfq + pdga)le j) = Agf_(a) +p
J J

Les dérivées partielles de Af + ug sont donc continues.

Corollaire 7
Lensemble €1(U,F) des fonctions de classe €' de U vers F est un sous-espace vectoriel de €(U,F).

Propriété 14

Soient f:UcE —F,g:UcE — G et B:F xG — H bilinéaire.
Si f et g sont de classe €' alors B(f,g) aussi et

M:B(ﬁ g)+B(f,0_g,)

0x; ox;’

Preuve:
f et g sont différentiables donc B(f,g) aussi et dB(f,g)=B(df,g)+B(f,dg).
Les dérivées partielles de B(f,g) existent et

0B(f,g)

Ox; (@)

dB(f,&)ale?)

B(dfale;),g(@) +B(f(@),dgale;)

B (i(a),gm)) +B (f(a), 6—g<a>)
0x; 0x;

Les dérivées partielles de B(f,g) sont donc continues.

Corollaire 8 1. SiF est une algébre alors €U, F) est une sous-algébre de €(U,F).
2. €1(U,K) est une algebre

3. Sif,g€€NU,K) telle que g ne s’annule pas sur U alors g est de classe €1 sur U

| Exemple |
| N |

Toute fonction polynémiale de R" & valeurs dans C est de classe €1




I1.2 Opérations sur les fonctions de classe €1

I Exemple I

| N |
Soit P,Q : R" — R deux fonctions polynomiales non nulles.
Alors U ={(x1,++,x,) ER" , Q(x1,,x,) # 0} est un ouvert de R" car il est image réciproque d’'un ouvert

par une application continue. Soit
U — R
ji 8 Pxy, - ,x5)
(x].’ ‘ ,xn) —_ =~

est de classe € sur U et Vi € [[1,n]]
oP R

of ox; °  ox;

0x; Q2

Propriété 15

Soit f :U c E — F. On a équivalence entre :

1. f est de classe €1 surU;

2. les fonctions coordonnées de f dans une base de F sont de classe €' sur U.

0 of;
De plus, on a alors (—f) = (ﬁ
Jj 0xl-

s oo [OFi . ) of
3 . C’est-a-dire | — | sont les fonctions coordonnées de o
s

X X

Preuve:
Soit C =(g1, - ,&p) base de F.

p
2=>1) Onaf= Z frer donc
k=1
of =3 9k
0x; (@)= kgl 0x; @z

Les dérivées partielles sont continues donc f est de classe @l

1=>2) Onaszs;Ofdonc

of; fla+te))-f(a) of
- 1’ * l ) - * ( )
ax,- @ tl—Ivr(l)EJ t 8-’ 6x,- (@)
ofj _ . of . .
et — = ¢ o — est continue par composition.
ox; J O0x;

I Exemple |
| N |

f:GL, (R) — M, ([R), M — ML,
Montrer que f est de classe €' et donner df},(M)

Soit 28 la base canonique de M, (R),
» les coordonnées de f sont
Aji(M)
detM
ou Aj;(M) le cofacteur de M de position (j,7). On voit que f;; est quotient de deux fonctions polyno-
miales, donc elle est de classe €1, donc f est de classe 1.
» Soit H € M, (R) et (p:t'—>(M+tH)_1. Ona

fij:M— [M_l]ij:

oYM +tH)=1,
Par dérivation, on obtient ¢'(¢)(M + tH) + ¢(t)H = 0, puis on évalue en 0, il vient

@'0)=-M*HM™?




I1.2 Opérations sur les fonctions de classe €1

Propriété 16: Composition

Soient f:UcE —F etg:VcF — G telles que f(U)cV.
Si f et g sont de classe €' alors go f est de classe €' et pour tout a € U

6(g°f)( )= Z ofi

a)=) —1(a). —(f( ) (Régle de la chaine)
axj i=1 636
avec f1, -+, fp les fonctions coordonnées de f dans la base (61,--- ,ep).
Preuve:

f et g sont différentiables donc go f lest aussi et

d(gofla=dgf)°dfa

Par suite
a(gof) of
Ox;j (@=dsfa (aj(a))
P
Orf= Z fi€i donc ﬂ(a)— Z a_fl(a)gz puis
i=1 Ox; i=10%
ogof) . _ - Ofi,
axj (@) = dgf(a) (; axj (@)e;

L. of;
= )5, @dsp ()

0
- zai( )—(f( )
i=1

Ainsi les dérivées partielles de g o f existent et sont continues.

| Exemple I
| N |

Soient f : (x,y) e R2 — f(x,y) €R de classe €.
Montrer que g : (r,0) € R2 — f(rcos@,rsin®) est de classe €1 sur R?

Lapplication g est de classe 6! par composition et

0 0 0
a—g(r 0)—cos€a—f(rcose rsm0)+s1n96—f(rc050 rsin®)
y

et
0 0 0
ﬁ(r,@) = —rsin@—f(rcose,rsine) + rcosB—f(rCOSH,rsinB)
00 0x oy

Propriété 17

Soienty:IcR— E etf:UcE — F telles que y(I)cU.

p

On note x1,---,x, les fonctions coordonnées de y de sorte que y(t) = Z x;(B)e;.
i=1

Siy et f sont de classe €' alors f oy I'est aussi et :

(f OY) @)= de(t) Y @)= Z X (t)—f(y(t)) (Régle de la chaine)

Preuve:
Rappelons que pour g une fonction dérivable g'(t) = dgs(1). Par suite

(For)'® = dfyn(y'®)




I1.3 Formule d’intégration

n

ory'(t) =

J

1x}(t)e j» donc par linéarité

(For) @

dfyw (')
= ) xi®dfy(ei)
i=1

2 0
- Yo Low
i=1

0x;

| Exemple I
| N |

Soit f : (u,v) € R? — f(u,v) ER et y : t € R— (x(2), y(¢)) sont de classe €.
Montrer que f oy est de classe €' et calculer (f oy) (t)

Lapplication, par composition,

t— [ (x(®),y()
est de classe €' sur R et , d’apes la régle de la chaine,
/ 0 0
(Foy) = x'(t)—f(x(t),y(t)) +y/(t)—f (x(2), y(8))
ou ov

IR} Formule d’intégration

Propriété 18

Soit f :U c E — F une application de classe €.
Siy:[0,1]1— E est un arc de classe €' inscrit dans U d’extrémités a =y(0) et b = y(1) alors

1
FO-f@= [ afo (o) a

Preuve:
Soit ¢ :[0,1]1 — F définie par ¢(t) = f oy(t).
Par composition la fonction ¢ est dérivable

n 0
PO =dfy (Y ®) =) x;(t)—f(y(t))
P} 0x;

La fonction ¢ est donc de classe €7 et alors

1
o(1)— p(0) = [0 o'()dt

Or p(1) = f(b), 9(0) = f(a) et ¢'() = df (s (Y (®)).

I Exemple I
| N |

Si[a,b]lcU alors X
Fb)~ fl@)= fo fassthan(® - a)dt

En effet, ¢(t) = a + t.(b — a) définit un paramétrage de classe €' du segment [a,b].

Corollaire 9
Si U est un ouvert connexe par arcs et si f : U c E — F est de classe €' alors

f est constante si, et seulement si, df =0

Preuve:

On se contente du cas U convexe

Gradient

E désigne un espace vectoriel euclidien dont on note (.|.) le produit scalaire




114 Gradient
Propriété 19

Si f:U c E — R est une application de classe € alors pour tout a € U, il existe un unique vecteur dans E
noté Vf(a) et appelé gradient de f en a vérifiant

VheE, Dyf(a)=(Vf(a)lh)

De plus, si B =(e1,--,e,) est une base orthonormée de E alors

n

Vil@=) I (@ye;

i1 0%i

Preuve:
Pour tout a € U, Uapplication dfy € E*, donc Uexistence et l'unicité

Remarque :

[Interprétations géométriques] Le gradient en a est la direction de plus grande pente de f en a. En effet,
pour ¢ > 0 assez petit f(a+th) = f(a)+t < gradf(a),h >. Elle sera maximale lorsque & = gradf(a) et minimale
lorsque h = —gradf(a). Le vecteur (gradf(a),—1) est normal au plan tangent a I’hypersurface y = f(x). On
peut donner ’équation de la tangente a une courbe C donnée implicitement par I’équation f(x) = 0. Si
t € I — @(t) est une parametrization de C. Ona Vte I,p(¢) € C donc Vt € I, f(p(t)) =0 dou Vt € I,(f o) (¢)) = 0.
Or (f o) (t) = df ()@’ (#)) =< gradf(¢(t)),¢'(t) > donc < gradf(p(t)),¢'(t) >= 0 . ¢'(¢) est un vecteur
tangent a la courbe au point ¢(¢) donc le vecteur gradf(¢(¢))) est le vecteur normal a C au point ¢(%).

| Exemple I
| N |

2 2
Cherchons I'équation de la tangente a I'ellipse 7 : — + /
a

o 1 au point (xg,yo) € F.

2 2
2xy 2
On pose f(x,y) = x_2 + Y _ 1. On a gradf(xo,yo) = (LQO, %) donc la tangent T a # en (xg,yo) est (x —
a a

b2
0 XXo ¥y _

X0 PIRN .
xo)a—2+(y—y0)ﬁ=0.DouT.?+ﬁ—1.

Propriété 20

Si U est convexe et  :U — R de classe €1. Soit a,bc U et M = sup ||Vf(x)|. Alors

x€la,b]

If@)-f@<M|b-al

Preuve:
Soit ¢ :[0,11 — R, t — f(a+ b —a)).
9(0) = f(a), (1) = £(b) et ¢ est de classe €.
D’apres le TAF il existe c €]0,1[ tel que ¢'(1) - p(0) = ¢'(c). Or
ol = Y. —ai)i
i-1 0

29

(a+tb—-a))

<Vf(a+tb-a)l(b-a)>

Avec l'inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient
l[o'®] = I<Vf@+tb-a)lb-a)>|
< |IVfla+#b—a)l.llb—all < M|l -all
Par linégalité des accroissements finis appliquée a la fonction ¢

lp(1)—p(0)| < M||b—al

soit

£ () - f@) < M|Ib-al

Conséquence 1 ]




Dérivées d'ordres supérieurs

Si U est convexe et f:U — R de classe €. Alors

f est constante < Vf =0

m Dérivées d’ordres supérieurs

IIIBR Dérivées d’ordres supérieurs

Notation :

Soit k£ € N*. Pour i € {1,...,n}, on note :

Pour a1,...,ap eN* telsque a1 +---+ap =k etiy,...,ip €{1,...,n}, on note :

ok f I 0% f
6x“1 . axap (.’)C) = aqu axC_XZ oo axap (x) e .
i1 ip i1 ig ip

Définition 7

ak
Soit k € N*. On appelle dérivée partielle d’ordre k de f en a tout vecteur P f @ (a) , lorsqu’il existe,
. e .
i1 ip
de F ot iy,...,ip €{1,...,n} et ay,...,ap € N* tels que ay +---+a, = k . Toute application de la forme
orf . : \ , .
x— m(x) ouii,...,ip€{l,...,nt et ay,...,a, eN* tels que ay +---+a, =k , lorsqu’elle est définie
i1 ip
sur U , s’appelle application dérivée partielle d’ordre k de f sur U.
I Exemple I
| N |
Pour f(x,y,2) = x%y* T )0(62(0“))242
our f(x,y,2) =x°y*z ona ———(x,y,2) = — | —5 | —x“y*z || = 24xy~.
Y Y ax0y20z V% T ax\oy2 \oz " 0 7

Définition 8: Fonctions de classe €*

» On dit que f :U c E — F est de classe €% (dans la base B ) si les dérivées partielles d'ordre k de f
dans la base B existent et sont continues.
» On dit que f est de classe € si f est de classe €% pour tout € N.

Remarque :

Les applications de classe €° correspondent aux applications continues.

I Exemple I
| N |

Les applications constantes sont €*°.

| Exemple I
| N |

Les application linéaires sont € car leurs dérivées partielles sont constantes.

0
En effet pour une application linéaire f, a—f(a) =dfa(ej)=f(e)).
Xy

Propriété 21

Sif:UcE — F est de classe €% alors f est de classe €*.




ITII.1 Dérivées d’ordres supérieurs

Preuve:

Si f est de classe €**1 glors les dérivées partielles d’ordre k de f existent et sont de classe €1 donc continues.

Propriété 22

Soit k € NU {oo}. On a équivalence entre :
1. f est de classe €**1;

2. les dérivées partielles de f existent et sont de classe €*.

Preuve:
Les dérivées partielles d’ordre k +1 de f sont les dérivées partielles d’ordre k des dérivées partielles de f.

Notation :

» On note €*(U,F) avec k € N* U {oo} I'ensemble des fonctions de U vers F de classe €% sur U.
» ¢*(U,R) se note tout simplement €*(U).

» " YU,F)c€*(U,F) et €w,F)= () €"(U,F)
keN

Propriété 23

L'ensemble <€k(U,F) des fonctions de classe €% de U vers F est un sous-espace vectoriel de €(U,F).

Preuve:
Par récurrence pour k € N.
» Pour k=0 :o0k

» Supposons la propriété établie au rang k = 0.

M:Aiﬁ.(’_g

Soient f et g de classe gkl f et g sont de classe €1 donc Af +g aussi et pour tout j € [1,n]), .
6xj 0xj 0xj

0 0 OAf +
Puisque —f et % sont de classe €%, on obtient M
j o 0xj xj

0x;
Ainsi les dérivées partielles de Af + g existent et sont de classe ©€* donc Af + g est de classe gk+1,
Récurrence établie.

de classe €* en vertu de Uhypothese de récurrence.

Pour k =oo.
Si f et g sont de classe €°° alors [ et g sont de classe &k pour tout k eN et donc Af + g aussi.

Corollaire 10
La notion de fonction de classe €¢* ne dépend pas du choix de la base 2.

.

Preuve:
Par récurrence pour k € N.
» Pourk=0:o0k
» Supposons la propriété établie au rang k = 0.
Supposons f de classe €**1 dans la base B = (e1,+-,ep). Les dérivées partielles D1f,--- ,Dpf de [ dans 9B existent
et sont de classe €*.
Soit B’ = (e'},-+- ,},) une autre base de E, notons D'\ f,--- ,D},f les dérivées partielles de f dans B'. Celles-ci sont des
combinaisons linéaires des dérivées partielles D1f, -+ ,Dpf.

P
En effet puisque f est au moins de classe €1, f est différentiable et donc D}f(a) = dfa(e;.) = Z a; ;D;f(a)en posant
i=1

p

e} = Z a; je;. Puisque les dérivées partielles dans 98 sont de classe €* dans 9B, par combinaison linéaire, les dérivées
i=1

partielles dans ' sont de classe €* dans % et donc dans B’ par hypotheése de récurrence.

On en déduit que f est de classe €**1 dans la base B

Récurrence établie.

Pour k =oco : ok

Propriété 24

Soient f:UcE —F,g:UcE — G etB:F xG — H bilinéaire.
Si f et g sont de classe €* alors B(f,g) I'est aussi.

Preuve:
Par récurrence pour k € N.
» Pour k=0 : ok car Uapplication bilinéaire b est continue.

» Supposons la propriété établie au rang k = 0.




ITII.1 Dérivées d’ordres supérieurs

Soient f et g de classe @ktl,
of og )

f et g sont de classe €' donc B(f,g) aussi et pour tout j€[[1,p], D;B(f,g)= B(J,g) +B(f, o
J J

0 0,

Puisque O_f et %8 sont de classe €* et puisque f,g sont aussi de classe €*, on peut affirmer que D ;B(f,g) est de
Xy xj

classe €% en vertu de I’hypotheése de récurrence.

Ainsi les dérivées partielles de B(f, g) existent et sont de classe €* donc B( f,&) est de classe @t

Récurrence établie.

Pour k = oo : ok.

Corollaire 11
Si F est une algebre alors €*(U,F) est une sous-algébre de FU

l Exemple I
| N |

Les fonctions polynomiales sur RP sont de classe €.

I Exemple I
| N |

L’application det : M,,(R) — R est de classe €*° par somme et produit de fonctions €*°.

Propriété 25

Soit f :U c E — F. On a équivalence entre :

1. f est de classe €* ;

2. les fonctions composantes de f dans une base de F sont de classe €*.

Preuve:
Notons 1, ,fn les fonctions coordonnées de [ dans une base € =(e1,---,en). On démontre équivalence par récurrence

sur k € N sachant que pour une fonction de classe ¢lona (_6 )i =Dj(f;)
s
J

| Exemple I
| N |

fi(x,y)— (% +y2,xy) est de classe €.

Propriété 26

Soient f:UcE —F etg:V cF — G telles que f(U)cV.
Si f et g sont de classe €* alors go f I'est aussi.

Preuve:
Par récurrence pour k € N.
» Pour k=0:0k
» Supposons la propriété établie au rang k = 0.
Soient f et g de classe €*+1.

f et g sont de classe €1 donc gof aussi et pour tout j€[[1,p], Dj(gof)a)= Z a—fl(a)Dig(f(a)) en notant f1, - ,fn
i=19%j
les fonctions composantes dans une base de F.

0 0
Puisque a—f et %8 sont de classe €* et puisque f est aussi de classe %k, on peut affirmer que D j(g o f) est de classe

Ji J
€* en vertu de Phypotheése de récurrence et des théoréemes d’opérations.

Ainsi les dérivées partielles de gof existent et sont de classe €* donc gof estde classe gkl

Récurrence établie.
Pour k =0 : ok.

| Exemple I
| N |

Les fonctions rationnelles sur RP sont de classe €°.

| Exemple |
| N |

F(r,0) = (rcos0,rsin6) définit une fonction € de R? vers R2.




IIT1.2 Théoréme de Schwarz

NI Théoréme de Schwarz

Lemme 1
Si U un voisinage ouvert de (0,0) et f € C2(U,F) . Alors :

f az f
,00=——(0,0
32y (0,0)= ( ).
Preuve:
Soit € > 0.
2 o%f . X
Ona feC%U,F)donc dxdy est continue en (0,0) d’ou da >0,
2
Vx| <a,V|yl <a, —f( ) — —f(O 0)f<e
0x0y
of 02f
On pose p(x) = —(x,y)—x (0,0). On a
oy 0x0y
62 2
Yixl < a,llg’ (@)l = 920 f (x y)— —f(O 0)|l<e
donc, d’apres lUinégalité des accroissements finis ||p(x) — p(0)|| < elx| d’oi
d 92 d
a—f(x, )— xa f (o, 0)——f(0 Y| < éelxl|

2f
(0 0)-£(0,y). Ona

0
On pose w(y) = f(x,y) - Xy

of 2f of

V|y|<a,||w’(y>||=H@(x,y) x—— (00)— (o,y) <élxl

donc, d’apres Uinégalité des accroissements finis, |w(y)—w(0)|| < elxy|. On déduit que

a2f
(om £(0,)— f(x,0)+ £(0,0)|| <

Vix| <a,Vlyl<a,|fx,y) - Xy

%f

3yox en (0,0) on obtient :

De méme, en utilisant la continuité de

2
3p>0,YIxl < B,VIyl < B,

Donc, pour y =min(a, B), on obtient V|x| <y,V|yl <7,

2

0
Hf(x y)— Xy f(O 0)—£(0,y)— f(x,0)+ £(0,0)|| <elxyl
et
62f
flx,y)— xy (0 0)—f(x,0)— £(0,»)+ £(0,0)| <elxyl
donc ) )
0“f 0“f
Vixl<y,Viyl<vy, xyayax(0,0)—xyaxay(0,0) <elxyl
On déduit que
02f 02f
ﬁ( ,0)— —(0 0)
d’ou 5 5
0 0
—f( 0,0) = —f(O 0)

0y0x

0
£y -2y 20,0~ £,0 - £, + £0,0)] <
0yox




I11.3 Développement de Taylor-Young d’ordre 2

Théoreme 2

[Théoréme de Schwarz] Soit f € C2(U,F). Alors :

o*f _ 9*f
0x;0x; B 0xj0x; ’

Vi,jefl,...,n},

Preuve:
Soient i,j€{1,...,n},B=(eq,...,en) labase de E et a € U.
On pose g(x,y) = f(a+xe; +ye;) donc g est €2 au voisinage de (0,0).

dg of g ?
Ona a(x,y) = O_xi(a +xe; +yej)donc m(x’y) = o 0%; (a+xe;+ye))
aZg 2
De méme, m(x,y)= ;0 '(a+xei+yej).
92 g g 92
Done axia’;j (@)= 3y 0,0) = x(O’O) = axjgx,- (a) d’apres le lemme précédent .
Remarque :

o*f o*f
0x;0x; ~ 0xjOx;

Pour montrer que f ¢ C2(U,F) il suffit de vérifier que 3i,j € [1,n]],

| Exemple |
| N |

xy(x®-y2) .
On considére 'application f(x,y) = { x2 +y2 5i(x,5) 70,0

0 Sinon

Pour tout x € R, on a f(x,0) = f(0,x) =0 donc f(O 0)——f(0 0)=0.

On a Y(x,y) #(0,0),
—f(x ) (Bx2y — ¥3)(x2 + y2) — 2x(x%y — y3x)
(a2 +y2)2
3x4y+3x2y3—x y —y —2x* y+2x°y
(x? + y2)?
x4y +4x2y3 —y5
(x2 +y2)2

2,3

Or V(x,y) € R2, f(x,y) = —f(y,x) donc V(x,y) # (0,0),

6f( ) af( ) x5 —4x3y? —xyt
—I\X = —-— xX)=--———
dy Y dy Y (x2 +y2)2
i 02
OnaVyeR,—f(O,y)z—ydonc f(O 0)=-1.
Ox 0yo0ux
2
De méme Vx e R, %(x 0) =x donc ﬂ(0,0) =1
oy 0x0y
o*f o%*f 2 2
On a 3 (0,0) # —(0 0) donc, d’apres le théoreme de Schwarz, f n’est pas de classe C* sur R“.
y0x

IIIBY Développement de Taylor-Young d’ordre 2

Propriété 27

Soit f € 6€2(U). Alors VheE tel quea+heU ona:

52

e lf (@ +00(lIR12).

fla+h)= f(a)+dfa(h)+— Z hih;

le




IT1.3 Développement de Taylor-Young d’ordre 2

Preuve:

Soit a un élément de Uouvert U. Il existe une boule centrée en a incluse dans U. Pour h € E suffisamment petit, on a
Vtel0,1], a+t.heU

Considérons alors ¢ :[0,1]1 — R définie par ¢(t) = f(a +¢.h).
@ est bien définie et de classe €2 par composition. Par la formule de Taylor reste-intégrale

o(1)

1
<,0(0)+<p’(0)+f0 (1 -t)" (t)dt

1 1
9(0)+¢'(0)+ 590+ fo (1-0)(¢"(1) - ¢"(0)dt

Or
@(1)=fla+h),p0) = f(a)
et "
of
fp’(t):i;hia—m(a+th)
donc N ;
, 0
0)=) h;—I(a)
¢ i; "o
et enfin
Mo *f
@)= h;ih;———(a+th)
¢ i,;l L ]axiaxj
; " 2 *f
0)= hih;i —(a)
¢ i,;l ' Jax,-axj

1l reste @ montrer

1
fo 1-1(p"®-¢"O)dt=0 (Ilhll2)
Soit € > 0. Par continuité des dérivées partielles d’ordre 2 en a, il existe a > 0 tel que pour tout i,j € I1,n72 :

2 2
ot (a+k)— of
x;0x j 0x;0x

IIkllsa:>’ (a)|<e

On a alors
Ikl <a=vtel0,1], [¢"®)—¢"(©O)] <nZelh|?

car k =t.h vérifie k| < a. Par suite

2
n

< —eln)?
2

1
‘ | a=o"0-¢"0)d
Ainsi

1
fo 1-0)(¢" 0 -¢"©)dt = oI212)

Remarque :

2

0
[Interprétation matricielle] On pose #¢(a) = (
axiax j

Hessienne de f en a. D’apres le théoréme de Schwarz elle est symétrique.

(a)) . Alors : La matrice #(a) s’appelle la matrice
y

fla+h)=f@)+Jp(@h+ % ‘hH(@)h +o(Ih?).

Définition 9: Notation de Monge

Cas particulier : dim(E) = 2.
Soit f € €2(U), on note :
of of o*f o*f o*f
=L (ab)g=-"(a.b),r=—(a,b),s=——(a,b) et t = —(a,b).
P=50 (a,b),q dy (a,b),r 32 (a,b),s ayax(a, )e 572 (a,b)

Remarque :

Le développement de Taylor-Young en d’ordre 2 en (a,b) est

1
fl@a+h,b+k)=f(a,b)+ph+qk+ 5(th +2shk +tk?) +o(l|(h, k)[1%)




Fonctions numériques 22

I Exemple I
| N |

Soit la fonction f(x,y) = xsiny et (a,b) € R2.

0 cosb

" |. Donc V(h, k) e R?,
cosb -—asinb

On a Jy(a,b)=sinb  acosb) et #(a,b) = (

1
fla+h,b+k)=f(a,b)+hsinb+kacosb +hkcosb — §ak2 sind + o(||(h, k)|1?)

I\ Fonctions numériques

Les fonctions étudiées sont supposées a valeurs réelles.

INVAR Applications aux extrémums

Définition 10

Soit f:UcE —R.
On dit que f admet un minimum (global) en a € U si

VxeU, fx)=f(a)
On dit que f admet un minimum local en a € U si

Ja>0, VYxeUnB(a,a),f(x)=f(a)

Remarque :

Les extrémums globaux sont a fortiori des extrémums locaux.

Définition 11

On dit qu’une application f : U c E — R de classe €' admet un point critique en a € U si df, = 0.

Propriété 28

Soient B =(eq, - ,e,) une base de E, f :U c E — R de classe € eta € U.
On a équivalence entre :

1. a est point critique de f ;
of

2. Vie[[1,n]], —1~(a)=0.
0x;

Preuve:
1=>2) Vie ﬂ(a) =dfale;).
O0x;

n n a
2=1) Via pour tout h = Z hie; €E, dfg(h)= Z hj—f(a).
i1 j=1 0%

Propriété 29

Sif:UcE — R de classe €' admet un extremum local en a € U alors a est point critique de f.

Preuve:
Cas a minimum local :
Il existe a >0 tel que B(a,a)cU et Vx € B(a,a), f(x) = f(a).

Pour tout he E, dfy(h)=Dpf(a)= }III(I) %(f(a +th)—f(a)).

1
Pour t > 0 suffisamment proche de 0, a + th € B(a, a) et ?(f(a +th)— f(a)) =0 donc a la limite dfy(h) = 0.

On obtient de facon semblable dfy(h) <O.
Ainsi dfq(h) =0 pour tout he€ E.




IV.1 Applications aux extrémums
Attention

» La réciproque n’est pas vraie.
» Ce résultat ne s’applique qu’a une fonction de classe €' définie sur un ouvert.

I Exemple |
| N

Considérons f :R? — R définie par f(x,y) =x%+y? +xy + 1.
Chercher les extrémums de f

f est de classe €' sur R?

0 0
Points critiques : On a O_f (x,y)=2x+yet O_f (x,y) =x+2y. Le systeme
X y

2x+y=0
—x=y=0

x+2y=0
Etude en (0,0) : Soit (x,y)€R2, on a
Fle,y)—£0,00=x+y2+xy=0
Donc (0,0) est un minimum global.

Propriété 30: Extrémums en dimension 2

Soit f :U c R? — R de classe €%(U) qui admet un point critique a. Alors :

1. Sis?—rt<0etr>0 alors f admet un minimum local stricte en a.
2. Sis?-rt<0etr<0 alors f admet un maximum local stricte en a.
3. Sis?—rt>0 alors a nest pas un extrémum (On dit aussi a est un point col de )

4. Sis?—rt=0 on ne peut pas conclure

Preuve:

Dans le cas s> —rt<0et r>0.
Avec les notations de Monge, on a p = q =0 et pour tout h =(h1,ho) € R2\ {(0,0)}

1
fla+h)=f@+ 5 (rh] + 2shiha + th3) + o(l(h1, hp)I?)

Soit
(rh§ +2sh1hg+ th%) +o(l(h1,h)1?)

DO | =

fl@a+h)-f(a)=

s, \2 rt—s?
rhi +2shihy +thl =r | (h1+ ~ho) +r—2h§]

Le second membre est positif et il ne s‘annule qu’en (0,0). Donc f admet un minimum local stricte en a.
I Exemple I
| N |

Considérons f :R? — R définie par f(x,y) = x3 + y3 — 3xy.
Chercher les extrémums de

f est de classe €' sur R?

0 0
Points critiques : On a a—f (x,y)=3x2-3y et 6_f (x,y) = 3y2 — 3x. Le systéme
X Yy

3x2—3y=0 y=x2 yzx2
— —
3y2-3x=0 xt=x x=1oux=0
(0,0) et (1,1) sont les seuls points critiques

2 2 2

9 _ f —3e 2F _
ﬁf(x’y)_6xr axayf(x’y)_ 3et 6y2f(x’y)_6y

Etude en 0,0): r=0,s=-8,t=0et s2—rt=9>0. Il n’y a pas d’extremum local




IV.2 Surface représentant une fonction de deux variables réelles 24

Etude en (1,1): r=6,s=-3,t=6ets>—rt<0etr>0. Il y a minimum local.

| Exemple I
| N |

Extrema de 'application f(x,y) = (1-x2)(1— y?).

0
—f(x,y)=0

Recherche des points critiques de f : Les points critiques de f sont les solutions du systéme

Q)lQ)Q)
<L ITRR

(x,y)=0 '

-2x(1-y%)=0
-2y(1-x2)=0
f(x,y)=f(=x,y)=f(x,—y) = f(—x,—y) donc les points critiques (1,1),(-1,1),(1,-1) et (—1,—1) sont de méme
nature.
» Etude du point (0,0):Onar=t=-2ets=0,alors s2—rt=—-4<0 et r <0, donc f admet un minimum
local stricte en (0,0).
» Etude des points (1,1),(-1,1),(1,-1) et (-1,-1) : Onar=¢t=0 et s=4 donc s2—rt=16> 0. On déduit
que f admet des points cols en (1,1),(-1,1),(1,-1) et (-1,-1).

Donc . Les points critiques de f sont alors (0,0),(1,1),(-1,1),(1,-1) et (-1,-1). On a

IWMA  Surface représentant une fonction de deux variables réelles

Soit f : U cR? — R vue en les deux variables x et y.
Définition 12

On appelle surface représentative de f 'ensemble formé des (x,y,z) € R? vérifiant 'équation

Sr:z=f(x,y)

Définition 13

Si f est différentiable en (xg,yo), le plan d’équation cartésienne

0 0
z= o (%0, y0)(x — x0) + o (x0,y0)(y — ¥0) + f (x0, y0)
Ox O0x

est appelé plan tangent a Sy au point (xo, y0,20).

| Exemple I
| N |

Considérons la surface z = x2 + 2y2.
Une équation du plan tangent en (xg, yo,20) est

2 = 2x0(x — x0) +4y0(y — y0) + 20
et puisque zy = x(2) + 2y(2), on peut simplifier

z=2x0x+4y0y— 20

Définition 14

Soit a un élément d’une partie X d’un espace vectoriel réel E. On dit qu’un vecteur v de E est tangent a X
en a, s’il existe € > 0 et un arc y défini sur |- ¢, e[ inscrit dans X vérifiant :

Y0)=a et Y'(0)=v

Lorsque le vecteur v est non nul, on dit que la droite a + Vect(v) est tangente a X en a.

Théoréme 3

Si f est différentiable en (xo, yo) alors les tangentes 4 Sy au point (xo,y0,20) sont toutes incluses dans le
plan tangent a Sy en (xo, y0,20).




IV.3 Equations aux dérivées partielles

Preuve:

Soit T une tangente & Sy en (x9,0,20). Il existe v € R3 non nul et un arc y: t — y(x(£), y(£), 2(¢)) défini sur 1— ¢, el inscrit
dans Sy vérifiant
7(0)=(x0,50,20) et '(0)=v=(x'(0),5'(0),2'(0)

Puisque z(t) = f(x(2), y(t)), on obtient par dérivation en 0

0 0
2'(0)= x'(O)a—f(xo,yo) + y'(O)—f(xo,yo)
x oy

Les éléments de la droite T sont alors de coordonnées
x =x0+Ax'(0)
¥y =y0+21y'(0)
z =2z9+A2'(0)
vérifiant ’équation du plan proposée.
Remarque :

On peut aussi montrer que le plan tangent est exactement la réunion des droites tangentes & S en (xo, ¥0,20).

IWR] Equations aux dérivées partielles

Soit I,J deux intervalles de R ouverts non vides.

Propriété 31

a
Soit f : I x J — R une fonction de classe €1 telle que a—f (x,¥)=0. Alors
x

f:(x,y)— C(y) avecCE‘él(J,lR)

Preuve:

Soit f: I xJ — R de classe €1 solution de léquation aux dérivées partielles
0
_f (x,5)=0
0x

Soit y € J fixé. Lapplication partielle x — f(x,y) a pour dérivée % (x,y).
Lapplication partielle x — f(x,y) est donc de dérivée nulle sur Uintervalle I, c’est donc une fonction constante. Ainsi, il
existe Cy € R telle que
vxel, f(x,y)=Cy
Considérons alors C : J — R définie par C(y) =C,.
On définit ainsi une application C : J — R vérifiant

Vx,y)elxd, [f(x,y)=C(y)

Soit xq € I fixé. La composition y — (xq,y) est de classe 61, donc C est une fonction €1.
Inversement, les fonctions proposées sont évidemment solutions.

I Exemple I
| N |

0
Résolvons sur R? I'équation aux dérivées partielles a—f(x, y) =x2y
x

1 oh
Soit A la fonction définie par A(x,y) = f(x,y) — §x3y, on a h est de calsse €1 et O—(x,y) =0, donc il existe
X

1
une fonction C de classe €1 telle que h(x,y) = C(y). Ainsi f(x,y) = §x3y +C(y)

Propriété 32

62
Soit f : I x J — R une fonction de classe €2 telle que 6—]; (x,y)=0. Alors
X

f:(x,y)— xC(y)+D(y) avecC,D e €%(J,R)




IV.3 Equations aux dérivées partielles

Preuve:
Soit f:I x J — R de classe €2 solution de I'équation aux dérivées partielles

%f
ax—z(xyy)zo

. 0
» Existence : il existe une fonction C de classe €1 sur J telle que O_f (x,y) = C(y). On pose en suite h(x,y) = f (x,y)—xC(y),
x

oh
alors h est de classe €1 sur I x J et elle vérifie ™ (x,¥) =0, donc il existe D € 2 (J,R) telle que h(x,y) = D(y), soit
x
f(x,y)=xC(y)+D(y).
» Montrons que D est effectivement de classe €22

, v )=aC(y)+D ,y) — ,
Soit a,b deux valeurs distinctes de I, le systéme {f(a M) =al)+Dw) donne D(y) = M

f(b,y)=bC(y)+D(y) a-b
position y— (a,y) g, f(a,y) et y—(b,y) 1. F(b,y) sont de classe €2 sur J, donc D est de classe €2 sur J comme
combinaison linéaire de fonctions de classe €2
» Montrons que C est effectivement de classe €22

. Par com-

-D
Soit a un élément non nul de I, l’égalité f(a,y) = aC(y)+ D(y) donne C(y) = M. Par composition y —
a

(a,y) i» f(a,y) est de classe €2 sur J, donc C est de classe €2 sur J comme combinaison linéaire de fonctions de
classe €2

Remarque :

C et D sont de méme classe que f

Propriété 33

2

0
f (x,y)=0. Alors

Soit f : I x J — R une fonction de classe € telle que
0x0y

f:(x,y)— C(x)+D(y) avecCE‘gz(I,IR) etD €‘€2(J,IR)

Preuve:

Soit f:1I xJ — R de classe €2 solution de Péquation aux dérivées partielles

o%f
O0x0y

(x,9)=0

p 0
» Existence : il existe une fonction d de classe €1 sur J telle que £ (x,y) =d(y). On pose en suite h(x,y) = f(x,y)—D(y),

oh
avec D est une primitive de d sur J, alors h est de classe € sur I x J et elle vérifie a—(x,y) =0, donc il existe
y
Ce61(,R) telle que h(x,y) = C(x), soit f(x,y)=C(x)+D(y).
» D est effectivement de classe €2 sur J, car elle est primitive d’une fonction de classe €1

» C est de classe €2 sur I, car pour yg € J, on a C(x) = f(x,y0) —D(yo) et par composition x — (x,yq) I f(x,y0) est de
classe €2 sur I, donc C est de classe €2 sur I

Exemple: Equation de propagation des ondes

Soit un réel ¢ # 0. Chercher les solutions de classe C? sur R? a valeurs réelles de 'équation aux dérivées
partielles suivantes

ox2 82’
a l'aide d’un changement de variables de la forme u = x + at, v = x + bt.

On pose donc f(x,y)=F(u,v) avec u =x+at et v=x+bt. On a donc

0*f 0%°F _0%°F 0°F
— =42 4+ —
0x2  ou? ~Oudv ov?

et
0’f  ,0°F OF  ,0°F
—= =a®— +2ab——+b%—..
a2~ w2 T buov " ov2

L'équation devient alors :

62F GZF 62F

2 2 2 2 2

— —— 492 —ab)——— + —b?)—— =0.
(c @ )6u2 (C @ )6ual} (C ) avz




IV.3 Equations aux dérivées partielles

En prenant a = ¢ et b = —¢, 'équation devient

0%F
=0
Ovou

dont la solution générale est
F(u,v) = ¢w)+ )

flx,t) = p(x +ct) +w(x —ct).

avec ¢ et iy sont C2. La solution générale de 'équation initiale est donc :
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