A ol (pl 4y il pl_wsll jE——yn

RESUME DE COURS: CALCULDIFFERENTIEL
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CONTEXTE

Soient I/, F', G et H des R-espaces vectoriels de dimensions finies non nulles. On

pose dimE = n et dimf"' = p.

Soient U C EFetV C F deuxouvertsnonvide,a € U, f: U — F,B = (e1,...,ep)

une base de F etC = (¢1,...,&,) une base de F.

DERIVEES PARTIELLES ET DIFFERENTIELLES

Définition: Dérivée selon un vecteur
On dit que f admet une dérivée en a suivant h € FE \ {0} si

o fla+th) = f(a)

t—0 t
en 0. Dans ce cas, cette limite s’appelle la dérivée de f en a suivant h et on la

note ¢'(0) = Dy, f(a).

existe ou encore si ¢ : t — f(a + th) est dérivable

Définition: Dérivées partielles

e On appelle dérivées partielles de f en a les dérivées, lorsqu’elles exis-
tent, de f en a suivant les vecteurs ey, ..., e,.

of
9. (a).

e La dérivée en a selon e; se note D; f(a) ou

of

® T — (x) s’appelle la i-eme application dérivée partielle de f sur U.
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DIFFERENTIELLE

Définition: Différentielle en un point

On dit que f est ditférentiable en a s’il existe une application linéaire ¢ de

E vers F' et € une application de E dans F' continue et nulle en 0 telles que
Vh e Etelquea+hecU: f(a+h) = f(a)+4(h)+| k]| e(h)Lapplication

h—)OE
¢ est unique, appelée la différentielle de f en a et notée df,. On écrit o(|| h||)

pour || h|[e(h).

Propriété
1. f est différentiable en a = f est continue en a.
2. f est différentiable en a = f est dérivable en a selon tout vecteur et:
vh € E\{0},dfo(h) = Drf(a).
3. §5i E = R. L’application f est différentiable en a si, et seulement, si f est
dérivable en a.

Auquel cas, Vh € R, df,(h) = hf'(a).
4. Si f est ditférentiable en a alors les dérivées partielles de f en a existent

etonaVh = th‘@i c F,

1=1

dfa(h) = Dpf(a) = thgi (a)

p=l

Définition: Différentielle
On dit que f est différentiable sur U si f est différentiable en tout point de U.
L’application df : x € U — df, € L(E, F') s’appelle la différentielle de f sur
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FONCTIONS DE CLASSE C*

Définition
On dit que f est de classe :

e C¥ (k > 1) surU sises dérivées partielles d’ordre k existent et sont
continues sur U .

o C® surU siVk € N*, f estdeCF sur U.

La notion de fonction de classe C* ne dépend pas du choix de la base B.

Propriété: Somme

Soitk € N* U {oo}. Soiet f,g: U C E — Fet\ ucR.
Si f et g sont de classe C* alors \f + g est de classe C* et

ONf +pg) _\Of 99

Propriété: Composition par une application bilinéaire

Soitk e N*U{oo}. Soitf : UCFEF —F,g:UCFE —GetB: FxG—H
bilinéaire. Si f et g sont de classe C* alors B(f, g) I’est aussi et

0B(f,9) _ ,(9f 0g

Propriété
SifeCqU,F)etge CFU,K),alors gf € C*(U, F). Si de plus g ne s’annule

pas sur U alors = est de classe C*
g

Propriété: Lien avec les composantes

Soit f : U C E — F. Alors f est de classe C* sur U ssi ses fonctions
composantes sont de classe C* sur U

Propriété: Regle de la chaine

Soit f :UCFE — Fetg:V Cc F — G deux fonctions de C* telles que
f(U)c V,alorsgo f estdeC"* etVa c U

99 (f(a)

0

e, 252w =3

o
f’L. (CI,)
L g

avec f1,---, fp les fonctions coordonnées de f.

Propriété: Formule d’intégration

Soit f : U C E — F une application de classe C' et~ : [0,1] — FE est un arc
de classe C' inscrit dans U d’extrémités a = v(0) et b = (1) alors

ﬂ@—fm%=A<MWNM@D&

En particulier si U est un ouvert connexe par arcs alors f est constante si, et
seulementsi, df = 0

Propriété: Théoréme de Schwarz
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DEVELOPPEMENT DE TAYLOR D’ORDRE 2

Propriété

Soit f € C*(U). AlorsVh = Zhie,,; c Etelquea+hecUona:

1=1

Propriété: Caractérisation de points critiques
Sif:UCFE— RdeclasseC! eta € U. Alors

a est point critique de f <= Vi € [1,n], - (a) =0

Propriété: Extrémums en dimension 2

Soit f : U C R* — R de classe C* et a critique de f. On note r =
0° f 0° f 0° f

~ 7 (a.b). s = b) ett = —2(a,b).

Gz (a:b)s = 5o (@b ett = 25 (a.h)

1. Sis* —rt <0etr > 0 alors f admet un minimum local stricte en a.

2. 5is* —rt <0etr <0 alors f admet un maximum local stricte en a.

3. S1s —rt > 0 alors a est un point col ou selle de f

4. 51 s —rt =0, on ne peut pas conclure

MATRICE JACOBIENNE

Définition
On appelle matrice jacobienne relative aux bases B et C d’'une application

f U C £ — F différentiable en a € U la matrice de I’application linéaire
df, relative aux bases B etC: J¢ (a) = 1\[/3[%13 (df,) € M, ,, (R)

Sifi, - ,fp les coordonnées de f: J¢ (a) — (gf (a)) -
j 1

GRADIENT

E désigne un espace euclidien dont on note (.|.) le produit scalaire

Propriété: Gradient

Sif:U C E — R est une application de classe C' alors pour tout a € U,
il existe un unique vecteur dans E noté V f(a) et appelé gradient de f en a
vérifiantVh € E, Dy f(a) = (Vf(a)|h)

De plus, si B = (el, - - ,e,) est une BON de F alors

U. | CONTACT INFORMATION
Soit f € C*(U, F). Alors :

Web www.elamdaoui.com
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