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Norme et espaces vectoriels normés

Dans tout ce chapitre, E désigne un K-espace vectoriel (K =R ou C).

- Norme et espaces vectoriels normés

Normes

Définition 1: Norme

On appelle norme toute application N : E — R* vérifiant :

1. Séparation :
VxeE, Nx)=0<x=0g

2. Homogénéité :
VxeE, VaeK, N(a-x)=|al-N(x)

3. Sous-additivité ou inégalité triangulaire :

V(x,y)€E%, N(x+y)<N(x)+N(y)

Au quel cas on dit que (E,N) ou tout simplement E est un espace vectoriel normé.

Notation :

Les normes sont usuellement notées N(.), ||.|| ou |.|
| Exemple I
| N

La valeur absolue sur R et le module sur C sont des normes.

Théoréeme 1: Espace de dimension finie

Tout espace de dimension finie est normé

Preuve:
n
Si E est nul, c’est fini. Sinon soit B=(eq,:--,en) une base de E. Pour x = Z xpep o xp, €K, on pose N(x) = 1mkax |xk | N
k=1 <R<n

définit une norme sur E

Propriété 1

Soit E un espace vectoriel normé , (a;)" . e K" et (x;)* , € E", alors
D =1 i=1

n

Y aix;

i=1

1=

n
<Y laillx |
i=1

Preuve:

Par récurrence sur n

s__ 2 04 2 . .

Propriété 2: Seconde inégalité triangulaire

Ve, yeE, llxl=lyll<lx=-yl<lz=-yl

Définition 2: Vecteur unitaire

Un vecteur x d’un espace E normé par ||.|| est dit unitaire si | x| = 1.

Propriété 3

Si E n’est pas réduit a {0}, tout vecteur x peut s’écrire x = au avec a € R* et u € E unitaire. Lorsque x est
non nul, cette décomposition est unique et est donnée par :

a=|x|| et u=-—x

llxll




1.2 Normes usuelles

Définition 3: Algebre normée

Une algébre normée est une K-algébre A muni d’'une norme d’espace vectoriel qui vérifie :
Vx,yeA leyll < llxllllyll.

En d’autres termes la norme étant en outre sous-multiplicative.

| Exemple I
| N |

Soit A une K-algébre normée non nulle, alors || 14 || = 1.

Comme || 141 = |15 [ <l 1al® et |14 1 #0, alors [ 141 > 1.

Propriété 4

Pour toutae A etneN*,onala”||<|al™

Preuve:

Par récurrence sur n € N*

i1 Normes usuelles

I.2.1 Normes euclidiennes

Définition 4: Produit scalaire

Soit E un R—espace vectoriel. On appelle produit scalaire sur E toute application ¢ :E x E — R vérifiant
1. @ est bilinéaire
2. ¢ est symétriquei.e. Vx,ye E, @(x,y)=@(y,x)
3. ¢ est positiveie VxeE, ¢(x,x)=0
4. ¢ est définiei.e. Vxe E, @(x,x)=0=x=0.

Bref un produit scalaire est une forme bilinéaire symétrique définie positive.

Notation :

Un produit scalaire ¢ se note <.,.>

Définition 5: Espace préhilbertien réel

» On appelle espace préhilbertien réel tout R-espace vectoriel muni d’un produit scalaire sur R;
» Un espace préhilbertien réel de dimension finie est dit espace euclidien.

I Exemple I
| N |

p
1. E=RP,9p:ExE —R, (x,y)— Zxkyk
k=1
2. E=M,,(R), :ExE —R, (A,B)— Tr(*AB).

b
3. E=¢(a,bl.R), ¢:ExE—R, (f,g)— f FDg®)dt.

Propriété 5: Norme euclidienne

Soit < .,. > est un produit scalaire sur le R-espace vectoriel E et N : E — R*, x — /<x,x > alors :

1. Inégalité de Cauchy-Schwarz :
V(x,y)€E?, |<x,y><N@).N(®)

Avec égalité si et seulement si (x,y) est liée




1.2 Normes usuelles

2. Inégalité de Minkowski :
V(x,y) €E?, N(x+y)<Nx)+N(y)

Avec égalité si et seulement si x et y sont positivement liés

3. N est une norme sur E dite la norme euclidienne associée a ¢

Preuve:
1. » Six=0, la propriété est immédiate avec égalité et colinéarité des vecteurs x et y.

» Six #0, considérons pour A € R, le produit scalaire < Ax+ y,Ax+y >.
D’une part, par positivité, < Ax+y,Ax+y >=0.
D’autre part, par bilinéarité et symétrie,

<7Lx+y,/1x+y>=/12<X,x>+2/1<x,y>+<y7y>

En posant a =<x,x>(a#0carx#0), b=2<x,y>et c =<y,y >, le triniime aAZ +bA+c est de signe constant
donc de discriminant négatif. Ainsi b2-4ac<0ce qui donne

<x,y>2<<x,x>.<y,y>

De plus, s’il y a égalité dans cette inégalité, le discriminant est nul et donc il existe A € R tel que < Ax+y,Ax+y>=0
ce qui entraine Ax+y = 0. La famille (x,y) est alors liée.

Inversement, supposons la famille (x,y) liée. Sachant x # 0, on peut écrire y = Ax et vérifier par bilinéarité du
produit scalaire Uégalité <x,y >2=<x,x>.<y,y>.

2. Pour x,yeE,ona
N(x+y)2 =<xX+y,x+y>=<x,x>+2<x,y>+<y,y>

D’apres linégalité de Cauchy-Schwarz, on a alors :
N +y)2 < N2 +2N@).Ny) + N(»)? = (N(x) + N(»)?

D’oit N(x+y)< N(x)+ N(y).
3. e Vx€eE, Nx)=0
e VxeE, Nx)=0=x=0

e Soit \eRetxeE
P (Ax,Ax) = A2 (x,%)

Donc N (A.x) = |A|N (x)
e pour x,yeE,ona N(x+y)<N(x)+N(y).

Donc N est une norme

| Exemple I
| N |

Soit A = (n;;)i<i<p ,B = (nij)1<i<p € M, p (R), alors

1sj<a 1<j<b

|Tr(*AB)| < \/Tr(*AA) x \/Tr (:BB)

ou encore
n p n p n p
PRI ENDIDI N DI -H
i=1j=1 i=1j=1 i=1j=1
Remarque :
Soit A = (nij) 1<i<p ,B = (nij) 1i<p € My p(C), alors
1<j<a 1<j<b
n p n p n p 9 n p 9
> Y aijbij|< Y Y faij bl < | 2 2 faii™ x| X X [bi]
i=1j=1 i=1j=1 i=1j=1 i=1j=1




1.2 Normes usuelles n

1.2.2 Normes usuelles sur K"

Pour x = (x1,---,x,) € K", on pose
n
laclly = loeal+-+lopl = Y lxil
i=1
2 2
lallz := \lxal 4+ +lxnl2 =) Y |xl
i=1
lxlloo = max(x1l,---,lx,]) = max (lx;])
i€[1,n]

Propriété 6

Les applications |.|l1, |I.ll2 et ||.|lco sont des normes sur K"

Preuve:

1. Pour ||.ll1 et |l . loo la vérification est immédiate.

2. Pour ||.|lg : Lapplication x — ||x|lo est la norme euclidienne de la structure euclidienne canonique de R"™ dans le
cas réel. Elle vérifie évidemment les axiomes d’homogénéité et de séparation dans le cas complexe. On obtient la
sous-additivité a partir de l'inégalité triangulaire de la norme |.|o

1.2.3 Normes usuelles sur M, ; (K)

Pour A = (a; j) 1<i<n € My, p (K), on pose
1<j<p

n
IAlL = sup ) |ai
1sj<pi=1
P
lAlloo = sup Y |aijl
1<isn j=1
IAllg ==

Propriété 7

Les applications |.|l1, II.ll2 et ||.loo sont des normes sur M, ; (K) et lorsque n = p ces normes sont sous-

multiplicatives
Preuve:
1. Pour ||.ll1 et |l . loo la vérification est immédiate.

2. Pour ||.|lg : Lapplication A — ||A|lg est la norme euclidienne de la structure euclidienne canonique de R" dans le
cas réel. Elle vérifie évidemment les axiomes d’homogénéité et de séparation dans le cas complexe. On obtient la

sous-additivité a partir de l'inégalité triangulaire de la norme ||.|2

I.2.4 Normes des convergences

Soit [a,b] un segment non trivial de R et E = 6 ([a, b],K). Pour tout f € E, on pose

b
Il o= f F(oldt
1
b 2
Iflls = (f If(t)lzdt)
Ifleo = sup IfQ)
tela,bl

Propriété 8

Les applications |.|l1, |I.ll2 et ||.llco sont des normes sur 6 ([a,b],K)

Preuve:

1. Pour la norme ||.||1 : On arrive bien dans R*. Rappelons que lintégrale d’une fonction continue positive est nulle si,

et seulement si, il s’agit de la fonction nulle. Rappelons d’autre part que si f est continue, alors |f| est continue. On




1.3 Distances

a donc démontré ||fll1 =0 = f =0. D’autre part, pour tout x de [a,b], l'inégalité triangulaire de la valeur absolue
donne :

[f (%) + g ()| < |f ()] + | g(x)l.

Intégrer cette inégalité entre a et b donne l'inégalité triangulaire pour |.|l1. En effet, la linéarité de Uintégrale donne

b b
f Af@lda = 1Al f If)ldx.
a a

2. Pour |.\lg : Lapplication f — || f |2 est la norme euclidienne de la structure euclidienne canonique de € (la,b],R) dans
le cas réel. Elle vérifie évidemment les axiomes d’homogénéité et de séparation dans le cas complexe. On obtient la
sous-additivité a partir de l'inégalité triangulaire de la norme |.| 9.

If+gla<llfi+lgllig<lIfilig+NIglla=1fla+ gl

3. Remarquons d’abord qu’une fonction continue sur [a,b] est bornée (et atteint ses bornes). Ceci justifie que ||f ||loo est
bien défini pour tout f € €([a,b],K). De plus, on a toujours ||f |lco = 0. D’autre part, si ||f oo =0, alors pour tout x dans
[a,b], on a f(x)=0, et donc f = 0. Etudions Uinégalité triangulaire : soient f et g deux éléments de € ([a,b],K). Pour
tout x de [a,b], on a :

If )+ gl < If () + 18] < [ flloo + 1€ lloo-
Passant au max, on obtient :
If +&lloo < Iflloo + I8 llco-

Concernant ’homogénéité, prenons A€ R et f dans €6 ([a,b],K). Pour tout x de [a,b], on a :
[Af )] = [AIf (I,

et passant au max, on a bien ’égalité voulue.

Définition 6

1. || . |l1 est appelée norme de la convergence en moyenne,
2. || . |2 est appelée norme de la convergence en moyenne quadratique,
3. || . lleo est appelée norme de la convergence uniforme

1.2.5 Norme produit

Propriété 9
SiE4,---,E, sont de K-espace vectoriel normés respectivement par des normes N1,---,N,, alors I'applica-
tion
4 ErxooxEn o — R*
T x=(x1,0 %) — llxll =maxi<i<n (N (%))

est une norme sur I'espace vectoriel produit E1 x --- x E,,. La norme ||.|| est souvent appelée norme produit.

Preuve:
Les propriétés de séparation et d’homogénéité sont immédiates. Montrons l'inégalité triangulaire.
Soit x =(x1, -+ ,%n),y =(¥1,"*,¥n) € E. Alors, comme pour tout k € [1,n]l, Ny, est une norme sur E, on a

Np(xp+yp) < Np(xp)+Np(yp)
< max (N (x;)) + max (N; (v;))
Donce
lx+yl= max (N;(x; +y;)) <lxl+lyl

1<isn

Soit ||.|| une norme sur E

Définition 7: Distance associée

On appelle distance associée a la norme ||.| sur E I'application d : E x E — R* définie par

Vx’yEE’ d(x’y):”x_y”




1.3 Distances

vérifie les propriétés suivantes :
1. Séparation :Vx,yeE,d(x,y)ox=y;
2. Symétrie : V(x,y) e E2, d(x,y)=d(y,x);
3. Inégalité triangulaire :

V(x,y,2) € E, d(x,z)<d(x,y)+d(y,z)

4. Invariance par translation :

V(x,y,2) €E3, dx+z,y+z)=d(x,y)

Corollaire 1 (Seconde inégalité triangulaire)
Pour tut (x,v,z) € E3,
|d(x,y) = d(x,2)| < d(y,2)

Corollaire 2

Soit x1,--- ,x, € E, avec n =2, alors
n—1
d(x1,2,) < Y dla,xi41)
i=1
J
Preuve:

Par récurrence sur n

Définition 8: Distances a une partie

Soit x € E et A c E avec A non vide. On appelle distance de x a A le réel positif

d(x,A)=inf{llx—yl| , ye A}

Propriété 10

Soit x € E et A c E avec A non vide. Alors

1. Pourtouta€A,onad(x,A)<|x—al.

2. Pour tout € > 0, il existe a € A tel que
lx—al <d(x,A)+¢

3. Il existe une suite (a,),>q d’éléments de A telle que |x—a, || — d(x,A)

Preuve:

1. Par définition de la distance de x a A.

2. D’apres la caractérisation epsilonesque de la borne inférieure.

3. D’aprés la caractérisation séquentielle de la borne inférieure.

| Exemple I
| N |

Pour tout xe R, d(x,Q)=0.

Pour x e R et £ > 0. Par la densité de Q dans R, il existe r € Q tel que |[x —r| <&, donc 0 < d(x,Q) < € pour tout
£>0,doncd(x,Q)=0

Remarque :

SixeA, alors d(x,A) =0. La réciproque n’est pas vraie.

Propriété 11

Soit A une partie non vide de E. Alors

Va,y€E, |dx,A)—d(y,A)l<dx,y)=lx-yl




I.4 Normes équivalentes “

Preuve:
Soita€A,ona:

d(x,A) <d(x,a) <d(x,y)+d(y,a)

On en déduit :
d(x,A)-d(x,y) < d(y,a)

pour tout a de A et, par conséquent, d(x,A)—d(x,y) <d(y,A).
On a ainsi d(x,A) —d(y,A) < d(x,y), et, par symétrie, d(y,A)—d(x,A) <d(x,y). Cela entraine :

|d(x,A) —d(y,A)| < d(x,y)

Définition 9

Soit E un K-espace vectoriel normé et N1 et Ny deux normes sur E.
On dit que N1 est dominée par Ny, s’il existe a € R** tel que :

VxeE, N1i(x) < aNa(x)

Remarque :

N1 est dominée par Ny si, et seulement si, {%;g;/x eE\ {0}} est majoré.

Définition 10: Normes équivalentes

Soit E un K-espace vectoriel normé et N1 et Ny deux normes sur E.
On dit que N1 et N2 sont équivalentes si N1 est dominée par Ngo et Ny est dominée par N1 ou encore,
Ja, B € R} tels que

VxeE, aNa(x) < N1(x) < BNa(x)
On note N1 ~ N»

Propriété 12

~ est une relation d’équivalence sur I'ensemble des normes sur E .

Preuve:

» ~ est réflexive.
> ~ est syméirique. En effet, supposons que N1 ~ No. Alors il existe a, f € R} tels que

aNo <N SﬁNQ,

d
onc 1 1
—N1<Ng<—Njy,
B a

puis No ~ Nj.
> ~ est transitive. En effet, supposons que N1 ~ Ng et Ng ~ N3. Alors il existe a, B,y,6 € R} tels que

aNg <Nj<fNget YN3<Ng<ON3

donc
a.y.Ng<a.No<Nj<f.Ng9<0..N3

puis N1 ~ N3

Propriété 13: Comparaison des normes usuelles sur K"

Pour tout x € K"
lxlloo < llxll1 < 7 llxllco

lxlloo < lxll2 < vRlxloo
lxllz < llxll1 < vrllxlz

Preuve:

n
> Eneffet |xlloo = max (x;)< Y |x;| = llxlq et
ie[1,n] i=1




I.4 Normes équivalentes

n
Il =) lx;| < nllxlloo. Done

i=1

lxlloo < llxll1 < mllxllco
n
> Eneffet |x12 = max (x;®)< Y ;12 = llx]13 et
i€[1,n] i=1
2_ N2 P

lxlg = ) lx;1“ < nlxl5,. Donc

i=1

Ixlloo < lIxll2 < VAllxloo

2
n n
» En effet ||x||% =y Ixil2 < (Z Ixil) = IIxII% et
i=1 i=1

lxll1 < vrlxlg par Uinégalité de Cauchy-Schwarz.

Propriété 14

Soit N1 et Ny deux normes sur E. Alors les assertions suivantes sont équivalentes

1. N1 ~Ny
Ni(x) } {Nz(x) } .y
2. , x€ E\{0}; et , x € E\{0} ¢ sont majorés.
{ No®) M@ J
Preuve:
Evidente

Méthode: Pour montrer que les deux normes N; et N2 ne sont pas équivalentes ? }

N. N.
On cherche une suite (x,) € EN telle que nll?oo szz; = +00 ou nll?oo Nig:; =0

| Exemple |
| N |

Montrons que les normes N1 , No et Ny, ne sont pas équivalentes sur E = €([0,1],R)
Considérer la suite t — t".

Soit la suite de fonctions : f,, : t — " .
Pour tout n € N*, f,, est positive, croissante sur [0, 1] donc Noo(f) = f»(1) = 1.
On a

1 1
Nif) = fofnu)dt:fo rar=

et

2 ! 92 1 2 1
Ny = fofn(t) dt=f0 =

n+1
On déduit Na(fn) =1/ !
éduit que Nao(f,) = om il

L) 1
Neo(fn) n+1 n—+oo

N [2n+1 2
o N;E;:; - (nn+ T ~ % ———+00 donc N; et N2 ne sont pas équivalents.

» OnaVneN* Nw(fn)—sz?)—n

> No(fn) /2 2 n—+oo
fn /?n
Théoreme 2: de Riesz

Dans un espace vectoriel normé de dimension finie, toutes les normes sont équivalentes.

+o0o donc N1 et N, ne sont pas équivalents.

+00 donc N, donc Ng ne sont pas équivalentes.

Preuve:
Ce résultat est admis




1.5 Boules

| Exemple I
| N |

1. Toutes les normes de K" sont équivalentes.

2. Toutes les normes de K,[X] et 4, n(K) sont équivalentes.

3. SiE et F sont deux [K-espaces vectoriels de dimensions finies alors toutes les normes sur £(E,F') sont
équivalentes.

.E Boules
Définition 11: Boules et spheres

Soit E un K-espace vectoriel normé. Soita € E, r € RY.
» On appelle boule ouverte de centre a de rayon r I'ensemble :

B(a,r)={x€E, |x—al <r}
» On appelle boule fermée de centre a de rayon r I'ensemble :
Bf(a,r)={xeE, |x—al <r}

On la note encore E(a,r).
» On appelle sphére de centre a et de rayon r I'ensemble :

S(a,r)={x€ekE, |x—al =r}

Les boules de centre 0 et de rayon 1, sont appelées boules unités.

Remarque :

S(a,r)=Bf(a,r)\B(a,r) et Br(a,r) = B(a,r)US(a,r) est une union disjointe

| Exemple I
| N |
Dans (R,[.|) :

» B(a,r)=la—r,a+r[;

» Br(a,r)=la-r,a+rl;

» S(a,r)={a-r,a+r}.
| Exemple I
| N |

Dans (C,|.|) :
» B(a,r)={xeC||z—a|<r} le disque ouvert de centre a et de rayonr ;
» Br(a,r)={xe€C||z-al<r} le disque fermé de centre a et de rayonr ;
» S(a,r)={xeC||z—al|=r} est le cercle de centre a et de rayonr.

| Exemple I
| R
Boules unités fermées sur E = R?

ll-lloo

Il II-1l2




1.5 Boules

Propriété 15

Soita € E et r e R, alors

B(a,r)=a+rB(0,1), Bf(a,r)=a+rBg(0,1) et S(a,r)=a+rS(0,1)

Preuve:

1
Soit x € B(a,r), alors |x—al| <r, soit u=—(x—a). OnaueB(0,1) et x=a+ru.

Inversement, si x =a +ru avec u € B(0,1), alors |[x—al = |rull =rllull<r

Remarque :

Ainsi les boules générales se déduisent des boules unités par homothéties et translations.

Définition 12: Partie convexe

Une partie A c E est convexe si et seulement si pour tout a,b € A, [a,bl€ A.
Avecla,bl={ta+(1-t)b | t€[0,1]}

Propriété 16

Les boules ouvertes et fermées de E sont des parties convexes de E.

Preuve:
Soit x,y € B(a,r), on pose [x,y]={Ax+ (1 - A1)y | A€[0,1]}.
Soit z € [x,y], alors il existe A € [0,1] tel que z= Ax+(1—A)y. On a alors

lz—all [Ax +(1—-2A)y —(Aa+(1-Da)l
Mz=-all+@-Dly-al

< Ar+(Q-MNr=r

N

Donc B(a,r) est convexe.

{ Exemple: Jeu de boules }

Soit a,b € E et rq,rp € R. Montrons que

Bla,rq)cB(b,rp) = (ra<rpetllb—al<ry—rg)

<) Soit x € B(a,ry), alors | x —a || < r,. Par I'inégalité triangulaire, on a
lx=bll<llx—al+lla=bll<ry+(rp—rqa)=rp

. L . re« a-b
=) Si a =b rien a démontrer. Sinon pour € > 1, on pose c =a + —.
€ la-bl
a

( point de B(a,ry) loin de b), alors ¢ € B(a,ry), car |[c—al = Ta <rg.
€

Comme B(a,r,) < B(b,rp), alors |[c—b| <rp, ce qui donne

rq
Hb—aH+;-<rm

r
soit [|[b—al < rp— ?a On fait ensuite tendre ¢ vers 1, on obtient

lb—all<sry—rq

Propriété 17: Caractérisation de ’équivalence par les boules ouvertes (MP*)

Les normes N1 et N9 sont équivalentes si, et seulement si,
Jda,>0, Bpy,(0,a)cBn,(0,1) =By, (0,p).

Ou By, (0,r) désigne la boule ouverte de centre 0 et de rayon r pour la norme N;.




1.6 Bornitude

Preuve:

=) Si N1~ No, alors il existe a, 3> 0, tels que
aNg < Ni<fNs.

Soit x € BNZ(O,l) donc Na(x) <1 donc BNa(x) < B d’ott Ni(x) < B. On en déduit que x € BNI(O,ﬁ) d’ou BN2(0,1) c
BNI(O,ﬁ). Inversement si x € By, (0,a) donc aNo(x) < N1(x) < @ d’ott No(x) < 1. On déduit que x € Bp,(0,1) d’ou
By, (0,a) =By, (0,1).

<) Supposons qu'il existe a, 8 >0, tels que
Bp,(0,a) cBp,(0,1) < By, (0, B).

1
eNg(x)

1
=1<14
eNg(x)x) e 2 Ny @)

1
que N1 (—x) < B et par suite N1(x) < ¢fNa(x). On a Nl(
eNog(x)

Soit xe E\{0}et e>1. Ona Ng( x € By, (0,1) d'oix x € By, (0, ). On déduit

a a a
———x| = — <a donc ———x € By, (0,a) d’ou
eN1(x) ) € < one zle(x)x€ 1(0,a) do

¢ <1 et par suite EN2(35)<N1(3c).
€

a
— 2 _xeBp,(0,1). sdui —=
£N1(x)x € BN, (0,1). On déduit que Ny (ENl(x)x)

Donc Vx € E\{0}, gNg(x) <Ni(x) < eBNa(x). On a égalité si x =0 donc
€
VxeE, L No(x) < N1(x) < e AN (x).
€
Les normes N1 et No sont alors équivalentes. On peut faire tendre € vers 1 pour obtenir
aNgo <Nj < ﬁNQ.

Propriété 18

Soit (E1,N1), -+ ,(E,,N,) de K-espaces vectoriels normés et E = E1 x --- x E,, I'espace produit muni de la
norme produit N. Alors pour touta = (a1, ,a,)€E etreR}, on a
1. By(a,r)=Bn,(a1,r)x---x By, (anp,7).

2. By(a,r) =By, (a1,r) x -+ x By, (an,7).

Preuve:
1. Soit x =(x1, - ,xn) € By(a,r), alors pour tout k € [1,n]], on a
Np(xp—ap)<N@x-a)<r

donc xp, € By, (ap,r), puis x € By, (a1,7) x --- x By, (@n,r). Inversement si x € By, (a1,7) x---x By, (an,r), alors k €
[1,n1, on a Np(xp, —ap) <r, donc k €[[1,n]l, on a

N(x—a)= max Np(xp —ap)<r,
1<k<n

soit x € By(a,r).

2. La démonstration est similaire dans le cas des boules fermées.

Soit E un espace vectoriel normé de norme notée |.|g.

Définition 13: Partie bornée

Une partie A non vide de E est dite bornée si 3k € R tel que Vx€ A, ||x||g <k.

Remarque :
Une partie de E est bornée pour une norme, alors elle est bornée pour toute norme équivalente
Remarque :

Une partie de E bornée si elle est contenue dans une boule.

| Exemple I
| N |

On rappelle le groupe orthogonal G, (R) = {A € M, (R) , *tAA =1,}.
Montrons que 0, (R) est borné.




1.6 Bornitude

Toutes les normes définies sur M,, (R) sont équivalentes. On munit M, (R) de la norme ||.||2, alors pour tout

Ae0,(R),ona
IAllg=1/Tr(*AA) = V/Tr,)=vVn<vn

Donc il est borné.

Propriété 19: Les boules sont des fermés

Toute boule est bornée

Preuve:
Soit Bf(a,r) une boule fermé de E,

on pose M =r+ ||all, alors pour tout xEBf(a,r), ona
M
lxl<lx—al+lal<sr+lal=M

(0]

Donc B f(a, r) est bornée.

Méthode: Pour montrer qu’une partie A n’est pas bornée ? }

On peut exhiber une suite d’éléments de A telle que

lim x| = +oco.
n—+oo

I Exemple I
| N |

Soit p = 2. On note A,(K) I'ensemble des matrices nilpotentes de M, (K) n’est pas borné.

Pour n €N, on pose A, = (n6§6{l) . La suite (A,),en est d’éléments de A, (K) et on a
p

1<i,j<

lAnlli=n

+o0,
n—-+oo

donc A} (K) n’est pas borné

Définition 14: Diametre d’un partie bornée

Soit A une partie non vide et bornée de E. Le réel positif
6(A)=sup{lx—yl , x,yc A}
est appelé le diamétre de A

Propriété 20

Soit A une partie non vide et bornée de E. Alors

1. Pour tousa,beA,onala—->b| <d6(A).

2. Pour tout € > 0, il existe a,b € A tels que
0(A)—e<|lx—all

3. Il existe deux suites (@), >0 €t (bn)n=0 d'éléments de A telles que |a, —b, || — 6(A)
n—+0oo

Preuve:

1. Par définition du diamétre

2. D’apres la caractérisation epsilonesque de la borne supérieure.

3. D’aprés la caractérisation séquentielle de la borne supérieure.




Suites dans un espace vectoriel normé
Définition 15: Fonction bornée

Une fonction f : X — E ou X est un ensemble quelconque non vide est dite bornée si la partie f(X) =
{f(x), x € X} est bornée.
Ou encore Ik e R" tel que Vx e X, ||f (x)llg <k.

Propriété 21

L'espace vectoriel B(X,E) des fonctions f : X — E bornées ou X non vide et E un espace vectoriel normé
est lui-méme normé par | flleo = sup{|l f(x)|x | x € X}.

Preuve:
B(X,E) est un sous-espace vectoriel de (X ,E).

Pour tout f € B(X,E), 'ensemble A = {IIf(x)IIE | x EX} est non vide et majoré de R, donc il admet une borne supérieure,
ainsi la définition de ||f |lco-

1. Pour tout f e B(X,E), |If loo =0

2. Sillflloo =0, alors sup{lf(x)lg | x€ X} =0, donc ||f(x)|l =0 pour tout x € X puis f =0
3. Soit L ek,

1Af oo

sup{lIAf(@)lg | x € X}
sup{lAlIf()lg | x € X}
Al sup{llf ()l | x € X} = [ALIf oo

4. Soit f,ge B(X,E). PourxeX,ona:

1GF+ @@ < IF N+ 18N < 1f lloo + 18lloo

done |If + glloo < If lloo + 18 llco

Définition 16: Suite bornée

Une suite (u,),en d’éléments de E est dite bornée si 3k € R* tel que

VreN, lu,llg <k

Notation :

On note *°(N, E) 'ensemble des suites bornées d’éléments dans E.

Propriété 22

/°°(N, E) est un K-espace vectoriel normé par

l@n)lloo :=suplllun g , n €N}

Preuve:
(®°(N,E)=B(N,E)

n Suites dans un espace vectoriel normé

(E,|l.I) désigne un espace normsé.

JIRR  Suites convergentes

Définition 17: Suite convergente

On dit qu’une suite (u,),en d’éléments de E converge si I'une des trois assertions Vn=ng
suivantes est vérifiée
1. Il existe ¢ € E tel que ||u, — 2| 0.
n—+oo

2. Il existe ¢ € E tel que pour tout € > 0, il existe ng €N, tel que

VneN, nzno=llu,—-/¢l<e¢




II.1 Suites convergentes

3. Il existe ¢ € E tel que pour tout € > 0, la boule ouverte B (¢,¢) contient tous les termes de la suite a
partir d’un certain rang

Si c’est le cas le vecteur ¢ est unique, appelé la limite de la suite (u,,),en, €t on note

. [0l
¢ =limu, ouu, ——¢.
n—

+00

Une suite divergente est une suite non convergente.

Preuve:
Soit ¢,0' € E, alors

16— <1e=unll+llun—£'l 0

n—-+oo

Donc ¢=/¢'

Propriété 23: Indépendance de la norme équivalente choisie

Soit N1 et Ny deux normes équivalentes sur E, alors toute suite d’éléments de E convergente pour une
norme converge pour 'autre vers la méme limite.

Preuve:
Soit (uy) une suite d’éléments de E convergente vers ¢ pour la norme N1. Comme N1 et No sont équivalentes, alors il existe
B> 0 tel que Ng < N1, ceci donne No(up —¥¢)< BN1(up—¥€)—0.

Propriété 24: Domination

Soit (u,,) une suite de E et ¢ € E. Les propriétés suivantes sont équivalentes :
1. La suite (u,) converge vers ¢

2. Il existe une suite réelle et positive («,), convergeant vers 0 et telle que VneN; |u,-¢|<a,

Preuve:

1=2) Il suffit de poser (ap)n = (lun — 2\, : Il est alors immédiat que la suite réelle (ay ), est positive et converge vers 0
avecVYneN, |lup—¥ll=a,<ap

2=>1) OnaVneN, |u,—2|<apyetlasuite (ay), converge vers 0, donc |u, — 2| — 0
—+00

Conséquence 1
¢ eE, alors |u,ll —— |14
n—+oo

Siu
n n—+oo

Preuve:
Soit n €N, d’aprés l'inégalité triangulaire renversée, on alors

Munll=1€01 < lup =2l

Donc |lup — || ——— 0 entraine |un| — ||14||
n—+oo n—+oo

Propriété 25: bornitude et convergence

1. Toute suite convergente est bornée ;

2. Une suite non bornée est divergente

Preuve:
Soit (uy) une suite de E convergente et soit ¢ sa limite, alors pour € =1, il existe N € N tel que

Vn=zN: J|up,-/¢|<1
Il vient que pour n=N :
lunl < llun =€l +1I€]

On en déduit que pour tout n> N :
lunll <llup—2I+I1€1 <1+l

En outre, soit My =max(|lugll, -, lunl), alors Vn <N, |lunpl <My. Posons M =max(Mgy,1+|¢]), on a

VneN, lunl<M




II.1 Suites convergentes
Propriété 26: Opérations algébriques

Soit (y)p=0, (Vn)nso deux suites d’éléments de E, (a,,),>o une suite d’éléments de K, a €K et ¢,¢' € E.

convergentes respectivement vers ¢ et ¢’

A+l

1. Siu, —— /¢ etv, ¢' alors, pour tous A, u €K, on a Au, + uv,
nh—+00 nh—+00 n—+00

0, alors a,.u, 0.
n—+oo n—+oo
0

2. Si(an),=o est bornée et uy,

3. Sia,

0 et (un),=0 est bornée, alors a,.u,
n—+oo n—+oo
1

. 1
aetu, ¢eE, alors ap.u, —— a.¢. Si de plus a € K*, alors —.u, —— —./.
n—+o00 n—+oo n—+oo an n—+o00

4. Sia,

5. Si de plus, E est une algébre normée, u,v, —= e,
n—+oo

Preuve:
1. Pour tout n €N,

Ity +pon —AL+p)l = A(uy — O+ pvy, — )|
< ALl ug =20+ Il v, = €|

AL+ pl!

Cet encadrement montre que Auy + pvp -
n—+oo

2. Soit m majorant de (|an|)y=0, alors lapunll<mlug|l —= 0
n—+oo

0

3. Soit M majorant de (| up 1)y=0, alors llapun | < Mlay| "
n—+oo

4. Pour tout n €N,

lan.un—al| lap.un—auy +au, —alll

A

lunll.lan —al +lal.llun, - £I

Cet encadrement montre que ay.un = a.l
n—-+oo

5. Pourtout neN,

lunvn =001 = lup.vn—~Coy+lv,—20|
< lopllllun =21+ 121.1vn = €1
Donc unpvy, e
n—+oo

I Exemple |
| R

1 0 O

On considére la matrice A=| -2 3 1
4 -4 -1

Etablir que (A —I3)? = 03. En déduire A™. Montrer que la suite (%An)n o+ converge et déterminer sa limite.

Un simple calcul meéne a (A -1 3)2=0.0n a de plus A =13+ (A —13), et on déduit de la formule du bindme
que VR e N A" =I3+n(A —1I3). On a donc

1 1
—A"=—I3+A-I3—— A-1Is.
n n n—-+oo

Propriété 27

p
Si E est de dimension finie, B = (el,--- ,ep) une base de E et (u,),en une suite de E. On écritu, = Z Un i€k
k=1

p
et soit ¢ = Z lrer. On a équivalence entre :
k=1

1. u l;
" p—too

2- Vle[[l’p]]; Un,i

’

l;

n—+oo

p
Dans un tel cas : lim u, = Z lim u, ey
n—-+oo Lot ?




II.1 Suites convergentes

Preuve:

Soient B =(eq,...,ep) une base de E, ||. oo la norme sur E définie par || xlloo = sup; |xJ| ou les xj sont les coordonnées de x
dans la base %B.
p

(un) est une suite convergente vers ¢ = Z [jej
Jj=1

= llup—€l= sup |un,j_[j| 0

Jjell,pl n—+oo

=4 VJ E[[]_,p]], |un"]—[]| mo

< Vjell,pll, la suite (uy, j)n converge vers {;.
Remarque :
On retrouve bien la convergence naturelle d'une suite de vecteurs, a savoir la convergence des suites des
coordonnées. Cette convergence est indépendante de la base choisie et indépendante de la norme uilisée.

| Exemple I
| N |
On considére les matrices
100 1 0 0
A=[0 2 0| e B=[0 -1 1
oo i 0 0 0

1. Montrer que la suite (A"),en+ converge et déterminer sa limite.
2. Montrer que la suite (B"),en+ diverge.
Indication pour la question 2 : Calculer B2 et B®.

1
s 0 0
2"/
1. Pour toutneN*, A" =| 0 (%)n 0 |. Chacun des coefficients tend vers 0 lorsque n tend vers +oo
0 0 =
donc la suite (A™),en+ converge vers la matrice nulle.
1 0 O
2. On calcule comme indiqué B2=| 0 1 -1 |etB3=B.
00 O
1 0 0
On a pour tout e N*, B* =0 (=1)"*! (=1)" |, donc la suite (B"),cn+ n’est pas convergente car la
0 0 0

suite de terme général (—1)" diverge

Propriété 28: Cas d’un espace vectoriel produit

p

Soit E = HEj un espace vectoriel produit normé. Soit (un)neny € EN ie. VYn € N, u, € E donc
j=1

Un=(n,1,...,unp) ou Ve €[1,pll, upeg,. Soit £ =({1,...,0p)€E.

- Iz
UnMZ@VkE[[l;p]]’unyk - gk
— n—+oo

Preuve:

Identique a la précédente

Propriété 29: Caractérisation séquentielle des normes équivalentes

Soit N1 et Ny deux normes sur E. Alors les assertions suivantes sont équivalentes
1. N1 ~Ny

2. Toute suite d’éléments de E convergente pour une norme converge pour I'autre vers la méme limite.

Preuve:
Soit N1 et No deux normes sur E

1= 2) Déja traitée, propriété 23

Na(x)

N1(x)
/xe E\ {0}} et {Nl(x)

Na(x)

2= 1) Si Ny et Ng ne sont pas équivalentes, alors l'un de deux ensembles { /x€e EN\ {0}} est




I1.2 Suites extraites

N N

non majoré que l’on suppose { 1(x)/oc eE\ {0}}. Alors pour tout n € N il existe x, € E \ {0} tel que 1(xn) =n+1,
Na(x) No(xp)

on considére alors la suite (y,) définie par y, = ——————x5,. On a Na(y,) = 0 mais N1(yn) =

(n+1)Na(xp) n+1l n—+oo
(n+1Na(yn)=1+0

Suites extraites

Soient E un K-espace vectoriel normé et (u,)n e Ne EVN.

Définition 18: Suites extraites

On dit que (v,) est une suite extraite de (u,) s’il existe une application strictement croissante ¢ : N — N
telle que Yn € N, v, = Uy(n)-

Une telle fonction ¢ est dite extractrice

Remarque :

» Si ¢ :N— N une application strictement croissante. Alors Vn € N,¢p(n) = n.
» En posant nj = ¢(k), une suite extraire peut se percevoir comme une suite (u,,)pen avec ng <np41.

Propriété 30

Une suite extraite d’une suite extraite est extraite

Preuve:

Soit (u,) une suite de E et (uq,(n)) une de ces suites extraites. Posons vy, = Ugp(n) €t soit (Uw(n)) une suite extraite de (vy).
Alors vy(n) = Ugp(y(n)) = Ugoy(n) € QoY est la composée de deux applications strictement croissantes de N dans N, donc

c’est une application strictement croissante N dans N

Propriété 31

Si la suite (u,,) converge vers ¢, alors toutes les suites extraites de (u,) convergent vers ¢.

Preuve:
D’aprés la convergence de la suite (up), converge ¢, on a

Ve>0, IN=0, Vn=N, |up,—-/¢l<e

Soit (u(p(n))n une suite extraite de (un)n.
Lapplication ¢ :N — N est donc strictement croissante, Yn e N, ¢(n)=n.

Sin=N, alors ¢(n)=n =N donc ||u(p(n) — 2| <&, ce qui démontre la convergence de (u(p(n))n

En prenant la contraposée de cette proposition, on obtient le corollaire suivant

Corollaire 3
S’il existe une suite extraite divergente de (u,) ou s’il existe deux suites extraites de (u,) qui admettent
des limites différentes, alors la suite (u,) diverge

I Exemple |
| N |

Soit A € M, (K) telle que A" —— B.

n—+oo
Montrons B est un projecteur.

La suite (AZ") est extraite de la suite (A"), donc elle converge vers B. En outre par les opérations algé-
briques A%* = A" A" B2. On en déduit par unicité de la limite que B2 = B.

n—+oo

Méthode: Pour montrer qu’une suite diverge ? }

On montre qu’elle admet une suite extraite divergente ou qu’elle admet deux suites extraites qui convergent
vers deux limites différentes.




II.3 Valeurs d’adhérence

I Exemple I
| N |
ni

Les suites suivantes sont divergentes ((—1)"), (sin (T))

» On remarque que VneN, ug, =1 et ug,+1 =—1 donc les suites (ug,) et (ug,+1) convergent respecti-
vement vers 1 et —1 donc leurs limites respectives sont distinctes. On en déduit que la suite (u,) est
divergente

b4 2
» On remarque que VneN, vg, =sin(2n1)=0 et vg,+1 = sin(z) =5 donc les suites (vg,), et (Vgn+1)n

V2
convergent respectivement vers 0 et -5 Donc la suite (v,), est divergente.

Propriété 32: Les suites extraites (u2,) et (v2,+1)

Si (u,,) est une suite telle que les deux sous-suites (L2 )nen €t (Uan+1)nen CcOnvergent vers une méme limite
¢, alors la suite (u,) converge vers ¢.

Preuve:
Soit € > 0, on peut trouver ny et no tels que :

Vnz=ni, lugp—Cll<e et Vnzng, lugp+1—Yll<e
Si lon pose N =max{2n1,2n9 + 1},on a évidemment :
VnzN, |up—/l<e

ce qui prouve la convergence de (uy) vers ¢.

{ Exemple: Le critere spécial des séries alternées }

Soit (an,)nen une suite réelle décroissante de limite nulle, alors la série Z (-1"a, converge.
n=0

n
Soit S, = Z (—l)k uy. Alors la suite (Sg,) est décroissante et la suite (Sg,+1) est croissante. De plus
k=0
Soni1—Saon — 0 d’ou les suites (Sg,) et (Sa,+1) sont adjacentes donc elles convergent vers la méme
n—+oo

limite. Ainsi (S,),»¢ converge, c’est-a-dire la série Z (-1)"a, converge.
n=0

JIBE  Valeurs d’adhérence

Soit E un K-espace vectoriel normé et (u,) € EN.

Définition 19: Valeur d’adhérence

Soit (u,), € EN et a € E. On dit que a est valeur d’adhérence de la suite (u,,), si elle est limite d’une suite
extraite de (u,);,.

| Exemple I
| N |

—1 et 1 sont deux valeurs d’adhérences de la suite u,, =(—1)".

Propriété 33

1. Toute suite convergente admet une et une seule valeur d’adhérence ;

2. Toute suite ayant au moins deux valeurs d’adhérence est divergente.

3. Toute suite n’ayant pas de valeur d’adhérence est divergente.

Preuve:

1. Soit (up) une suite convergente vers ¢, alors toute suite extraite de (un) converge vers ¢. Si ¢' une valeur d’adhérence
de (un), alors il existe une suite extraite de (un) convergeant vers ¢'. Par unicité de la limite £ = (.

2. Dapres 1




I1.4 Suites de Cauchy

| 8. Dapres1

Attention

Si (u,) admet une seule valeur d’adhérence alors on n’a pas forcement (u,) converge. En effet, la suite (u,)
définie par ug, =0 et ug,.1 =2n + 1 est un exemple d’une suite divergente ( car elle n’est pas bornée ) qui

admet 0 comme seule valeur d’adhérence.

Théoréeme 3: de Bolzano-Weierstrass

Si E est un K-espace vectoriel de dimension finie (K =R ou C), toute suite bornée d’éléments de E admet

au moins une valeur d’adhérence.

Preuve:
Par récurrence sur p la dimension de E.
» Pour dimE =0, rien & démontrer
» Le théoréeme de Bolzano-Weierstrass a été démontré en premiére année dans le cas ot E = K (avec K = R ou C). Montrons
le résultat par récurrence sur p = dim(E) € N*.
o Lecas p =1estlecasou E =K. Le résultat est donc vrai quand p = 1.
o Soit p = 1. Supposons que pour tout espace de dimension p, de toute suite bornée on puisse extraire une sous-suite
convergente.
Soit E un espace de dimension p +1 puis % =(e1, - ,ep,ep+1) une base de E. On munit E de la norme infinie

associée a cette base notée Noo. Soit (un)pen Une suite bornée d’éléments de E. Soit M un majorant de la suite
+
(Noo(®n)nen. Pour n €N, posons up = pzlun)kek ot pour chaque k € [1,p+11,u, j € K. Posons encore vy p =
» k=1
Z Up pey, de sorte que vy, p est un vecteur de Vect (e1,-+-,ep) tel que up =vpp+ Unp+l€p+l-
;Zir tout n € N, |un,p+1| < Noo(upn) < M. Dong, la suite (up p+1)neN est une suite de nombres bornée. On

peut en extraire une sous-suite (u(p(n),pﬂ)n convergeant vers un certain nombre €p11. Mais alors la suite

eN
(u(p(n) p+1ep+1) N converge vers le vecteur €, 1ep+1. En particulier, cette suite est bornée.
> ne

La suite [v,p(n)’p)neN = (u,p(n) - u¢(n),p+1ep+1)n€N est une suite bornée (en tant que combinaison linéaire de suites

bornées) d’éléments de Vect (e, - ,e p). Par hypothese de récurrence, on peut en extraire une suite (Uw(n),p]

neN’

convergente de limite un certain vecteur v de Vect(e1,--- ,ep).

La suite (uu,(n)p+1ep+1) N est aussi convergente en tant que suite extraite de la suite convergente
> n

(u(p(n)’p+1ep+1)n€N. Mais alors, la suite (uw(n))neN = (U“’(”)’p)ner\l + (uw(n)’p+1€p+1)n€N est convergente en tant
que somme de deux suites convergentes et a pour limite v+ € 1ep+1. Le résultat est démontré par récurrence.

Attention

Ce résultat tombe en défaut si 'espace est de dimension infnie

| Exemple I
| N |

On munit K[X] de la norme ||.||; et on considére la suite (X").
Une telle suite est bornée mais sans valeur d’adhérence.

Si (X™) admet une valeur d’adhérence, alors il existe une extractrice ¢ de N telle que (X#™) converge. En
particulier | X#+1) — x o) [l —=0 Or pour tout n € N, || X¢+D — x ¢ |{ =1. Absurde
n—+oo

IR}  Suites de Cauchy

Définition 20: Suites de Cauchy

Soit E un espace vectoriel normé. Une suite (un)neN € EN est dite de Cauchy si :

Ve>0, IngeN tq ¥(m,n)eN?, sin>m =ng alors |un —uml <¢

Ou encore
Ve>0, dngeN tel que V(k,n) € Nz, sinz=ng alors |u,ip —unll <e
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Propriété 34: Indépendance de la norme équivalente choisie

Si (uy) est une suite de Cauchy pour | .|, alors elle est de Cauchy pour toute norme équivalente a ||. ||

Preuve:
Soit N une norme sur E équivalente a la norme || | ; il existe a >0 et B> 0 tels que all.l| <A < B|.|. Soit € >0, alors il
existe ng tel que

V(k,n)e Nz, sinzngalors |uy p —unll <

N ™

Pour (n,k) e N? tel que n > ng, on a .
N@psp —un) < ﬁ" Un+k —Un ” < ﬁB =€

Ainsi, (un)y =0 est de Cauchy pour la norme N

Remarque :

Par négation, une suite (u,) d’éléments de E n’est pas une suite de Cauchy, si, et seulement si,

Je>0, VNeN, H(n,k)(-:l\lz, nzNet lupp—upll>e

{ Exemple: La suite harmonique }

no1
La suite réelle de terme général u, = Z 7 n’est pas une suite de Cauchy
k=1

Soit n € N*, on a

1 1 N 1
u —U, = —— cee
2n "Thn+l n+2 2n 2n

On prendrae=1/2etn=%k=N.

Propriété 35

1. Toute suite convergente est une suite de Cauchy.

2. Toute suite de Cauchy est bornée.

Preuve:

1. Soit (uy) une suite convergente et soit ¢ sa limite .
Pour € >0, il existe N tel que, pour tout n >N, |lup—/¢|< 3 Soitn=m=N,ona:

lup—umll<llup—LCl+lum—-£l<e

2. Soit (up) une suite de Cauchy.
Pour € =1, il existe N tel que, pour tout n > N, || Up—UnN || <1.

La suite est donc bornée par max (llug -+, || un-1 .| un || +1)

Attention

1. Une suite de Cauchy peut ne pas converger.

2. Une suite bornée n’est pas forcément de Cauchy. Voir ((—1)"),>0

Propriété 36

Une suite (u,)nen € EN est de Cauchy si et seulement sil existe une suite (€,),en de réels positifs telle que

Vn,peN, ||un+p —Up || <€,
0

En
n—+o0o

Preuve:

<) Soit € >0, alors il existe N € N tel que pour tout n=N : e, <Ee.
Pourn=Net peN, ona
|wnsp—un| <en<e

=) Soit n €N, la suite (|| Un+p —Un ||)p€,\I est bornée. Posons alors €, = sup || Un+p—Un ||, alors on bien(ep), >0 est de réels
peN
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l

positifs vérifiant
Vn,peN, || Un+p —Un || <é¢p

et pour € >0, il existe ng tel que pour tout n=ngpet peN, on a

lunsp—un|<e

DoncVn=ng,onal0<e, <e

Méthode: Comment démontrer qu’une suite est de Cauchy ? }

Pour montrer qu’ une suite (i ),en € EN est de Cauchy pour | .| on fixe deux éléments n,p € N et on essaie
0

de majorer la quantité || Unip—Un || par un réel positif €, indépendamment de p tel que €, —
—+00

| Exemple I
| N |

Soit (r,),en une suite d’éléments d’un espace vectoriel normé (E, ||. ) telle que |rp+1 —ryl <A™, pour tout
neN ou A est un réel strictement compris entre 0 et 1. Montrons que la suite (r,),cn est de Cauchy.

Soit n €N et p € N*, alors par I'inégalité triangulaire et télescopage

n+p-1 n+p-1 n+p-1 \
||rn+p_f'n,||: (rps1—re) | < Z lrpe1—rrll < Z 2
k=n k=n [y
n+p-1 1-AP An An
Or b= s et 0, donc la suite (r,),5o est de Cauch;
kéz 1-2 1-12 1-A n—+ (rn)n=0 y

Propriété 37: Suite de Cauchy et valeurs d’adhérence

1. Toute suite de Cauchy qui admet une valeur d’adhérence est convergente.

2. Une suite de Cauchy posséde au plus une valeur d’adhérence

Preuve:

1. Soit ¢ une valeur d’adhérence de (up)p>0 et (uq,(n)) une suite extraite de (up ), =0 de limite ¢. Soit € >0, il existe N € N

€ €
tel que pour tous n,m >N : |lup —uml < 3 et IIu(p(n) Y| < 3 Alors, pour tout n>N, ona ¢(n)=zn>N et
lun =2l < llun —wpmll + lupm) — €l <e

Donc (uy,) converge vers ¢

2. Si une suite de Cauchy admet une valeur d’adhérence, alors elle converge.

Définition 21: Espace de Banach

Un espace vectoriel normé dont toute suite de Cauchy est convergente est dit de Banach ou complet.

Propriété 38

Tout espace vectoriel normé de dimension finie est un espace de Banach.

Preuve:

Soit (xp,) une suite de Cauchy de E donc (xy,) est bornée.

E étant de dimension finie donc d’apres le théoréme de Bolzano-Weierstrass on peut extraire de (x,) une suite convergente
d’ott (x,,) admet une valeur d’adhérence.

On a (xp,) est une suite de Cauchy qui admet une valeur d’adhérence donc la suite (x5) est convergente. On déduit que E est
Banach.

| Exemple I
| N |

Soit n e N* . Alors :
1. K" est un Banach. En particulier, R" et C" sont de Banach.
2. M, (K) est un Banach.
3. SiE est de dimension n alors £(E) est un Banach.
4. K,[X] est un Banach.




Elements de topologie
Attention

Ce résultat tombe en défaut si la dimension de E n’est pas finie. Voir 'exemple I1.4

[ Exemple: CCP MP 2006 }

n
Pour tout polynéme P = Z aka de I'espace E = R[X], on pose ||Pleo = 0mkax lag].
k=0 <ksn
1. Vérifier que | |l est une norme sur E.

n
2. On considére la suite (P,),>1 de terme général P,(X) = kzo ),f;—f
Montrer que la suite (Py,),>1 est une suite de Cauchy dans (E, || |loo)-

3. Montrer que la suite (P,),>1 ne converge pas dans E ?

1. Ne présente aucune difficulté.

2. Soit £ > 0. Pour tout (m,n) € N2 tel que m>non a [Py —Pule = T Il existe donc un entier

o
(n+1)

1
N €N tel que pour tout n = N, on ait D! < e. Ainsi, pour tout (m,n) eN? tel que m >n =N, on a
n !

IPy, — Pplle < €. Donc la suite (Py,),>1 est une suite de Cauchy dans (E, | |lco)-
3. Raisonnons par I'absurde et supposons que la suite (P,),>1 converge vers un polynéome @ de degré q.

Soit n e Ntel que n>q +1, on a alors |P, - Q| = T Comme q est constant, il n’est pas possible

(g+1)

que |P, — @l tende vers 0 lorsque n — +oo.
Conclusion Lespace vectoriel E n’est pas complet pour la norme || - |oo.

m Elements de topologie

E un espace vectoriel normé de norme |.|.

IR  Voisinages
Définition 22: Voisinage

Soit a un élément de E et V une partie de E. On dit que V est un voisinage _ ~

de a s’il existe r > 0 tel que B(a,r)cV. I/ \% .
1

On note ¥z(a) ou 7(a) l'ensemble des voisinages de a. - .ﬂ L

Propriété 39: Indépendance de la norme choisie

Soit N1 et N9 deux normes équivalentes de E, alors tout voisinage de a € E pour I'une est voisinage de a

pour autre et vice versa

Propriété 40

Soita e E

1. Toute partie contant un voisinage de a est un voisinage de a
2. L'union de voisinages de a indexée par un ensemble non vide est un voisinage de a

3. Lintersection finie de voisinages de a indexée par un ensemble non vide est un voisinage de a

Preuve:

1. Soit VeV(a)et UcE tels que V cU. Par définition il existe r un réel strictement positif tel que B(a,e) <V c U, donc
Ue7¥(a)

2. Soit V la réunion de la famille de voisinages (¥;);cj avec I non vide. Pour tout x de V, il existe i € I tel que x € V;.
Puisque V; est ouvert, il existe alors r; >0 tel que B(x,r;) < V;. On a donc B(x,r;)cV.

3. Soit V lintersection de la famille de voisinage (V;);c1 avec I non vide fini. Soit x € V. Pour tout i de I l’élément x




II1.2 Ouvert 25

appartient au voisinage V; et il existe r; > 0 tel que B(x,r;) c V;. Puisque I est fini, le nombre réel : r = min;cy(r;)
existe et appartient & R’. On a alors B(x,r) c V; pour tout i et, par conséquent, est contenue dans B(x,r)cV

Vocabulaire :
Lorsque E =R.
» On dit que V € 7 (+00) sl existe M € R tel que IM,+oolc V
» On dit que V € 7(—00) 'l existe M € R tel que ] —oco,M[cV
» On dit que co est adhérent a A si pour tout Ve¥?(oco): VNA#®

Ouvert

|F

Définition 23

Soit G c E . On dit que @ est un ouvert de E si Vx € ©,3¢ > 0,B(a,e) 0.

Un sous-ensemble de E est un ouvert s’il est voisinage pour chacun de ses points

Propriété 41: Indépendance de la norme choisie

Soit N1 et Ny deux normes équivalentes de E, alors tout ouvert pour I'une est ouvert pour I'autre et vice
versa

Propriété 42

1. @ et E sont des ouverts de E.
2. Une réunion quelconque d’'ouverts de E est un ouvert de E.

3. Une intersection finie d’ouverts de E est un ouvert de E.

Preuve:

1. Sixe€ @, alors pour tout € >0 la boule B(x,e)c @

2. Soit O la réunion de la famille d’ouverts (0;);c1 avec I non vide. Pour tout x de O, il existe i € I tel que x € O;. Puisque
O; est ouvert, il existe alors r; > 0 tel que B(x,r;) c0;. On a donc B(x,r;)c 0.

3. Soit O lintersection de la famille d’ouverts (0;);cr avec I non vide fini. Soit x € O. Pour tout i de I I’élément x
appartient a louvert O; et il existe r; > 0 tel que B(x,r;) c 0;. Puisque I est fini, le nombre réel : r = min;cj(r;) existe
et appartient & R. On a alors B(x,r) c O; pour tout i et, par conséquent, est contenue dans B(x,r)c @

| Exemple I
| N |

Soit a,b € R. Les ensembles suivants la,b[,]a,+oo[ et ]—o00,b[ sont des ouverts de R

Propriété 43

Une boule ouverte de E est un ouvert de E.

Preuve:
Soita€E etr>0.

On consideére la boule B(a,r). Si r >0, soit x € B(a,r) donc |x—al| <r.

Posons e=r—|x—al,onae>0.

Soit y € B(x,¢) donc ||y — x|l <€, puis 3
ly—all<lly—xl+lx-—al<e+r—e=r

d’ou y € B(a,r) .
On déduit que B(x,€)  B(a,r) et par suite B(a,r) est ouvert.

Propriété 44: Produit fini d’ouverts

Soit E1,...E, des K-espaces vectoriels normés et O1,...,0, des ouverts respectifs de E1,...,E,. Alors
01 x---x 0, est un ouvert de I'espace vectoriel normé produit E = E1 x --- x E,, muni de la norme produit.




IT11.3 Intérieur d’une partie

Preuve:

Soit x = (x1, - ,%p) € O1 x --- x O. Comme les Uy, sont des ouverts de E. pour tout k € [1,n]], il existe ry, € [R?fr tel que
By, (x4,7%) < Op. Notons r = 1nr}eln rp, d’apres la propriété 18, on a

<Rsn

BN(x,r)zBNl(xl,r)x xBNn(xn,r)CBNl(xl,rl)x XBNn(xnvrn)Col X oo Xon

Donc O1 % ---x Oy, est un ouvertde E=E1{x---xEp,

IIIY Intérieur d'une partie

Définition 24: Intérieur

Soit A une partie de E et a € E. On dit que a est intérieur a A si y N

dr >0 tel que B(a,r)c A \ /

L’intérieur de A est I'ensemble des points intérieurs a A. Il est noté A.

| Exemple I
| N |

L’intérieur de Q dans R est vide. En effet tout intervalle ouvert, non vide, contient un irrationnel

Propriété 45

Soit A et B deux parties de E.

1. A cA;

2. AcB—= A c i? ;

3. A est ouvert;

4. A = A;

5. A ouvert © A :A;

6. A est le plus grand ouvert contenu dans A ;

7. A est la réunion de tous les ouverts contenus dans A.

Preuve:

[e]
1. Soit a€ A, alors il existe r >0 tel que a € B(a,r)c A, donc a € A. D’ou l'inclusion
2. Supposons que AcB.
Soit a € A alors il existe r > 0 tel que B(a,r)c A c B, donc a €B Ainsi A cB

3. Sozt ae A alors il existe r > 0 tel que B(a,r)c A. Soit x € B(a,r), alors il existe € > 0 tel que B(x,e) c B(a,r) c A, donc

X € A Ainsi Uinclusion B(a,r)c A

4. D’aprés la premiére assertzon A c A
o

Inversement sozt x€ A Puzsque A est un ouvert, alors il existe r >0 tel que B(x,r) c A Par définition de lintérieur de

A lelementhA DoncAcA

5 <) A est un ouvert

=) Linclusion A c A. Inversement soit x € A, il existe r >0 tel que B(x,r)c A, donc x € A Ainsi A = A
o
6. A est un ouvert de E inclus dans A. Soit O un ouvert de E contenu dans A et soit x € 0. L'ensemble O est un ouvert,

o o
alors il existe r > 0 tel que B(x,r)c O c A, donc x€ A. Ainsi 0 c A
o
7. Soit Oy lensemble des ouverts contenus dans A, alors U O est un ouvert contenu dans A, donc dans A. D’autre
OG@A

o o o
part A € Gy, donc linclusion A< | ) O, puis légalité A= | ] O
0B, 0€c0y4
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Propriété 46

Soita € E etr >0, alors

o

——
Br(a,r)=B(a,r)

Preuve:
Soit r>0.

o

On a B(a,r)cB¢(a,r), donc B(a,r) cB¢(a,r) '

n a B(a,r) < By(a,r), donc B(a,r) = Br(a,r).
- ‘

Soit x (—:Bf(a,r) tel que |x—all =r, alors x er(a,r) : En effet pour tout € >0 ‘

y=x+—(x-a)e Blx,e)\ Bs(a,r)
2r

€ €
Voir que ||y—a||=r+§>ret ||y—x||=§<£

[ Exemple: Polytechnique MP 2007 }

Soit E un espace vectoriel normé et F' un sous-espace vectoriel de E.

1. Montrer que si F est un ouvert alors F = E.

2. Montrer que si 13" #@ alors F =E.
3. Soient E = € ([0,1], R) muni de la norme | .|, E1 = ‘61([0, 1,R), Eo={f€eE|f(0)=0} et Es={f €
E | f est polynomiale}. Montrer que E1 =E9=E3=¢@.

1. Il est clair que F c E. Il reste a montrer que E c F. Comme F est ouvert et Og € A, il existe r > 0 tel

que B(0g,r)c F. Soit x € E \ {0g}, il existe A > 0 tel que Ax € B(Og,r) c F. Il suffit de prendre A = _2”1' i
X

r r
car alors |[A x| = m x|l = 3 < r. Puisque F est un sous-espace vectoriel et Ax € F', on a x = z(/tx) eF.
o x o

2. Par hypothese F # @, il existe donc a € F. Soit x € E tel que x # a.

r
Montrons que x € F. En notant y =a + m (x—a), on a alors
x—a

ly —all = g <r donc y € B(a, r) et donc y € F. Comme a et y
appartiennent a F' et comme F' est un sous-espace vectoriel, il en
résulte que x—a = M (y—a)eF.Enfinonax=(x—a)+ac
F,douxeF etEcF.r

3. D’apres la question précédente, comme les E; sont des sous-
espaces vectoriels de E, il s’agit de montrer qu’ils sont distincts
de E. C’est évident car x— |x — 1| n’est pas dans E; et x — cosx
n’est ni dans E9, ni dans E3.

Fermé

F

Définition 25: Fermé

On appelle fermé tout ensemble U dont le complémentaire Cg est ouvert.

Propriété 47: Indépendance de la norme choisie

Soit N1 et No deux normes équivalentes de E, alors tout fermé pour I'une est fermé pour I'autre et vice
versa

Propriété 48

1. O et E sont des fermés;
2. Toute intersection quelconque de fermés est un fermé;

3. Toute réunion finie de fermés est un fermé.
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Preuve:

Par passage au complémentaire

| Exemple I
| N |

Soit a,b € R. Les ensembles suivants [a,b],[a, +oo[ et ]—00,b] sont des fermés de R

Propriété 49

1. Les singletons et les parties finies de E sont des fermés dans E.
2. Les boules fermées de E sont des fermés de E .

3. Les sphéres de E sont fermées dans E.

Preuve:

1. Soit x € E et on pose O le complémentaire de {x} dans E.
Soit ye O donc y#x dou ||y—x||>0. Soit 0<e<|y—xl et soit z€ B(y,e) donc |z—yl <e€.
Onalz-xllzlly—-xl-lly—-zl=¢e—Illy—x| >0donc z #x d’ot z€ 0. On déduit que B(y,e) < O donc O est un ouvert et
par suite {x} est un fermé.
Une partie finie est union finie de singletons donc elle est fermée.

2. Soit a € E et r =0 et on pose O le complémentaire de Br(a,r).
Soit x€ O donc |x—all >r. On pose e =||lx—al—r, on a € >0 et soit y € B(x,¢). 9
Onaly-al=lx—all-lly—xl|>e+r—e=¢doncye® dou B(x,e) cO.
On déduit que O est un ouvert de E et par suite By(a,r) est un fermé de E.

3. SoitacEetr=0.0naS(a,r)=Bsla,r)n Cg(a’r) donc S(a,r) est fermé car intersection
de deux fermés.

| Exemple I
| N |

Z est un fermé de R.

On écrit C% = U 1k,k +1[, donc Eu% est un ouvert comme union d’ouverts, et par suite Z est fermé
kez

Propriété 50: Caractérisation séquentielle des fermés

Soit U une partie d’'un espace vectoriel normé E. Les assertions suivantes sont équivalentes
1. U est fermé.

2. Toute suite (x,)nen d’éléments de U qui converge dans E, sa limite appartient a U.

Preuve:

Soit O le complémentaire de U.

1= 2) Supposons que U est fermé. Soit (x,) € UN convergente de limite ¢ et supposons que ¢ ¢ U donc £ € 6. Comme © est
ouvert, alors il existe e >0, B(¢,e)c@. On a xp, ¢ donc IneN,|x, — || <& doit x,, € B(¢,e) c O . Absurde car
xpeUdou ¢eU.

2= 1) Supposons que O n’est pas ouvert donc 3¢ € E, Vn € N,B (l, 2%) ¢ O donc Yn e N,B (é, 2%) NU # @. On déduit que

n—+oo

VnEN,EIanB[Z,Zln)nU.Ona(xn)EUNet VnEN,IIxn—[||<2—nn—+>0d0ncxn—>€¢.U.
—+00

Ainsi, on a construit une suite (x,,) € UN convergente mais sa limite n’appartient pas & U. Ce qui est absurde, d’ot ©
est ouvert et par suite U est fermé.

Propriété 51

Dans un espace vectoriel normé, non nécessairement de dimension finie, tout sous-espace vectoriel de
dimension finie est fermé.

Preuve:

Soit F un sous-espace vectoriel de E de dimension finie et soit (xp) une suite d’éléments de F telle que xp, T X€ E. La
n—+oo

suite (x) est de Cauchy dans F et puisque F est de Banach, alors (xp,) converge dans F, d’oit F est fermé dans E.




I11.5 Adhérence d'un partie

Propriété 52: Produit fini de fermés

Soit E+,...E, des K-espaces vectoriels normés et Us,...,U, des fermés respectifs de E1,...,E,. Alors
Uy x ---x U, est un fermé de I'espace vectoriel normé produit E = E1 x --- x E,, muni de la norme produit.

Preuve:
Soit (xp)pzo une suite d’éléments de Uy x --- x Uy, convergeant dans E vers x = (x1,*:+,%5). Pour p € N, on pose xp =
(%1,p,**,%n,p), alors pour tout k € [1,n]], la suite (xk,l’)pzo est d’éléments de U}, convergente dans E, vers xp,. Mais Uy, est

fermé, donc xp, € Uy,. Ainsi x € Uy x --- x Uy, puis on déduit la fermeture de Uy x --- x Uy,

JIIRY  Adhérence d’un partie

Définition 26: Adhérence

Soit A une partiede E etacE. 4 .
On dit que a est adhérent a A si Vr >0, B(a,r)NA # <. / \

Propriété 53: Caractérisation séquentielle d’'un point adhérent

Soit A une partie de E et a € E. Alors les assertions suivantes sont équivalentes

1. acA.
2. Il existe une suite (a,),so € AN telle que a, ——a.
Preuve:

1=2) Soit neN, alors AnB(a,2™™) # @ et donc il existe an, € AnNB(a,2™"). La suite (an),>q est d’éléments de A telle que
lan —all <277 — 0 donc an

X.

n—+

2=1) Soit (@n)p=0€ AN telle que ap — x et €>0. Il existe n €N, |la, —all <& donc ap € AnB(a,e) dot AnBl(a,e) #P.

Propriété 54

Soit A et B deux parties de E.

o

.CA= CT4 C;& =CA, donc A est un fermé.
. AcB=>ACcB.

AcA.

A=A

A fermé & A = A.

A est le plus petit fermé contenant A

N S SR N~

A est I'intersection de tous les fermés contenant A.

Preuve:

1. Soit a € E. a ¢ A, si et seulement, s'il existe r > 0 tel que AnB(a,r) = @, si et seulement, s’il existe r > 0 tel que
o

B(a,r)<cCA, si et seulement, si a € CA

2. SoitacAete>0.Ona AnB(a,e)# @ et AnB(a,e) = BnB(a,e) donc BN B(a,¢) # @. On déduit que a € B et par suite
AcB.

3. SoitacAete>0.0naacAnB(a,e)donc AnBl(a,c) # @ donc a cAdou AcA.

4. Linclusion A c A est évidente. Inversement soit x € A, il existe une suite (xp)p=q d’éléments de A telle que x,, x.

n—-+oo

— 1
Or x, €A, donc B (xn, zln) NA # @, donc il existe an € A tel que llap —xp || < o Ainsi

1
lan—xl<lap—xpll+llx—2p | < = +llx—2p | ——0
n n—+oo

5. <) A=A, donc A est fermé
=) Soit (an)y=0 une suite d’éléments de A qui converge vers a € E, alors a € A = A. Donc A est fermé




I11.6 Frontiere 30

6. Soit U un fermé contenant A. Soit a € A, alors il existe une suite (an)y =0 d’éléments qui converge vers a. Une telle
suite es d’éléments de U, donc par fermeture de U, a appartient a U. Donc A cU
7. Soit F ={F fermé de E , A c F}. Lintersection (| F est un fermé de E contenant A et si H est fermé contenant A,
Fe7z

alors He F, puis (| F cH. Donc A= (| F par Uassertion précédente.
Fez Fez

[ Exemple: Mines-Ponts MP 2006 }

Soit E un R-espace vectoriel normé et soit A un sous-espace vectoriel de E.

1. Montrer que I'adhérence de A est un sous-espace vectoriel de E.

2. Montrer que tout hyperplan H de E est soit fermé (c’est-a-dire H = H) soit dense dans E (c’est-a-dire
H=E).

1. Montrons que A est sous-espace vectoriel de E. Soient (a,b) € A x A et (A, w) € K2, 1l existe (a,,,b,) € AN
tel que @ = lim a, et b = lim b,. On sait que Aa+ub = lim (Aa, +ub,) or pour tout n € N,
n—+o0 n—-+oo n—+oo

Aan + by, € A car A est un sous-espace vectoriel donc Aa + b € A.

2. Soit H un hyperplan de E. On a tout d’abord H c H c E. Si H n’est pas fermé, H < H, il existe a e H\H,
donc H @ Ra c H. Or H ¢ Ra = E puisque H est un hyperplan ne contenant pas a, dou H = E.

Propriété 55

Soita € E et r >0, alors
B(a,r)=By(a,r)

Preuve:

Soit r>0. On a B(a,r)cBf(a,r) et By(a,r) fermé donc B(a,r) < Br(a,r).

Soit x € B(a,r) donc llx—al <r. On considere la suite xp = a + #(x -a).

OnaVneN,|x, —al = n—'iI lx—all < nn—+rI <r donc xp € B(a,r), de plus ||x, — x|l = %Ila — x| — 0 donc (xy) est une suite
d’éléments de B(a,r) qui converge vers x d’ou, d’aprés la caractérisation séquentielle de l'adhérence, x € B(a,r).

On déduit que By(a,r) < B(a,r) et par suite Bf(a,r) = B(a,r).

IIIN] Frontiére

Définition 27: Frontiere

Soit A € 22(E) avec E un espace vectoriel normé. La frontiére de A est 'ensemble

Fr(A)=A\A=AnCA

| Exemple I
| N |

Fr(@=0\Q=R

Propriété 56
1. Fr(A) est fermé de E
2. Fr(A)=Fr(CA).
3. A=AUFrA)

Propriété 57

Soita € E etr >0, alors
Fr(Bf(a,r)) = Fr(B(a,r)) = Fr(S(a,r)) = S(a,r)




IIL.7 Densité

JIINA Densité

Définition 28: Partie dense

On dit que A est dense dansE si A =E.
Soit Bc E . On dit que A c B est dense dans B si Bc A.

Propriété 58

Soit A un ensemble de E. Alors les assertions suivantes sont équivalentes.

1. A estdense dans E.

2. VxeE, B(x,e)nA#®.
3. Pour tout ouvert © non vide de E,ona An0O # @.
4. VxeE,3yeA,dx,y)=llx—yl <e.
5 VxeE, d(x,A)=0.
6. Vx€E, Aay), € AN telle que n1—i>I-Pooan =x.
[ Exemple |

GL, (K) est dense dans M,, (IK)

Remarque :

Tout ensemble dense n’est pas bornée

JIIRY  Voisinages, fermés et ouverts relatifs a une partie

Soient E un K-espace vectoriel normé, AcE et a € A.

Définition 29: Voisinages relatifs a une partie

On appelle voisinage de a dans A ou relativement a A tout ensemble de la forme ANV ou 7 est un voisinage
dea dansE .
L'ensemble des voisinage de a dans A est noté 7 (a).

Remarque :

1. a(@)={VNnA, Ve¥(a)
2. VeVy(a) < Je>0,B(a,e)nACcV.

Définition 30: Ouverts relatifs a une partie

On appelle ouvert dans A ou relativement a A tout ensemble de la forme ANG ou € est un ouvert de E.

Remarque :

1. @ et A sont des ouverts relatifs a A .

2. Si A est un ouvert de E alors les ouverts relatifs a A sont les ouverts de E contenus dans A .

Propriété 59

U est un ouvert relatif a A si, et seulement, si

VxeU,3e>0,Bx,e)nAcU

Preuve:

=) Supposons que U est un ouvert relatif a A, alors il existe © ouvert de E tel que U =ANO. Pour x €U, alors x€ 0 et
x € A. Comme O est ouvert dans E, alors il existe € > 0 tel que B (x,€) c O, puis B(x,e)nA cU

<) Soit x € U, alors il existe €x > 0 tel que B(x,e)Nn A cU. Posons O = U B(x,€y), alors O est un ouvert de E vérifiant
xeU

OnA=U




Etude locale d'une application, continuité

Définition 31: Fermés relatifs a une partie

On appelle fermé dans A ou relativement a A tout ensemble de la forme ANU ou U est un fermé de E.

Remarque :

1. @ et A sont des fermés relatifs a A.
2. Le complémentaire dans A d’un fermé relatif & A est un ouvert relatif a A.

3. Si A est un fermé de E alors les fermés relatifs 4 A sont les fermés de E contenus dans A.

Propriété 60: Caractérisation séquentielle des fermés

Soit U une partie de A. Les assertions suivantes sont équivalentes
1. U est fermé relativement a A.

2. Toute suite (x,)nen d’éléments de U qui converge dans A, sa limite appartient a U.

Etude locale d’une application, continuité

Soient (£, ||.lg), (F,|.l|lr) deux espaces vectoriels normés, A une partie de E et f : A ¢ E — F une application
Soient (E, |.lg), (F, |l.llr) deux [K-espaces vectoriels normés, A une partie de E, f : A c E — F une application.
(K=Rou Q).

Limites

Définition 32: limite d’une fonction en un point

SoitacA etlcF.
On dit que f admet pour limite ¢ € F en a (ou au point a) selon A, lorsque

If )~y —0

x€A

Autrement-dit Ve >0, da >0 tel que |[x—allg <a etx€ A, alors ||f(x)—C|r <Ee.

Propriété 61

Si f admet une limite ¢ en a € A selon A, alors ¢ est unique et on le note lxigll f(x) ou JICLII(lz f(x) ou 1ignf(x).
x€A

On note aussi f(x) - /.

Preuve:
Preuve epsilonesque

Propriété 62: Caractérisation séquentielle

Soita € A et ¢ € F. Les assertions suivantes sont équivalentes
1 limf(x)=¢
x€A

2. Toute suite (x,)pen € AN qui converge vers a, la suite (f (x,)),, converge vers ¢

Preuve:

1=2) Supposons que f tend vers ¢ en a et soit (x,) une suite d’éléments de A tendant vers a. Pour € >0, il existe 1> 0 tel
que
VxeA, lx—alg<n=Ifx)-2lp<e.
Comme xp, e a, alors il existe N € N a partir duquel | x, —allg <n. Finalement, pour tout n = N, on a ||x, —all <,
n—+oo

ce qui entraine ||f(xp)—lF <e.
Alors f(xp) ¢

n—+oo




IV1 Limites

2= 1) Raisonnons par contraposée. On suppose que [ ne tend pas vers ¢, alors il existe € > 0 tel que

Va>0, dxe€A, lx—alg<aetlfx)-4l=¢

1
Pour tout n € N*, choisissons un élément xp, € A tel que |x, —all < — et |f(xn)—¢llF = €. La suite (x5,) converge vers a
n

mais la suite (f(x,)) n'admet pas ¢ pour limite
Léquivalence est achevée.

Remarque :

La notion de limite est une notion topologique elle ne dépend pas des normes équivalentes

Méthode: Pour montrer que f n’admet pas de limite en a ? }

On procéde de I'une des deux facons suivantes
» Chercher (x,) € AN telle que x, ——a et (f(x,)) diverge.
n—+oo

» Chercher (x,),(y,) € AN telles que x,, —a et y, ——a mais (f (x,)) et (f(y,)) ne tendent pas vers
—+00 —+00
la méme limite.

I Exemple |
| N
Etudions les limites en (0,0) de la fonction f : (x, y)R2\ {(0,0)} — %
Xty

FR0) et F (b ) o

1
n—+oo n—+oo 2

Propriété 63: Domination

Soit f :DcE—F,AcD etacA. On suppose qu’il existe W € ¥4(a) et g : W — R tel que

VxeW, |[f(x)-7|<g(x)
g(x)ﬁo

x€EA

Alors f(x) —— l

x€A

Remarque :

Ce théoréme généralise le théoréeme des gendarmes dans le cas réel

| Exemple I
| N |

R? muni de ||.||co.
R2\{(0,0}) — R
i xy?
(x,y) — m

Montrons que lim (x,y)=0.
g (x,y)—>(0,0)f Y

Pour tout (x, y) € B2\ {(0,0)}, on a |xy| < x2 + ¥, donc
2

Xy
x? +y?

<[yl <@, lloo

(x,5)—(0,0)

Propriété 64: Fonctions coordonnées

Si F est de dimension finiep =1 et f=(e1, -+ ,ep) une base de F.

p

Sif:AcE — F est donnée par ses fonctions coordonnées (f1,--,fp), alors f admet une limite ¢ = Z lie;
i=1

en a suivant A si, et seulement si, chaque f;, i €[[1, p]l, admet ¢; limite en a suivant A. Dans ce cas :

p
lim f(x) = Z lim fi(x)e;
x—a ile—»a




IV.1 Limites

Preuve:
Caractérisation séquentielle

Propriété 65: Fonctions composantes

SiF =Fyx---xF, estun produit d’espaces vectoriels normés et f : A c E — F est donnée par ses applications
composantes : x — f(x) = (f1(x),---, fp(x)) alors f admet une limite ¢ en a suivant A si, et seulement si,
chaque fi, i € [[1, p]l, admet une limite ¢; en a suivant A. Dans ce cas :

0=(t1,+,6p)  Cesta-dire lim f(x)=(lim f1(v),....lim f,()]

Preuve:

Caractérisation séquentielle

Propriété 66: Opérations algébriques

Soient f,g:AcE —F,acA etack?
1. Sifﬁletgﬁé' alorsf+gﬁ€+é'.

x€A x€EA x€A
Si de plus F est une algébre normée alors f.g — N4
x€A
2. Siaﬁ/letfﬁéalorsafﬁ/ll
x€A x€EA x€EA

1 1
3. Sia—— A eK*, il existe W € ¥4 (a) sur lequel @ ne s’annule pas et — — N eK*
x—a a x—a

x€EA xeW

Preuve:
Utiliser la caractérisation séquentielle

Propriété 67: Composition

Soient f:AcE —F etg:BcF — QG telles que f(A)c B eta adhérent a A.
Sif —betg—— ¢, alorsgof — ¢
x—a x—b x—a

Preuve:
Par la caractérisation séquentielles des limites.
Notons que b est adhérent a B car b =limg, f est adhérent a f(A) et f(A)cB.

Corollaire 4
Sif—— ¢, alors |f| — |I/]
x—a x—a

Définition 33: Extension F =R, / = +too

» On dit que f tend vers +oo en a selon A, lorsque pour tout M € R il existe n > 0 tel que pour tout x € A,
lx—all<n= fx)=M

» On dit que f tend vers —oo en a selon A, lorsque pour tout M € R il existe n > 0 tel que pour tout x € A,
lx—all<n= flx)sM

| Exemple I
| N |
Soit
B(0,1) — R
f: x . 1
1—|lx]l
Soit a € S(0,1) =B (0,1), alors f(x) +00

x—a

x€B(0,1)
Soit A €11, +o0[ , pour x € B(0,1), on a

1
1=l

1
=A =1-—
Sad K1 a




IV.2 Continuité

1
Soit r = 1 alors pour x € B(a,r)nB(0,1), on a
Ixllzllel-llx—alz1-r

Donc f(x)

+00.
x—a

x€B(0,1)

Définition 34: Extension E =R, a = 00

» On dit que f tend vers ¢ en +oo, lorsque pour tout € > 0 il existe M > 0 tel que pour tout x € A,
xz2A=|f(x)-{ll<e

» On dit que f tend vers ¢ en —oo, lorsque pour tout € > 0 il existe M > 0 tel que pour tout x € A,
r<A=|flx)-Cl<e

Définition 35: Cas ou |x|| — +oo A est non borné.

Onditque lim f(x)=b sipour toute >0 il existe M > 0 tel que pourtoutx€ A ;||x||=M = ||f(x)-¢| <e

lxll—+

I Continuité

Définition 36: Continuité sur une partie A

Soit f:AcE —F eta€A.

» On dit que f est continue en a si lxiﬁrgf(x) = f(a)
x€A
» On dit que f est continue sur A si elle est continue en chaque point de A.

Notation :

% (A,F) désigne 'ensemble des fonctions continues de A a valeurs dans F'

| Exemple I
| N |

Les fonctions constantes sont continues

| Exemple I
| N |

L’application Idg est continue

I Exemple |
| N |

La fonction |.|| : E — R est continue

Propriété 68

Soit f:AcE — F eta€ A. Les assertions suivantes sont équivalentes

1. f est continue en a

2. Y(xp) € AN, (x, ——a= ) —— f).

Propriété 69

1. 6 (A,F) est un K-espace vectoriel

2. Si F est une algébre normée, alors 6 (A,F) est une K-algébre

Preuve:
Par opérations sur les limites en tout point a € A




IV.3 Fonctions lipschitziennes

Propriété 70

Soita:AcE —IKetf:AcE — F deux fonctions continues. Alors

1. a.f est continue sur A

. 1 .
2. Si a ne s’annule pas sur A, alors —f est continue sur A
a

Preuve:

Par opérations sur les limites en tout point a € A.

Propriété 71

Soit f:AcE —F etg:BcF — @G telles que f(A)cB.
Si f et g sont continues alors go [ est continue.

Preuve:

Par opérations sur les limites en tout point a € X.

Propriété 72
Soitf:AcE —F

1. Si F est un espace normé produit alors f est continue si, et seulement si, ses fonctions composantes le
sont.

2. Si F est de dimension finie alors [ est continue si, et seulement si, ses fonctions coordonnées dans une
base de F le sont.

IA%Y  Fonctions lipschitziennes

Définition 37: Fonctions k-lipschitziennes

Soit f :AcE —F etk eR". On dit que f est k-lipschitzienne si :

V(x,y) € A%, If(x)— fWlF <klx—ylg

Lorsque 0 < k < 1, on parle d’'une fonction contractante

[ Exemple: Norme }

Soit E un espace vectoriel normé, L'application x — | x| est 1-lipschitzienne

En effet, pour tout x,y e E
Ml =yl < llx =yl

{ Exemple: Distance }

Soit A une partie non vide d’un espace vectoriel normé, I'application x — d(x,A) est 1-lipschitzienne

En effet, pour tout x,y € £
[d(x,A) - d(y,A)l < llx -yl

Propriété 73

Toute application lipschitzienne est continue

Preuve:
Soit f : A c E — F une fonction lipschitzienne. Il existe k € Ry tel que

Va,yeA, If)-f@Ip<kly-xlg

Soit a € A.
Quand x —a, If(¥) - f)lp <kly-xlg — 0donc f(x) — f(a).
Ainsi f est continue en chaque a € A.




IV.3 Fonctions lipschitziennes

| Exemple I

| S |

Soit A une partie non vide de E ; L'application d : x — d(x,A) est continue

Car l'application d4 : x— d(x,A) est lipschitzienne

( Exemple: Base duale |

L )
E est de dimension finie et B =(e1,--- ,ep) est une base de E. On munit E de la norme ||x|| = max(|x;|), alors

el :x— x; est continue

Pour tout x,y € E, |e](x) — e} ()| < |x — yll. Ainsi les formes linéaires composantes dans une base sont
lipschitziennes et donc continues.

| Exemple I

| S |

Mn (K) — K .
;‘j o est continue

(ak[)lsksn — Qi

1<l<n

l Exemple I
| N |

Soient (E1,N1),--+,(E,,Np) des espaces normés et (E, |.||) I'espace normé produit.
Pour i €[[1,p]], I'application p; : x = (x1,---,%;,-*- ,Xp) — %; est continue

En effet p; est lipschitzienne

| Exemple I

est continue

- M,K) — K
N M —  detM)

n
En effet E ;‘j est continue et det = Z e(o) H1E ¥
El

io(i)
ogeS,

I Exemple I
| N |

Tout fonction polynémiale sur K? est continue

| Exemple I

| S |

L'application M — com(M) est continue de M, (K) vers lui-méme.

En effet, ses applications coordonnées dans la base canonique sont sommes et produit de fonctions conti-
nues.

| Exemple I
| N |

Lapplication M — M~ est continue sur GL,, (K).

En effet, M1 = tcom(M) et donc les coefficients de M1 sont des sommes et produits en les coefficients

de M.

detM




IV.4 Applications linéaires continues

Applications linéaires continues

Théoréme 4: Théoréme fondamental

Soit u € L(E,F). Les affirmations suivantes sont équivalentes :
1. u est continue sur E ;

2. 3k eR* tel que Vx € E, |u(x)|r <Elxlg.

Preuve:

1=2) u estcontinue en 0 donc Ja >0,VxeE, x| <a= lulx)| <1

x x
Soit x € E\{0}, le vecteur a. B est de norme a, donc || u (a T ) ‘ < 1. Par homogénéité de la norme et la linéarité
xg XIEJIF
de u, on obtient
a
lu@)lp <1
lxlg

. 1 . . .
Soit lu(x)|lg < =lxllg. Une telle inégalité est vraie pour x = 0.
a
2= 1) Toute fonction lipschitzienne est continue
Notation :

On note
» On note L4 (E,F)’ensemble formé des applications linéaires continues de E vers F'.
» Z¢(E) I'ensemble formé des endomorphismes continus de E

I Exemple |

| R
L'application
| ExE — E
1 xy) — x+y
est continue
Méthode: Pour montrer qu’une application linéaire u € Z(E,F) n’est pas continue ? ]—
. . s ()l
On construit une suite (x,) d’éléments de E \ {0} telle que ———— ——— +00
lxpll  n—too
I Exemple I
| N
Soient E = 6([0,1],K) et u : E — K définie par u(f) = f(1).
Etudions la continuité de u, pour les normes |||l et |l.|l1.
Indication : Considérer la suite f,, :t — t"
u est une forme linéaire sur E.
» Cas ||.]lco-
Pour tout f € E, |u(f)| = f (1| < |If oo donc u est continue.
» Cas ||.]I1.
N 1 . lu(f)l )
Pour f,, : t — t",|u(fy)l =1 et ||fnllt = ——. Par suite =n+1 +00, donc u n’est pas
n+1 I Fnll1 n—+oo
continue.

Propriété 74

Si E est de dimension finie alors L(E,F)=%.(E,F).

Preuve:
Si E ={0} alors f =0 donc f est continue sur E.
Sinon soit B =(e1,...,en) une base de E.
n
Soit x=)_ xpey, donc

k=1
n

> xpfle)

n n
If Gl = < Y IxpllfEep)l s(z ||f(ek)||) lxlloo
k=1 k=1

On déduit que f est continue sur E.




IV.5 Applications multilinéaires

IAVAY Applications multilinéaires

Soient E, F et G trois K-espaces vectoriels normés et B : E x F — G bilinéaire.
Propriété 75
Les assertions suivantes sont équivalentes :

1. B est continue sur E x F'.

2. 3k eR},VxeE,VyeF,|Bx,yllg <klxlzlylF.

Preuve:

1= 2) B est continue en (0,0) donc 3a >0,V(x,y) e E x F,|[(x, )0 < @ = [|B(x, y)|l <
Soit x € E\{0} et y € F\{0}, le vecteur a.( 24

B(aL,aL)H < 1. Par
lxllg” lylg/)lg

x

,—) est de norme a, donc
lxllg llylg
homogénéité de la norme et la linéarité de u, on obtient

a2

— 2 BG,ylg=<1
Ixlg-lylg ¢

1
Soit | B(x,y) g < — lxlg.llyllg. Une telle inégalité est vraie pour x =0 ou y =0.
a

2=1) Soit (x,y)e E xF et (xp,,yn) € (E x PN gelle que (xp,yn) — (x,y) donc xp, — x et y, — y. On a B(xyp,yn)—B(x,y) =
B(xn,yn)—B(xn,y)+Blxn,y)—B(x,y) = B(xn,yn — y)+ Bxn —x,y) donc | B(xn, yn) — B(x, Yl < |1B(xn, yn — I + 1 B(xn —
2,V <Elxplllyn =yl +Elylllyn = yl. Or xp — x et yp — y donc xp, —x — 0, yp —y — 0 et (x,) borné donc ||B(xp,yn) -
B(x,y)|| — 0 d’oit B est continue en (x,y). On déduit que B est continue sur E x F.

l Exemple I
| N |

L’application, produit externe sur E , (1,x) — Ax est continue sur K x E . En effet, c’est une application
bilinéaire sur K x E et on aVAeK,Vx € E, || Ax| < |A||lx]l.

I Exemple |
| N |

Si E est préhilbertien réel. Le produit scalaire (x,y) —< x,y > est continue sur E? .
application bilin»aire sur E? et on a, d’aprés Cauchy-Schwarz, Vx,y € E,| <x,y > | < |x|lly].

I Exemple I
| N |

On suppose que E une algébre normée. L'application produit (x,y) — xy est continue sur E? . En effet, c’est

En effet, c’est une

une application bilinéaire sur E? et on a

Va,y e E, lxyll < llxllllyl

Propriété 76

Si E et F sont de dimensions finies alors toute application bilinéaire de E x F' vers G est continue.

Preuve:
Si E ={0} ou F = {0} alors B =0 donc B est continue sur E x F.
Sinon soit B=(e1,...,em) une base de E et B' = (e1,...,&n) une base de F.
m n
Soitx=Y xpepety= ) ypep donc
k=1 k=1

1BGx, »)I

Il
ol
INagt

n
Y xpyBleg,€p)
=1

n
3 lxgllyl1Blep, el
!

N
M3

k

Il
—

=1
n
Z 1Bep,enll | Ixllooll¥lloo

N
i MS

Or toutes les normes sont équivalentes en dimension finie donc 3a, >0 tel que Vx e E,.Vy € F, | xlloco < allx|l et [|yllco < Bllyll

d’ou

m n
1B, )l < aﬁ( Y3 IIB(ek,Ez)II) Ity
k=11=1

On déduit que B est continue sur E x F.




IV.6 Continuité et densité n

Propriété 77

Soient E1,...,E, ,F des K-espaces vectoriels normés. Si E1,...,E, sont de dimensions finies alors toute
application multilinéaire M : E1 x --- x E,, — F est continue. Au quel cas

3k ER:’V(xl:-"’xn)EEl 28 ooc xEn’"M(xla""xn)” skllxln ”xn"

I€AS] Continuité et densité

Propriété 78: Continuité et densité

Soit f,g: A cE — F deux fonctions continues. Si B est dense dans A et f|, = g5, alors [ et g sont égales.

Preuve:

Soit x € A. Il existe (xp,) € BN telle que xp, x. Or pour tout n € N, f(x,) = g(xy) donc, par passage a la limite, on

obtient f(x) = g(x)

n—-+oo

I Exemple |
| N |

Déterminons les fonctions f : R — R continues telles que
V(x,y) € R f(x+y) = f(x)+f(y)

Remarquons que ald est solution du probléme posé.
Soit f une solution. Alors f est un morphisme de groupes additifs, donc

VaeR et VneZ: f(na)=nf(a)

Soit x = P avec peZ et geN*. On a f(g) =pf($) et qf(é) = f(1), donc f(;—)) = Sf(l). En posant

q
a=fQ), f(x)=ax.
Les deux fonctions f et x — ax sont continues sur R et coincident sur la partie Q dense dans R, elles sont
donc égales.

Continuité et topologie
Propriété 79: Continuité et topologie

Soit f : AcE — F. Les trois affirmations suivantes sont équivalentes :

1. f est continue sur A ;
2. Iimage réciproque de tout ouvert de F' est un ouvert de A ;

3. I'image réciproque de tout fermé de F' est un fermé de A.

Preuve:

1=2) Soit © un ouvert de F.
» Si f_l (O)= @ alors f_l(@) est un ouvert relatif a A.
» Sinon, soit x € f_l(@) donc f(x) € @ donc Je > 0,B(f(x),e) c O . On a f est continue en x donc In > 0,Vy €

B(x,n)NA,f(y)eB(f(x),e) cC d’ou B(x,n)NAc F~1(0) et par suite f~1(0) est un ouvert relatif & A.

2=1) Soit a € A et € >0 . La boule B(f(a),¢) est un ouvert de F donc f'l(B(f(a),e)) est un ouvert relatif @ A. On a
a€ f_l(B(f(a),E)) donc An>0,B(a,n)NAc f_l(B(f(a),e)) dou f (B(a,n)ﬂA) cB(f(a),€). On déduit que Vx€ A, ||lx —
all<n=f(x)-f(a)ll < e donc f est continue en a et par suite f est continue sur A.

2= 3) Soit U un fermé de F donc Cg est un ouvert de F d’ou. f_l(Eg) est un ouvert relatifa A . Or f~1 (Eg) = Cgl(U) donc
f_l(U) est un fermé relatif a A.

3= 2) Soit © un ouvert de F donc Cg est un fermé de F doir f~1 (Cg] est un fermé relatif @ A. Or f~1 (Cg) = Cgl(@) donc
f_1 (O) est un ouvert relatif a A.

Remarque :

Le résultat est faux en terme d’image directe




Compacts 41

J I

Conséquence 2
Soient f : E — R continue et a € R.

1. Lesensembles {xe E/ f(x)=a},{xeE/f(x)<a}et {xe E/ f(x) = a} sont fermés.
2. Lesensembles {xe E/ f(x)#Za}l,{xeE/ f(x)<a}et{xeE/f(x)>a} sont ouverts.

\ J

Preuve:

11 suffit de remarquer 1—oo, al,[a, +oo[ et {a} sont des fermés et que 1—oo, a[,]a, +oo[ sont des ouverts

| Exemple I
| N |

GL,,(K) est un ouvert et SL,, (K) est un fermé de M,, (K) .

En effet GL,,(K) = det 1(IK*) et det est continue et K* est un ouvert. De méme, on obtient que SL,(K) =
{A e M,(K)/detA =1} est un fermé.

| Exemple I
| N |

G,(R)={A e M,(R)/*AA =1,} est une partie fermée.

En effet G,(R) = f 1 ({I,,}) avec f : A € M,(R) — YA A continue et {I,,} fermé.

\M Compacts

AR Compacts

Soit C une partie de E

Définition 38: Partie compacte

On dit que C est compacte dans E si elle est vide ou si toute suite d’éléments de C admet une valeur
d’adhérence dans C .

I Exemple I
| N |

1. Les segments de R sont des compacts dans R.

2. Les disques fermés de C sont des compacts dans C.

3. Une partie finie est compacte.

Propriété 80

Si N1 et No sont deux normes équivalents sur E . Alors tout compact dans E pour N1 est compact pour Na.

Propriété 81

Tout compact est nécessairement fermé et borné.

Preuve:
Soit C une partie compact de E
» Montrons que C est fermé.
Soit (ap) € CN une suite convergente. L'ensemble C est compact, donc on peut extraire une suite (a,p(n)) de (an) qui
converge dans C . Or (ap) et (ay(n)) ont la méme limite donc (an) converge dans C d'ou C est fermé.
» Montrons, par absurde, que C est bornée.
Supposons C non bornée. Pour tout n € N, il existe xp € C tel que |xp, || > n. En faisant varier n, cela détermine une
suite (x,) € CN telle que x|l

" +00. Or cette suite n’a pas de valeurs d’adhérence. Absurde.
n—+oo

Propriété 82: Les compacts d’'un espace de dimension finie

Les compacts d’un espace vectoriel normé de dimension finie sont ses fermés bornés.




V.1 Compacts

Preuve:

Tout compact est fermé et borné.
Inversement soit C une partie fermée et bornée de E et montrons que C est un compact.
Soit (xn),=0 une suite d’éléments de C, alors (xp), =0 est bornée, comme E est de dimension finie alors, d’apres le théoreme
de Bolzano Weiestrass, la suite (xp),>0 admet une valeur d’adhérence ¢ et soit (x‘/’(”))nao une suite extraite telle que
¢. Comme C est un fermé, donc ¢ € C

X
)

Propriété 83: Les fermés d’un compact

Si C est compact alors tout fermé de C est compact dans E.

Preuve:

Soit F < C fermé et (xp,) une suite d’éléments de F . On a (x5,) est une suite d’éléments de C compact donc on peut extraire
de (xp) une suite (xp(,)) convergente.
On a (xp(n)) est une suite convergente a éléments dans F fermé donc sa limite est dans F d’'ou F est compact.

Propriété 84

Une suite d’éléments d’'une partie compacte converge si, et seulement si, elle admet une unique valeur
d’adhérence

Preuve:

Toute suite convergente admet une seule valeur d’adhérence
Inversement soit ¢ cette valeur d’adhérence. Supposons que la suite (u,) ne converge pas vers {. Alors il existe € > 0
et ¢ : N— N strictement croissante telle que pour tout n € N, |xq,(n) —4 > &. La suite d’éléments (xy(n)) du compact C
admet une valeur d’adhérence ¢' qui est nécessairement distincte de ¢ car ||€’ 4 || = €. Mais ¢' est également une valeur
d’adhérence de la suite (x;) (car une suite extraite d’'une suite extraite de (xp) est encore une suite extraite de (x,)), d’out la

contradiction.

Attention

La réciproque de cette propriété est fausse. Voir 'exemple ci-dessous

| Exemple I
| N |

On considére I'espace E = R[X] muni de la norme | . ||l. L'ensemble A = B¢(0,1) est fermée et bornée, mais
elle n’est pas compacte

Pour n € N*, on pose P, = X" € A. Soit ¢, : N— N strictement croissante. On a :
1P pen+) =Py | o = 10

Donc (Pyn)) est divergente

Remarque :

1. Toute partie non bornée de E n’est pas compacte.

2. On suppose que E # {0} . Tout sous-espace vectoriel non nul de E n’est pas compact. En particulier, E

n’est pas compact.

Propriété 85: Produit d’une famille finie de compacts

Si A est compact de E et B compact de F' alors A x B est un compact de E x F.

Preuve:

Soit (an,bn) un compact de A x B donc (ap) € AN et (b,)eBN. Ona A compact donc on peut extraire de (a,) une suite
convergente (ay(n)) dans A . On pose a =1ima ().

On a B compact donc on peut extraire de (b)) une suite convergente (byoy(n)) dans B . On pose b =lima yoy(n). On a
(alﬂ‘"l/(n)) est une suite extraite de (a(p(n)) . Or (a,p(n)) est convergente donc (aIPOU/(n)) converge et on a a = limaq,ow(n). On
a (@goy(n)) et (b(pou/(n)) convergent donc (@poy(n), b(pow(n)) converge de limite (a,b)e A xB. On a (@poy(n), b(pou/(n)) est une
suite convergente dans A x B extraite de (an,b,) donc A x B est compact.




V.2 Image d’'un compact par une fonction continue

Corollaire 5
Soit E1,...,E, des sous-espaces vectoriels normés et A; cEy,...,A, c E, compacts donc Ay x---x A, est
compact dans K1 x --- x E .

\.

Preuve:

Par récurrence

€1 Image d’'un compact par une fonction continue

Propriété 86

Soit f € 6(E,F) et A un compact de E, alors f(A) est compact de F.

Preuve:

Soit (yn) une suite d’éléments dans f(A) donc il existe une suite (x,) d’éléments dans A telle que Yn €N, y, = f(xp).

A étant compact donc on peut extraire de (xn) une suite convergente (x(n)). Posons x =limx ). Uapplication f est continue
sur A et (xp(,)) est convergente donc (f (xy(n))) est convergente de limite f(x) € f(A). On déduit que (y,(n)) est convergente
dans f(A) d’ou f(A) est compact.

{ Exemple: Mines MP Maths 2-2017 }

Soit K un sous-ensemble compact de E et Conv(K) son enveloppe convexe. On appelle que /€ est I'ensemble
n+1

des (A1,...,An+1) € RV tels que Z A =1
i=1

1. Définir une application ¢ de R**1 x E"*! dans E telle que Conv(K) = p(R™*1 x 7).

2. En déduire que Conv(K) est un sous-ensemble compact de E.

n+1

En prenant ®:(A1,...,An41,01,...,@n+1) ERMIx E" 11— 3" 4,0, € E, on a Conv(K) = pR" ! x )
i=1
On remarque que ¢ est continue par théoréemes généraux. De méme les applications notées : ¢; :
n+l
A1y Ape) R s Qi pour i €[1,n +1] et S : (A1,...,Aps1) ERMHL )" A, sont continues car linéaires.
k=1

n+l
Or 7# = (ﬂ wgl(m) BREGY)
i=1
donc A est un fermé de R**! par intersection et car une image réciproque par une application continue
d’un fermé est un fermé de 'ensemble de départ.
De plus 7 est borné car # c[0,1]**1
Ainsi A est une partie compacte car fermée-bornée en dimension finie
Par produit de compacts, 7 x K™*1 est un compact.
Par image d’une partie compacte par une application continue Conv(K) est un sous-ensemble compact de E

Attention

Limage réciproque d'un compact par une application continue n’est pas forcément un compact. En effet,
pour f :x — sinx on a [-1,1] est compact dans R alors que f~1([-1,1]) = R n’est pas compact dans R car
non borné.

Propriété 87

On suppose que A est compact et f : A c E — F continue sur A, alors f(A) est borné et il existe a,b € A
tels que || f(a)ll = lnf IF Gl et lIf () = sup £

(On dit que f attemt les bornes de sa norme)

Preuve:
Lensemble f(A) est compact donc borné. Soit M = sup{||f (x)|l/x € A} donc an) € AN tel que || f(an)l e M.

A étant compact donc on peut extraire de (an) une suite (ay(,)) convergente dans A . Posons a =lima () donc a € A.
M donc

la fonction f est continue sur A donc |f(apm)l —= If(@|l . Dautre part, on a |f(an)l| "
(0.0} n—+oo
||f(a(p(n))|| M d’ou || f(a)| = M par unicité de la limite.




V.3 Continuité uniforme “

Propriété 88

Soit f : A — R continue ot A est un compact d’'un espace vectoriel normé E, alors f est bornée et atteint
ses bornes : Il existe a,b € A tel que f(a) =infyca f(x) et f(b) =sup,ec f(x)

Preuve:

Soit M =sup{f(x)/x € A} et m =inf{f(x)/x € A} donc Ian),(by) € AN tels que f(ap)—met f(by) — M.

On a A compact donc on peut extraire de (an) et (by,) deux suites (a(/,(n)) et (bu/(n)) convergentes dans A . Posons a = limaq,(n)
et b=1imby(,) donc a,b € A. On a f continue sur A donc f(ayn)) — f(a) et f(byn)) — f(b). D'autre part, on a flap) —m
et (bp) — M donc f(ayn)) — m et f(by() = M d'o f(a)=m et f(b) =M par unicité de la limite.

| Exemple I
| N |

Si A est un compact non vide de E, alors pour tout x € E, il existe xo € A tel que d(x,A) = d(x,x0)

VA8 Continuité uniforme

Définition 39

On dit que 'application f : A c E — F est uniformément continue si :

Ve>0, In>0: Vx,yeA, lx—-yl<n=Ifx)-fyl<e

Propriété 89

Toute application lipschitzienne f : A c E — F est uniformément continue.

Preuve:

Si f est K-lipschitzienne, alors, pour tout € € R*, on a U'implication :

Im—yH<I§Zn=»Hﬂm—fWW<s

Propriété 90: Caractérisation séquentielle de la continuité uniforme

f:A cE — F est uniformément continue sur A si, et seulement si,

V(xn),(vn) € AN, %, — 3, 0= f(xn) = f(yn) ———0

n—+oo

Preuve:

Oet e>0.

=) Soit (xp),(yn) € AN tels que x, — yp

n—-+oo
Lapplication f est uniformément continue sur A donc

In=0,Vx,ye A,(lx—yl <n=Ifx)-fMI<e).

Comme x, —yn 0 donc

n—-+oo

AN eN,Vn =N, llxy —ynll <7,
d’ou
VnzN,If(xn)-flynlll <e
0.

et par suite f(xp)—f(yn)

n—+oo

1
n+1l
O et f(xp)—f(yn) # 0. Absurde, donc f est uniformément continue sur A.

<) On suppose que f n’est pas uniformément continue sur A donc il existe € > 0 tel que ,Yn € N,3xp,yn €A, lxn—ynl <
et |f(xn)—fyn)ll = € dott xn — yn

n—+oo

Remarque :

Si f est uniformément continue sur A alors f est continue sur A. La réciproque est fausse.

Méthode: Pour montrer que f n’est pas uniformément continue sur A ? }

0 et f(xn)—f(yn) n_/:vooO.

On cherche deux suites (x,),(y,) € AN tels que Xp = Yp ——
n—+oo
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I Exemple I
| N |
Soit la fonction f :x— x? . On a \/n+1—\/ﬁ=ﬁ—»0maisf(\/n+1)—f(\/ﬁ)=(n+1)—n=174>0

donc f n’est pas uniformément continue sur R. C’est aussi un exemple d’une fonction continue qui n’est pas
uniformément continue.

Propriété 91

Toute application uniformément continue est évidemment continue

Attention

La réciproque est fausse comme le montrent les contre-exemples déja vus dans le cadre des fonctions d’une
variable réelle.

Théoréme 5: de Heine

Toute fonction continue sur un compact est uniformément continue.

Preuve:

Supposons que f nest pas uniformément convergente donc il existe deux suites (x,),(yn) € AN telles que xp —yn — 0 et
fxn)=f(yn) # 0.

Quitte a remplacer (xp,yn) par une suite extraite il existe € > 0 tel que f(xp)— f(yn) = €.

On a A compact donc A x A compact d’'o on peut extraire de (xn,yn) une suite convergente (Xp(n), Yp(n)) AU (xy(n)) €t
oo 0 donc xyp(n) = Yp(n) oo

On a f est continue sur A donc f(xp(n)) = [(Yip(n)) P fx)=f(y)=0. Absurde, car f(xpn)) = [(Ypn)) = €>0dou f est

+00

(¥g(n)) convergent. Posons x =limxy,) et y =limyy(,). On a xp —yn 0dou x=y.

uniformément continue sur A .

\4] Connexité par arcs

ARl Définition et exemples

Soient E, F' deux K-espaces vectoriels normés, AcFE et a,be A.

Définition 40: Partie connexe par arcs

» On appelle chemin de a a b dans A toute application continue y :[0,1] — A telle que y(0) = a et y(1) = b.
» On dit que A est connexe par arcs si pour tous x,y € A il existe un chemin de x a y dans A.

Propriété 92

Soient A c E et B c F connexes par arcs alors A x B est connexes par arcs.

Preuve:

Soient (a,b),(c,d)€ A xB donc a,ce A et b,d € B.

A est connexe par arcs donc 3y7 :[0,1]1 — A continue tel que y1(0)=a et y1(1)=c.

B est connexe par arcs donc 3yg :[0,1] — B continue tel que y2(0) = b et y2(1) =d.

Posons y = (y1,y2) donc y est définie de [0,1] vers A x B et continue sur [0,1] . On a y(0) = (y1(0),y2(0)) = (a,b) et y(1) =
(y1(1),y2(1)) = (¢,d) donc y est un chemin dans A x B de (a,b) a (c,d) d’otv A x B est connexe par arcs.

Propriété 93

Soit A une partie d’espace vectoriel normé E. La relation % définie sur A par : pour tout (x,y) € A2

y(0)=x

xRy < Iy e €([0,11,A), {
Y=y

est une relation d’équivalence

Preuve:

» ~ est réflexive :
» ~ est symétrique : Si a ~ b, alors il existe un chemin y de a a b dans A alors Uapplication « définie sur [0,1] par




VI.1 Définition et exemples “

a(t) =y(1—t) définie un chemin de b & a dans A . On Uappelle le chemin inverse de .

» ~ est transitive : Si a ~ b et b ~ ¢, alors il existe un chemin y1 de a & b dans A et un chemin yg de b & ¢ dans A. On
considére Uapplication y définie sur [0,1] par

. ¥1(28) sitel0,1]
T re@t-1 sitel3,1]

Définition 41

Soit a € A. La classe de a pour cette relation est appelée la composante connexe par arcs de a dans A et
notée €(a).

Propriété 94

Une composante connexe par arcs est connexe par arcs.

Remarque :

1. Si A est connexe par arcs alors Vae A,6(a) = A.
2. Va,b € A alors €(a) =6(b) ou €(a)NEb)=9.

3. Lensemble des composantes connexes sur A forme une partition de A .

Propriété 95

Tout convexe est connexe par arcs.

Preuve:

Soit x,y € A. On a A convexe donc Vt€[0,1],(1-t)x+ty € A.

Considérons alors Uapplication y :[0,1] — A définie par y(t) =(1-t)x+ty. On a y est continue, y(0) =x et y(1) = y donc A
est connexe par arcs.

Remarque :
1. Tout sous-espace vectoriel de E est convexe donc connexe par arcs. En particulier, E est connexe par
arcs.

2. Les boules ouvertes, fermées sont connexes par arcs.

Propriété 96

Les connexes par arcs de R sont les intervalles.

Preuve:

On sait que les intervalles sont convexes donc connexes par arcs dans R.

Réciproquement, soit I <R connexe par arcs.

Soit x,y € I. Lensemble I est connexe par arcs donc 3y :[0,1] — I continue telle que y(0) = x et y(1) = y donc d’apres le

théoreme des valeurs intermédiaires [x,y] < y([0,1]) d’ot [x,y] < I . On déduit que I est un intervalle de R.

Définition 42: Partie étoilée

A une partie d’un espace vectoriel normé E est dite étoilée si Ja € A tel que

VbeA, [a,b]lcA

| Exemple I
| N |

L'ensemble M, (K)\ GL, (K) est étoilé en O,

Propriété 97

Toute partie étoilée est connexe par arcs




VI.2 Continuité et connexité par arcs

\Y®4 Continuité et connexité par arcs

Propriété 98

Soit f : A c E — F continue. Si A est connexe par arcs alors f(A) est connexe par arcs. Autrement-dit
I'image d’un connexe par arcs par une fonction continue est connexe par arcs

Preuve:

Soit x,y € f(A) donc Ju,v e A tels que f(u)=xet f(L)=y.

On a u,v € A et A connexe par arcs donc 3y :[0,1] — A continu tel que y(0) = u et y(1) = v donc Uapplication f oy est
continue de [0,1] vers f(A) telle que (foy)(0)=x et (foy)(1)=y.

On déduit que f oy est un chemin de x @ y dans f(A) d’ou f(A) est connexe par arcs.

I Exemple |
| N |

Soit E un espace vectoriel normé de dimension n =2, a € E et r >0. La sphére S(a,r) est connexe par arcs

On écrit S(a,r) ={a+ru | lul =1}={a+rﬁ |er\{0}}
X

Corollaire 6
On suppose que f € €(A,R) et A connexe par arcs, alors f(A) est un intervalle.

\ J

Preuve:
On a A connexe par arcs et f : A — R continue sur A donc f(A) est connexe par arcs sur R d’ot f(A) est un intervalle de R.

Propriété 99: Théoreme des valeurs intermédiaires

Soit A connexe par arcs, f € €(A,R) et (a,b) € A2 . Alors pour tout m entre f(a) et f(b) il existe c € A tel
que f(c)=m.

Preuve:
On a A connexe par arcs et f continue sur A donc f(A) est connexe par arcs dans R d’ott f(A) est un intervalle. Soit m entre
f(a) et f(b). Puisque f(A) est un intervalle et f(a),f(b)€ f(A) donc me f(A)d'ou Ice A,f(c)=m.

| Exemple I
| N |

Soit I un intervalle non vide de R et f : I — R une fonction continue et injective.

Montrer que f est strictement monotone

Soit D = {(x,y) e I 2 x< y}. Cet ensemble est convexe, donc connexe par arcs.

) —
Lapplication g: D — R, (x,y) :— M est continue sur D, donc g(D) est connexe de R ne contenant
x=y
pas 0, alors la fonction g garde un signe strict

Propriété 100: Les parties ouvertes et fermées dans un connexe par arcs

Les seules parties ouvertes et fermées d’'un connexe par arcs D sont la partie vide & et la partie pleine D

Preuve:

Soit A une partie ouverte et fermée relativement a un connexe par arcs D # @, alors Uapplication y 4 : D — R, définie par
xa(®)=1sixe€A et ya(x)=0 sinon est continue car pour tout ouvert G de R, )(A_l (O) est soit vide, soit A, soit D\ A, soit
D. Comme D est connexe par arcs, alors yo(D) < {0,1} est connexe par arcs. Rappelons que les connexes par arcs de R sont
exactement ses intervalles, donc y 5 (D) est soit {0}, soit {1}, donc A=@pou A=D
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