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NORMES

Définition: Norme

On appelle norme toute application ||.| : E — R™ telle que :

e Séparation: Vr €¢ F, |z||=0=— 2 =0pg

¢ Homogénéité: Vr € Fetac K, |[a-z| = |al |z

e Inégalité triangulaire: Vz,y € FetacK, ||z + vy

Augquel cas (FE, || . ||) est dit un espace vectoriel normé.

Si de plus E est une K-algebre,

e la norme est dite sous-multiplicative si: Vz,y € E, ||zy| < ||z ||y]-
e La norme est dite d’algebre si elle est sous-multiplicativeet | 15 || = 1

Propriété: Seconde inégalité triangulaire

vz,y € B, llzll = llylll < llz =y

Propriété: Distance

Soit ||.|| une norme sur £
e On appelle distance associée a la norme ||.|| sur E' I'application:
d: Ex E— RT, (z,y) — ||z — vy

e Soitx € I et A une partie non vide de E. On appelle distance de x a A
le nombre

d(xz, A) =inf{d(xz,y), y € A}

EtonaVx,ye FE, |d(z,A) —d(y,A)| < d(z,y)

Définition: Normes équivalentes
Soit Ny et N deux normes sur E. On dit que N, est équivalente a Ny si :
Jo, B € R tels que gV € E, aNa(z) < Ni(x) < BNa(z)

On note N1 ~ Nj. Une telle relation ~ est d’équivalence

Propriété: Propriété fondamentale

Soit Ny et N deux normes sur I. Alors les assertions suivantes sont équiva-
lentes

1. Ni ~ Ny

7 {%gg /z € E\ {0}} et { ) € B {0}} sont majorés.
3. Toute suite d’éléments de I convergente pour une norme converge
pour l'autre vers la méme limite.

Méthode

Pour montrer que les deux normes N; et Ny ne sont pas équivalentes, on
cherche une suite (z,,) d’éléments de E'\ {0} telle que

No(zy,
lim — +00 ou nll)I_iI_loo Nigni

=0

Théoréeme: de Riesz

Dans un espace vectoriel normé de dimension finie, toutes les normes sont
équivalentes.
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BOULES, SPHERES ET BORNITUDE

Définition: Boules et spheres

(E,||.|]) un espace normé, a € E etr € RY..

e Boule ouverte: B(a,r) ={z € E |||z —al| <1}
e Boule fermée: Bs(a,r) ={r € E |||z —a| <1}
e sphere: S(a,7)={x € E||lr —al =7}

Sia = O etr =1, on parle des boules et sphére unités.

Propriété: Boules et convexité
Les boules de E sont convexes de FE.

Définition: Partie bornée
Une partie A non vide de E est dite bornée si 3k € R" tel que

Ve e A, ||z|| < k. Autrement-dit A C By (O, k)

Définition: Fonction bornée

Une fonction f : X — E ou X est un ensemble quelconque non vide est dite
bornée si la partie f(X) = {f(x) | x € X} est bornée. Ou encore Ik € R™ tel
queVxr € X, ||f(z)||g < k.

SUITES CONVERGENTES

(E,].||) désigne un espace normé.

Définition: Suite convergente

On dit qu’une suite (uy, )nen d’éléments de E tend vers ¢ € E si

|w, — £ . > 0, c’est-a-direVe >0, dng € N, n >ng = |ju, —¥|| < ¢

—+00

¢ est unique, appelé la limite de la suite (u,,),cn, €t on note { = limu,, ou

Une suite non convergente est dite divergente.

Propriété: Domination

Soit (u,,) une suite de F et { € E. Alors la suite (u,,) converge vers / si, et
seulement, s’il existe une suite réelle et positive («,, ), convergeant vers 0 et
telle queVn € N;  ||u, — || < ay

Propriété: Convergence et bornitude
Toute suite convergente est bornée

Propriété: Opérations algébriques

e Siu, »{ € E, alors ||u,|| > |1\,
n

—+00
> o et uy, > ¢/ € FE alors o, .u,, > .l
n— 400 n— 400 n——+00

1 1
Si de plus o € K*, alors — .u,, y —.0;
7% n—+oo

> 0 et o, > (" alors Au,, + pv,
n— 4+ o0 n— -+ o0 n— -+ o0

e Side plus, I¥ est une algébre normée, u,,v,, n_>+oo> v

n—-+oo

e Sia, € K

e Siu, > M+ pl’;
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SUITES EXTRAITES

Définition: Suites extraites

On dit que (v,,) est une suite extraite de (u,,) s’il existe une application stricte-

ment croissante ¢ : N — N telle que Vn € N, v, = uyy,).

Propriété
o Les suites extraites d’une suite convergente sont convergentes vers la
méme limite
e (u,) converge ssi (ua,) et (u2,+1) convergent vers la méme limite

Définition: Valeur d’adhérence

Soit (uy), € EN et a € E. On dit que «a est valeur d’adhérence de la suite
(uy, )n si elle est limite d’une suite extraite de (u,)y,.

Propriété
e Toute suite convergente admet une et une seule valeur d’adhérence.

e Toute suite ayant au moins deux valeurs d’adhérence est divergente.
e Toute suite n’ayant pas de valeur d’adhérence est divergente.

Théoréeme: de Bolzano-Weierstrass

Si I/ est un K-espace vectoriel de dimension finie, toute suite bornée
d’éléments de E admet au moins une valeur d’adhérence.

ESPACES DE BANACH

Définition: Suites de Cauchy
Une suite (u,)neny € EY est dite de Cauchy si :
Ve >0, dng e N,Vn > m = ng = ||un — uml|| <€

Propriété: Propriété caractéristique

Une suite (u,)neny € EY est de Cauchy si et seulement s’il existe une suite
(en),,en de réels positifs telle que

(Vn,p €N, || tngp — un || < én

\

En
\ n— -+ oo

Propriété
e Une suite convergente est de Cauchy.

e Une suite de Cauchy est bornée.
o Une suite de Cauchy, qui admet une valeur d’adhérence, converge.

Définition: Espace de Banach

On appelle espace de Banach ( complet ) tout espace vectoriel normé dans
lequel toute suite de Cauchy est convergente.

Propriété
Tout espace vectoriel normé de dimension finie est un espace de Banach
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OUVERTS

E désigne un K-esapce vectoriel normé.
Définition
Soit O C . On dit que O est un ouvert de E si
Ve € O,de > 0, B(a,e) C O

Propriété
1. 0 et E sont des ouverts de E.

2. Union quelconque d’ouverts est un ouvert.
3. Intersection finie d’ouverts est un ouvert.

Propriété: Boule ouverte
Une boule ouverte est un ouvert.

Définition: Ouverts relatifs a une partie

On appelle ouvert dans A ou relativement a A tout ensemble de la forme
AN O ouQ estun ouvertde L.

INTERIEURS

Définition: Intérieur

Soit A une partie de El eta € E.

On dit que a est intérieur a A si: dr >0, telque B(a,r) C A
On note A I’ensemble des points intérieurs a A.

Propriété

Soit A, B deux parties de E.
1. AcCcAetACB— AC B;

2. A estouvertet A — fi;
3. Aouvert<s A = A
4. A est le plus grand ouvert contenu dans A .

Propriété

/—"O\ﬁ
Soita € E etr > 0, alors By(a,r) = B(a,r)

Propriété
1. () et E sont des fermés.

2. Intersection quelconque de fermés est fermé
3. Union finie de fermés est un fermé.

Propriété: Boule fermée
Une boule fermée est un fermé.

Propriété: Caractérisation sequentielle des fermés

Une partie F d’un espace vectoriel normé I est fermée , si et seulement, si
toute suite (u,)nen d’éléments de F qui converge dans X admet une limite
qui appartient a F.
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ADHERENCE D’UN PARTIE

Définition: Adhérence et partie dense

Soit A une partiede ' eta € E.
e On dita est dit adhérenta A si Nr > 0, B(a,r) N A # O.

e On note A I'ensemble des points adhérents a A.
e On dit que A est dense dans E si A = E.

Propriété: Caractérisation séquentielle de I’adhérence
e a € A<= H(an)n € AN, tq a, S Q.
n——+o0o

e A=F < J(a,), € AV, tqa, > a

n— -+ oo

Propriété
Soit A et B deux parties de E.

1. CA=CA CA = CA, donc A est un fermé ;
2. AcAetACB=AC B;

3. Aestunferméet A= A

4. Afermé< A= A;

5. A est le plus petit fermé contenant A .

LIMITE D'UNE FONCTION EN UN POINT

(E - Nlg) (Bl g) et (G, - |lo) sont des K-espaces vectoriels normés

Définition: limite d"une fonction en un point

Soit f : A C E — F une application,a € Aetl € F.
On dit que f admet pour limite { en a selon A, lorsque Ve > 0, Jda > 0 tel que
|z —al||lp < aetx € A, alors ||f(x) — l||p < e. On note lim f(x) =/

r—a
r€E A

Propriété: Caractérisation séquentielle de la limite

lim f(x) = £ si, et seulement si, toute suite (z,,)nen € AN qui converge vers

r—a
re A

a, la suite (f (z,)), converge vers /

Propriété: Opérations sur les limites

Soit f,g € F'4, a € K¥ et a adhérent a A tels que:

f——l g—— 0 eta—— \. Alors

r—a r—a r—a
xE A rEe A rE A

1. f+g9g—— 10+ 1.

r—a

2. af —— AL
r—ra

1
o)

3. Si\ # 0, alors AW € V4(a) sur lequel a ne s’annule pas et

4. Si F est une algébre normée f.g — (.0
Tr—ra

Propriété: Composition

Soitf: ACFE — Fetg: BCF — G telles que f(A) C B eta adhérent a

A.Sif ——betg—— (,alorsgo f —— ¢
r—ra r—b r—ra
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CONTINUITE

Définition: Continuité
Soit f : AC EF — Feta € A.

e On dit que f est continue en a si lim f(x) = f(a)

r—a
re A

e On dit que f est continue sur A si elle est continue en tout point de A.

C (A, F') désigne I'ensemble des fonctions continues de A a valeurs dans F

Propriété: Caractérisation séquentielle

Soit f: ACE — FetaeA.
f est continue en a si, et seulement si, V(x,,) € A",

L, >a:>f(xn) >f(CL)

n— -+ o0 n— -+ o0

Propriété: Opérations algébriques

C (A, F') est un K-espace vectoriel

Si F' est une algébre normée, alors C (A, F') est une K-algebre

SiaeC(A,K)etf eC(A, F),alorsa.f € C(A, F).

1
Sia € C(A,K) et ne s’annule pas, alors — € C(A, K).
Q

Propriété: Fonctions composantes et fonctions coordonnées
Soit f :ACFE — F

e Si I' est un espace produit alors f est continue si, et seulement si, ses
fonctions composantes le sont.

e Si F' est de dimension finie alors f est continue si, et seulement si, ses
fonctions coordonnées dans une base de F' le sont.

Propriété: Continuité et densité

Soit f,g : A C E — F deux fonctions continues. Si B est dense dans A et f
et g coincident sur B, alors f et g sont égales.

Propriété: Continuité et topologie

Soit f : A C F — F'. Les trois atfirmations suivantes sont équivalentes :
1. f est continue sur A,
2. I'image réciproque de tout ouvert de F' est ouvert de A;

3. I'image réciproque de tout fermé de I’ est fermé de A.
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APPLICATIONS LINEAIRES
(E, |1l g) et (F,||.]| ) des K-evns

Théoreme: Fondamental
Soitu € L(E, F'). Les affirmations suivantes sont équivalentes :

1. u est continue;
. u est continue en Og;

. dk e R telqueVz € E, ||u(z)||r < k2| &/

. I'ensemble { “’Tlgfn)” |z e E\ {O}} est majoré;
. u est lipschitzienne;
. u est bornée sur la boule B¢(0,1)

7. u est bornée sur la sphére S(0,1)

Propriété
Soit N, et Ny deux normes de E' un espace vectoriel normé. Les affirmations
suivantes sont équivalentes :

1. N; et N sont équivalentes ;

(E,Nl) — (E,NQ)

. est bicontinue ;
95 — i

3. les ouverts de E pour la norme N; sont ouverts pour la norme N5.

APPLICATIONS MULTILINEAIRS

Propriété

Siu:FE x FF — G est bilinéaire. u est continue si et seulement si

Lorsque E et I' sont de dimensions finies, alors toute application bilinéaire
sur £/ x I est continue

Propriété

Soient Iy, ..., E,, F' des K-espaces vectoriels normés. Si E, ..., E, sont de
dimensions finies alors toute application multilinéaire M : Ey x---xXE, — F
est continue. Au quel cas 3k € R?. tel que ¥(x1,...,%,) € By X -+ X By

|M (21, .. z0)|| < o] -l

Exemple: Inégalité de Hadamard
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COMPACITE
(E, |1l z) et (F, ||| z) des K-evns

Définition: Partie compacte

Une partie A de I est dite compacte dans I si toute suite d’éléments de A
admet une valeur d’adhérence dans A

Propriété
1. Tout compact est nécessairement fermé et borné.

2. Tout fermé d’un compact est compact E.

3. Le produit cartésien de compacts est compact

Propriété: Les compacts d'un EVN de dimension finie

Les compacts d’'un EVN de dimension finie sont ses fermés bornés.
Propriété
Soit f € C(A, F') et A un compact de F, alors

(A) est un compact de F'.
(A) est borné et il existe a,b € A tels que

|£(a)|l = inf |[f(z)]| et [[f(0)]| = sup || f(z)]

reA

o f
o f

On dit que f atteint ses bornes de sa norme.

o [' =R, alors f est bornée sur A et elle atteint ses bornes: il existea,b € A
tels que:

fla) = inf f(z) et f(b) = sup f(z)

Définition
On dit que 'application f : A C EF — F' est uniformément continue si:

ve>0, In>0: Veyed, |rz—yll<n=|f(2)-fyl<e

Propriété

Toute application lipschitzienne f : A C £ — F' est uniformément continue.

Propriété: Caractérisation séquentielle de la continuité uniforme

f:ACFE — F estuniformément continue sur A ssi

V(n), (yn) € A, 20 — yn

>O:>f(mn)_

n— -+ o0

Méthode

Pour montrer que f n’est pas uniformément continue sur A on cherche deux
suites (), (yn) € A" tels que z,, — yn, » 0 et f(xn) — flyn) #— 0.

—+00 n—+00
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CONNEXITE PAR ARCS

Définition: Connexité par arcs
1. On appelle chemin de a a b dans A toute application continue vy :
0,1] — A telle que v(0) = a et(1) = b.
2. On dit que A est connexe par arcs si pour tous z,y € A il existe un
chemin de x a y dans A.

Propriété: Convexité et connexité par arcs
Si A convexe alors A est connexe par arcs.

Définition: Partie étoilée
A une partie d’un espace vectoriel normé £ est dite étoilée si Ja € A tel que
Vb € A, |a,b] C A.

Propriété
Toute partie étoilée est connexe par arcs

Propriété: Connexité par arcs et continuité

Soit f : A C E — F continue. Si A est connexe par arcs alors f(A) est connexe
par arcs.

Propriété: Les connexes par arcs de R
Les connexes par arcs de R sont les intervalles.

Théoréme: des valeurs intermédiaires

Soit A connexe par arcs, f € C(A,R) et (a,b) € A* . Alors pour tout m entre
f(a) et f(b) il existe c € A tel que f(c) = m.

Propriété

Soit A une partie d’espace vectoriel normé E. La relation R définie sur A par:
pour tout (z,y) € A*

TRy < Iy € C([0,1], 4), ¢

est une relation d’équivalence.

La classe de a pour cette relation est appelée la composante connexe par arcs
de a dans A est connexe par arcs et notée C(a).

Exemple: Groupe orthogonal

Pourn € N, avecn > 2. On note O,, (R) le groupe orthogonal
O, (R)={Ae M, (R),'AA=1,}
e O, (R) est compact et non connexe par arcs

e Les composantes connexes par arcs de O,, (R) sont O (R) et O, (R).

Soit M une matrice carrée dont les vecteurs colonnes sont Cy,---,C,,. On
note ||C}||, la norme euclidienne de C;. On a I'inégalité suivante :

Propriété

Toute application uniformément continue est évidemment continue

Théoréme: de Heine

Toute fonction continue sur un compact est uniformément continue. CONTACT INFORMATION
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