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Définitions et quelques propriétés

IIHI

E désigne un K-espace vectoriel normé de dimension finie ou K désigne le corps R ou C

- Définitions et quelques propriétés

Séries a valeurs dans un espace vectoriel normé de dim finie

Définition 1

Soit (wy)nen € EV.
On appelle série de terme général u, la suite (S},),-o définie par

n
VneN, S,=) us
k=0

On la note Z Up.
n=0
1€Me somme partielle de la série ) _ u,
n=0

» S, s’appellelan

» u, s’appelle le terme général de la série Z Un
n=0

Remarque :

1. La série Z un est dite réelle si E =R et complexe si E =C.

n=0

2. Le terme général de la série Z u, est donné en fonction de la suite (S,) des sommes partielles par
n=0

up=Soetvn=1u,=8S,-S,-1.

n
3. Soit la suite (U,)nn,. La série de terme général v, est la suite (S,)n>p, définie par Vr = no,S, = Z vp.
k=ng

Onlanote ) vy.
nzng
Quitte a compléter par des zéros on peut considérer que ng =0 .

4. La série Z u, s’appelle la série déduite de Z u, par troncature au rang n.
n=ng n=0

Convergence et divergence

Définition 2

1. On dit que Z u, converge si(S,) converge dans E, la limite de la suite (S,) est appelée somme de la

n=0
+00o
série Z U, notée Z Up.
n=0 n=0

2. Une série est dite divergente si elle n’est pas convergente

Définition 3: Séries de méme nature

Deux séries sont dites de méme nature si, et seulement, si elles sont toutes les deux convergentes ou toutes
les deux divergentes

Propriété 1

Soit Z u, une série, alors pour tout ng € N, les deux séries Z u, et Z u, sont de méme nature
n=0 n=0 nzng

Preuve:
Les sommes partielles de deux séries différent d’une constante.




1.3 Divergence grossiéere

Remarque :

On ne modifie pas la nature d’une série en modifiant la valeur d'un nombre fini de termes.

Propriété 2: Suite et série télescopique

Soit (up,),=0 une suite a valeurs dans E.
La suite (u,),=o et la série Z (Ups1—uy,) sont de méme nature.

n=0
+00
En cas de convergence : Z (WUps1—up)= lim u,—-ug
n—+oo
n=0
| Exemple I
| N |

La série ——— est convergente de somme 1.
,;1 n(n+1) g
. 1 1 1 . 1 1
Pour n e N*, on a =—- et la suite | — converge vers 0, donc Z ——— est convergente
nin+l) n n+l1 nJp=1 sinn+1)
de somme 1. Car
n 1 T1 1 1
Z = Z S, [ — |
i k(k+1) [Tk R+1 n+1 n—+oo

Théoreme 1: Condition nécessaire

Si la série Z u, converge, alors u,

n—+oo
n=0

Preuve:

un:Sn_Sn—l 0

n—+oo

Par contraposée on obtient le résultat suivant

Corollaire 1
Siu, — 0,alorsla série Z u, diverge.
n—+oo

n=0
On dit que la série Z un diverge grossiérement
n=0
Attention
. L. . 1 1 .
11 est possible u, 0 et la série Z u, diverge. Par exemple u, = — —— 0 et Z — diverge.
n—+oco n n—+oo

n=1 n=1

Propriété 3: Série géométrique

Soit q € C, alors la série géométrique Z q" converge si, et seulement, si |q| < 1.

n=0
En cas de convergence
n n
g =—— et VpeN, q =
n=0 1-¢ n=p 1-¢q

Preuve:

» Silql=1, alors q™ /0, donc la série Z q" diverge grossierement
n=0
» Silgl<1l. Pourn=0,0na:
n 1-— qn+1 1
5=0 1-q n—+oo 1—g

La suite des sommes partielles de la série converge si, et seulement, si |q| <1




I.4 Reste d’'une série convergente

Reste d’une série convergente

Définition 4
Soit )" u, une série a valeurs dans E convergente dans E.
n=0

+00o
Le reste d’ordre n de la série est défini par R, := Z uy,
k=n+1

Attention

Pour introduire le reste de rang n d’une série il est nécessaire que celle-ci soit convergente.

Théoréme 2

Soit Y u, une série convergente alors

n=0
+00 n
VneN, Z Up = Z up+R, etR,——
n=0 k=0 noreo
Preuve:
m n m
Pour m=n,ona: Z up = Z up + Z up.
k=0 k=0 k=n
+00 n +00 n
Quand m — +oo, on obtient Z Uup = Z up+Rpet Ry = Z Up— Z up, ——0
n=0 £=0 n=0 k=0 "TT®

WY  Opérations sur les séries convergentes

Propriété 4

Si ) u,et) v, convergent. Alors pour tout A€ K, la série Y (Au, +v,) converge et :
n=0 n=0 n=0

+00 +00 +00
Z(/lun-i-vn):/lz Up+ Z Un
n=0 n=0 n=0

L'ensemble des séries convergentes est un K-espace vectoriel

Preuve:
Utiliser la suite des sommes partielles

Propriété 5

1. Si Z u, converge et Z v, diverge alors Z(un +v,) diverge.

n=0 n=0 n=0

2. Si ) (un+vy) converge, alors Y u, et Y v, sont de méme nature.
n=0 n=0 n=0

Preuve:
Utiliser la suite des sommes partielles

Théoreme 3: Les séries coordonnées

P

Soit = (el, .- ,ep) une basede E et u, = Z Un;e; le terme général de la série Z u,. Alors les assertions
i=1 n=0

suivantes sont équivalentes

1. Z u, converge
n=0

2. Pour tout i € [[1,p]l, la série Z Up,; converge
n=0




1.6 Convergence absolue

+00 P +00
En cas de convergence : Z Up= Z Z Unilei
n=0 i=1\n=0

Preuve:
Utiliser la suite des sommes partielles

Remarque :

Liétude d’'une série vectorielle revient a I’étude de p séries numériques.

I Exemple I
| N |

Soit (Ay)ns0 € Mp o (K)Y, on pose A,, = (a(".) <+ Alors

i )1si\
1 ejeq

Z A, converge si, et seulement, si V(i,j)€[[1,pll x[1,q1, Z a(i';.) converge

n=0 n=0

1<isp
1sj<q

+o00o +o00o )
— n
En cas de convergence, ngfoAn = ngfoai’j

N} Convergence absolue

Définition 5

On dit que la série Z un, converge absolument si la série Z lun || est convergente.
n=0 n=0

Propriété 6

Soit Z u, une série absolument convergente, alors la série Z u, est convergente et

n=0 n=0
+00 +00
Y un||< Y lluyll Inégalité triangulaire
n=0 n=0
Preuve:

p
Soit p=(e1,-,ep) une base de E et Z Up , pour k € [[1, pll les séries coordonnées définies par VneN, u, = Z Un kCh-
n=0 k=1
Avec la norme || . |loo, 01 @ || Up o= max |un i| et
1<i<p ’

Viell,pll, |uni|<lun lloo-

Si la série Z un converge absolument, on en déduit de l'inégalité précédente que les p séries numériques Z Up,; convergent
n=0 n=0

absolument, donc elles convergent et, par suite, la série Z un converge.
n=0
La majoration de la somme résulte alors du passage a la limite & partir de la relation

n

+0o0o
< D lugli< ) llugll
£=0 £=0

n
D uk
k=0

vérifiée pour tout entier n.

| Exemple I
| N |
inf
Pour tout 0, la série Z 5~ est absolument convergente.

n=1

inf 1
En effet, =— et ) — converge.
n

n2 n2 =1 2




Rappels et Compléments sur les séries

I Exemple I
| N |
. (G .
La série Z converge mais pas absolument convergente
n=1

Définition 6: Série semi-convergente

Une série est dite semi-convergente si elle est convergente et non absolument convergente

Définition 7: Série alternée

Une série réelle Z u, est dite dite alternée si pour tout n €N : u,.u,+1 <0.
n=0

Propriété 7: Critéere spécial des séries alternées

Soit Z un une série alternée telle que (|u,l),en décroit et est de limite nulle. Alors
n=0

1. Z u, est convergente
n=0

2. Pour toutneN, |R,|<|up+1letsgn(R,)=sgn(u,+1)

Preuve:

On suppose que un = (-1)"ap, avec (an)p=0 € IRE'}‘ décroit et tend vers 0

n
1. Soit S, = Z (-1 an. Alors la suite (Sg,), >0 est décroissante et la suite (Sop,+1),50 est croissante. De plus Sg,+1 —

k=0
Son " 0 d’out les suites (S2,),=0 €t (S2n+1)n=0 sont adjacentes donc elles convergent vers le méme réel S, donc
n—+oo
(Sn)n=0 converge et par définition la série Z un est converge

n=0

2. PourneN*, ona:
Son-1<S2p+1<8 <82, <Son-2
» Ro, =S-S9, <0, donc
[Ron| =18 =Sgonl =82, —U <Son —Son+1 = a2n+1

d’oit Ro, est négatifet |[Rop| <|ugn+1l
» Ro,i1=U-S9,+1=0, donc
IRon+11=U—S2n+1 <S2n+2—S2n+1 = agn+2

d’ott Rop 1 est positif et [Rop+1| < |ugn+2l
Soit sgn(Ry)=sgn(u,.1)et IRyl <lup+1l

| Exemple I
| N |

="

a

La série Z , ot & >0, est convergente d’aprés le critére spécial des séries alternées. De plus

n=1

1
S—
(n+1)“

o (-1P

a
p=n+1 p

n Rappels et Compléments sur les séries

Critere de majoration

Théoréme 4

Soit ) u, une série a termes positifs.

n=0
Z u, converge si, et seulement si, la suite (S,),>o des sommes partielles est majorée.
n=0




I1.2 Principe de comparaison

+o0o
En cas de convergence Z u, =supS,
n=0 n

Preuve:

Pour tout neN, S,11—Sn =un+1 =0 d'ou la suite (Sp,) est croissante
Z un converge < (Sy) est majorée

n=0

Remarque :

+00
Dans le cas de divergence S, — +oo, alors on écrit Z U, =+o00
n=0

JIBA Principe de comparaison

Propriété 8: Principe de comparaison

Soit Y un, Y v, deux séries a termes positifs telles que :
n=0 n=0

IANeN, Vn=N, 0<u, <v,

1. Si Z v, converge, alors Z u, converge
n=0 n=0
2. Si ) uy diverge, alors )_ v, diverge

n=0 n=0

Preuve:

1. Si Z vy, converge, alors pour tout n =N :

n=0
n N n N n N +00
Sp=Y up=2 up+ Y Upt< Y up Y U< Y up+ ). vn
k=0 k=0 k=N+1 k=0 k=N+1 k=0 n=0

La suite des sommes partielles de Z un, est donc majorée.
n=0

2. Par contraposée

Théoreme 5: Relations de comparaisons

Soit Y un et ) v, deux séries a termes positifs, telles que
n=0 n=0

up=0(y) ouup, =o(vy).

» Si Z v, converge, alors Z u, converge

n=0 n=0
» Si Z un diverge, alors Z v, diverge
n=0 n=0
Preuve:

1l existe M € Rt et N € N tels que upn < mvy, pour tout n =N

| Exemple I
| N |

1 1
Z eV converge puisque e V=0 (—2) et la série Z —; converge
n n

n=0 n=1

Théoréeme 6: Comparaison au moyen d’équivalents

Soit Z u, et Z v, deux séries a termes positifs, telles que
n=0 n=0

Un ~ Un,




I1.3 Regle de Riemann “

alors Z u, et Z v, sont de méme nature
n=0 n=0

Preuve:

Si up ~vp, alors uy =0(y) et vy, =0(uy)

Attention

On peut avoir deux séries dont les termes équivalents mais elles ne sont de méme nature.

Lexemple suivant montre que I’équivalence u, ~ v, n’entraine pas que les series Z un et Z v, sont de
n=0 n=0
méme nature lorsque u, et v, ne sont pas de signe constant a partir d’'un certain rang.

| Exemple I
| N |
On consideére les suites (u,) et (v,) définies pour n = 2 par :
Up = Dy et v,= —(_1)n
"ovn SRV TGS ID

1. Montrer que u, ~ vy.

2. Quelle est la nature des séries Z u, et Z Un ?
n=1 n=2

(-1)"
n

1+

. Up .
1. Comme lim — =1lim
Un

=1, on a bien I’équivalence u, ~ v,

. 1 . .
2. » Comme la suite (— est décroissante et converge vers 0, la série Z u, est convergente d’apres
. . n nz1 n=0
le critére spécial des séries alternées.

. 1 1 1 L " 1 .
» On peut écrire : v, =u, +—+o|—| et v, —u, ~ —. La série a termes positifs Z — est divergente.
n n n n=1

La série Z v, étant la somme d’une série convergente et d’'une série divergente est donc divergente.
n=2

JI] Regle de Riemann

Propriété 9

. . . 1 . .
Soit a € R. la série de Riemann Z — converge si, et seulement, si a > 1
n=1

Preuve:

» Pourtout a#1:

1 11 L (1 1)a—1 a-1
(n-1a-1 pa-l (p-1)a-l n na

. 1 . . . . .
Il en résulte que la série Z — converge si, et seulement si, cette série télescopique de signe constant converge, donc
n=1
si, et seulement si, a > 1.

» Le cas de a =1 est un cas de divergence, car

In(n+1)-1In(n) = ln(l + %

1
La série télescopique Z In(n + 1) —In(n) a termes positifs diverge car la suite (In(n)) diverge, donc Z — diverge
n=1 nz1

Théoréeme 7: Regle de Riemann

A
Soit Z u, une série a terme positifs telle qu’il existe A € R} et a € R vérifiant u,, ~ —. Alors
n=0 n

la série Z u, converge <= a>1
n=0




II.4 Critére de d’Alembert

Preuve:

Par le critére de comparaison

Théoreme 8: Regle de Riemann

Soit Z un, une série a termes positifs.
n=0

1 1
» S’il existe a > 1 tel que u, =0 (—a) ouu,=o0 (—a), alors Z u, converge
n n n=0

1 1
» S’il existe a <1 tel que — =0 (u,) ou — =o(uy), alors Z u, diverge
n¢ n¢

n=0
Critére de d’Alembert

Propriété 10: Comparaison logarithmique

Soit Z Upn, Z v, deux séries a termes strictement positifs telles que
n=0 n=0

Un+l _ Un+l
INeN, Vr=N, 0< 2= < 2=
Un Un

1. Si Z v, converge, alors la série Z u, converge
n=0 n=0

2. Si Z u, diverge, alors la série Z v, diverge

n=0 n=0

Preuve:

La suite (—n) est décroissante & partir de rang N, d’otx pour n = N, on obtient : —~ < i
Un Un UN

En posant A = —N, il vient un < Avy, pour tout n = N. on conclut par le critere de la comparaison
UN

Théoreme 9: Critere de d’Alembert

u
Soit Z u, une série a termes strictement positifs ( a partir d’'un certain rang ) telle que —ntl

n>0 Up n—+oo

/eR?t

1. Si0<¢<1,alors )_ u, converge
n=0

2. Si¢>1,alors ) u, diverge
n=0

3. Si ¢ =1 on ne peut pas conclure.

Preuve:

Un+1 +1

— ¢, alors il existe un rang N & partir duquel ——= <r
Un Un

1. Si0</?¢<1,onchoisitreRtel que 0 < ¢ <r < 1. Puisque

et Z r™ converge, donc la série Z un converge
n=0 n=0

u
2. Si ¢>1, alors il existe un rang N a partir duquel ntl o et Z r" diverge, donc la série Z un, diverge
u

n n=0 n=0

. o . 1 o 1
3. le cas ¢ =1 peut se produire aussi bien avec une série convergente Z —5 qu'avec une série divergente Z —
n n

| Exemple I
| N |

Inn

Déterminez la nature de la série de terme général u, = '
n!

La série est a termes positifs. Pour étudier sa nature, on peut utiliser la regle de d’Alembert. On a :

Un+1 _ 1 elnz(n+1)—1n2(n) - l -0
Un n+1 n

D’apres la regle de d’Alembert, la série Y u, est donc convergente




I1.5 Sommation des relations de comparaison

I Exemple I
| N
. i
Soit x € R. Etudions la série de terme général u,, = -
n!
Soit x € R.
xn
» Six=0,la série Z — converge
n=0 "“*
n n
. - X R . . Un+l || x
» Six #0,la série Z —| est & termes strictement positifs et |— = 0, avec u, = —.
nsol n! Up n+1l n—+oo n!

n

x
Donc la série Z — est absolument convergente par la regle de d’Alembert, donc elle converge.
n=0 1

[ Exemple: Regle de Raabe-Duhamel }

Soit (u,) une suite de réels strictement positifs telle que

1
Ha, B eRExI1, 400, —2L-1-Z +0(_)
Un n nﬁ

Posons pour n e N* : v, = n%u,.
1. Montrer que Inv,+1—Inv, =0 [n—ly) avec y = min(2, §)

2. En déduire qu’il existe 1€ R} tel que u,, ~ %
n

3. Montrer Z u, converge si, et seulement, si a > 1
n=0
n

. e'n!
4. Etudier la série de terme général u, = P
n
Posons pour n e N* : v, = n%u,,.
1. Ona
1\% 1
Untl (1+— (1—9+0(—))
Un n n nb

[rrenofa))l-5ols)

1+0

i) ou y=min(2,p)
nY

2. Onalnv,i1—Inv,=0 (n—ly), donc la série de terme général Inv, 1 —Inv, est convergente, cela signifie
A
. "y . . e
que la suite de terme général Inv,, converge. Posons A =limlnv,, alors limv, = et et donc u,, ~ —.
n

3. Par comparaison avec les séries de Riemann Z u, converge si, et seulement, si a > 1

n=0
. e"n! . .
4. La série Z . est a termes strictement positifs.
n=1
u n \n 1\ 1 1.0(L
il o[ o) (1) = etmnted) < e ol)
Up n+1 n
Un+l 1 1 e"n! .
Donc n—=1+—+0(—2),aveca=——,donc > diverge
Up 2n n 2 ns1 Nt

Sommation des relations de comparaison

Propriété 11

Soit Z v, une série a termes positifs et (u,),>o une suite numérique telles que u, = o(v,).
n=0

+00 +00
1. Si ) v, converge, alors )_ u, est absolument convergente et » uj = o( > vk)
n=0 n=0 k=n+1 k=n+1




I1.5 Sommation des relations de comparaison

n n
2. Si Z v, diverge, alors Z up = O(Z vk)
n=0 k=0 E=0

Preuve:

1. Soit e eR. Comme up =0 (vy), il existe N €N tel que pour tout n =N : |up| < €v,.
Par le critére de comparaison des séries a termes positifs, on déduit l'absolue convergence donc la convergence de la
série Z un . Pourtoutn=N, ona:

n=0
+00o +00 +0o
Xour|< Y furlse X ow
k=n+1 k=n+1 k=n+1

+00 +00
Ce qui prouve : Y uk:o( > vk)
k=n+1 k=n+1
n

2. Si Y vy diverge alors ) vy, +00. Soit € >0 et N € N* tels que pour tout n=N : |up| < evp. Pour n=N
n>0 k=0 "TT®
n N-1 n N-1 n N-1 n
Zuks Zuk+ ZukS Zuk+2|uk|S Zuk+82vk
k=0 k=0 k=N k=0 k=N k=0 k=N
n
Or, Z A +00, il existe N' € N tel que
k=0 "7
N-1 n
Vn=N/, Zuk sstk
k=0 k=0
Pour n zmax(N,N'), on obtient
n N-1 n n
Zuk < Z up|+e Z vkszb‘ka
k=0 k=0 k=N k=0

n n
Ainsi Y uy, :0(2 vk)

k=0

Propriété 12

Soit Z v, une série a termes positifs et (u,),>o une suite numeérique telles que u, = O (v,).
n=0

+o0 +o0
1. Si ) v, converge, alors ) _ u, est absolument convergente et Y  uj = O( Y vk)

n=0 n=0 k=n+1 k=n+1

n n
2. Si )_ v, diverge, alors ) u, =0 (Z vk)
n>0 k=0 k=0

Preuve:
Comme u, =0 (vy), il existe M € R} et N €N tels que pour tout n =N : |up| < M.vy.
1. Du test de comparaison des séries a termes positifs, on déduit 'absolue convergence donc la convergence de la série
Z un . Pourtoutn=N, ona :

n=0
+00 +00 +00
Z Up| < Z lunl<M Z Un
k=n+1 k=n+1 k=n+1
+00 +00
Cequiprouve: Y u,=0| > v
k=n+1 k=n+1
2. Pourn=N
n N-1 n N-1 n N-1 n
Zuk$ Zuk+ ZukS Zuk+2|uk|S Zuk"'Mka
k=0 k=0 k=N k=0 k=N k=0 k=N
n
Or, +00, il existe N' € N tel que
£ v ;
N-1 n
vn=N/, up| < Z vp
k=0 k=0
Pour n = max [N,N'), on obtient
n N-1 n n
Y up|< up|+e Y vp<@+M) Y vy
k=0 k=0 k=N k=0




I1.6 Comparaison série-intégrale

n n
Ainsi Z up, =O(Z vk)

k=0 k=0

Propriété 13

Soit Z U, une série a termes positifs et (u,),=¢ une suite numérique telles que u,, ~ v,. Alors

n=0
1. Y u,et Y v, sont de méme nature.
n=0 n=0

+00 +00
2. Si Z v, converge, alors Z up ~ Z vp.

n=0 k=n+1 k=n+1
n n
3. Si ) v, diverge, alors Y uj~ Y_ vp.
n>0 =0 k=0
Preuve:

Par hypothese u, ~ v, entraine u, — v, = o(vy).
1. Découle de 2 et 3.

2. Si Z vy, converge, d’apreés ce qui précede, on a la convergence de la série de terme général u, — vy, et :
n=0

+00 +00
> (uk—vk)zo( Y vk)

k=n+1 k=n+1

Or, up =(up —vp)+vy et la somme de deux séries convergentes est convergente donc, Z un converge et :
n=0

k=n+1 k=n+1 k=n+1
Ainsi
+00 +o00
XouR~ X vk
k=n+1 k=n+1

n n n
3. up—vn =o(vy) et Z Uy une série a termes positifs divergente, donc Z (up—vp) = 0( Z vk) et par suite Z up —
n=0 k=0 k=0 k=0

n n n n
kaZO(ka),donc Zuk~ ka
k=0

k=0 k=0 k=0

IR Comparaison série-intégrale

Théoreme 10: Comparaison série-intégrale

Soit f une application de [ng,+oo[ dans R, (ng € N) continue par morceaux, positive et décroissante.

n
1. La série de terme général ( f f@)de-f (n)) est convergente.
n-1

nzno+1
+o0o
2. L’intég:ralef f(@)dt et la série Z f(n) sont de méme nature.
no

nz=ng
» En cas de convergence :

+00 +00 +00

[ Trwas ¥ rw< [ roa
n+1 k=n+1 n

» En cas de divergence :

n+1 n n
f fdt< Y flk)< flno)+ f Fode
no no

k=ng

Preuve:

n
1 up= f@)dt — f(n) n’a de sens que pour n = nq+ 1. Puisque [ est positive et décroissante, pour tout n =ng+1, on
n-1

Osup<f(n-1)-f(n),




Cas d’une algébre normé de dim finie
donc
n n
Un= Y, up< Y (F=D-fE)<fng)-f(n)<f(ng).
k=no+1 k=ng+1
un a termes positifs est donc convergente, puisque la suite de ses sommes partielles est majorée.

)3

La série
nzno+1
n
2. Pour n =ng, posons Sy, = Z up, avec la relation de Chasles on obtient :
k=ng
n n k n
up = Z f®)dt - Z f(k)
k=ng+1 k=ng+1vF~ k=ng+1
n
f(k)
n
Z f(k), sont

fnf(t)dt— Y

Un

k=ng+1
k=ng

no

n
Puisque (Un)psng+1 converge, alors les deux suites (Sp)psng et Un)nzng, avec In = f@dtet S, =
no

| Exemple I
| N |

1
—dx et la série Z — sont de méme nature.
a a

de méme nature

n=1

+00
Pour a € R} I'intégrale f
1

m Cas d’une algebre normé de dim finie
On pose K =R ou C . Soit A une K-algébre normée unitaire normée de dimension finie et d’'unité 14.
JIIRR  Série de Neumann
Soit u € A tel que |u| < 1. Alors

1. La série Z u" est absolument convergente.

n=0
+00
2. 1p —u est inversible dans A et on a (14 — u)_1 = Z u”.
n=0

1

3. (s —w) < .
1—lull

On a Vn e N, ||lu”| < |ull™ et Z lull™® converge car |u| < 1 donc Z u™ converge absolument. La finitude de la
n=0

Preuve:
n=0
dimension assure la convergence de la série Z u"
n=0

1.
+00
=Y @'-u")=14- lim u"=1,

2. Par la condition nécessaire et télescopage, on a
+00 +00

Y ut|(la-w)=1a-w) ) u”

n=0 n=0

+00

donc 1a —u est inversible et on a (14 — u)_1 = Z u”.
n=0

1

+00
<Y =
ngo 1 Jlull

+00
> u"
n=0

Par inégalité triangulaire
I(1a-w =

Remarque :
On déduit que le groupe U(A) des inversibles de A contient la boule ouverte de centre 1 et de rayon 1
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[ Application 1: Localisation du spectre d’'un endomorphisme }

Soit E un K-espace vectoriel, | .| une norme d’algébre sur £(E) et u € £(E) alors Sp(u) c Bf(O, [[ul) .

1 1
Soit A € K. On suppose que A > ||u||, alors a ” Zu ” < 1 donc idg — Zu est inversible. Donc Aidg — u est

inversible. On déduit que A ¢ Sp(u) , d’ot1 Sp(v) = Bf(O, [ul)).

[ Application 2: Ouverture de U(A) }

Le groupe U(A) des unités de A est un ouvert de A.

1
Soit u € U(A) et h € A tel que ||k]| < m On a lu Al < llu |kl <1 done 1—u~1h est inversible d’ot1
u

u—h =u(l-u"'h) est inversible.
On déduit que B (u, m) cU(A). Donc U(A) est ouvert.

[ Application 3: Continuité de ’application inverse }

Lapplication f : u— u~! est continue sur U(A).

Preuve:
1
Soit ue UA) et a € ]0, m [, alors B(u,a) c U(A).
u
Soit h € A tel que |kl < a donc u—h € B(u,a), d’ott u—h est alors inversible.
Ona:

Fau-m-fwW=w-N1-vT=w-nTu-t-r)ut=@w-n"Thu!

Donce
If =R~ F@l < lw-m" Al e <1 -e ) e ane < 1@ - et e )2
Ona:
lu ) < lutial < e e <1
donc

1 =L =L

Ia-u"th) 1) < < <
T-lu=tal  1-lu YAl 1-alul|

-12
Donce ||f(u—h)-f@Ww)| < % k1. Lapplication f est alors continue en u , d’ott sur U(A).

IIIB] L’application exponentielle

Propriété 15: Exponentielle d’un élément

n

. 2. u
Soit u € A alors la série Z — converge.
n=0 1

+00 uﬂ
Lapplication sur A définie par u — Z — s’appelle la fonction exponentielle sur A et on la note exp.
n=0 -

Preuve:

n n L . llul™ u™ )
OnaVneN,|lu™|| <|lull” et la série & termes positifs Z converge, donc Z — converge absolument. Puisque A est
n=0 : n=0 "

n
. . . L. u
de dimension finie, alors la série Z — converge
n!
n=0

Propriété 16
Soit u,v € A. Alors
1. exp(0a) =14
2. Siv inversible alors exp(vuv™1) = vexp(u)v!.

3. Siuv =vu, alors
exp(u +v) = exp(u) exp(v) = exp(v) exp(u)
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4. exp(u) est inversible et a pour inverse exp(—u)

5. Pour tout m € Z, (exp(u))™ = exp(mu)

Preuve:
1. exp(OA) = 1A

kv_l, donc pour neN, on a

n (vuv_l)k n uk 1
R
k=0 k! k=0 k!

2. On part de la relation Yk €N, (vuv_l)k =vu

Par continuité de a — vav~! et la caractérisation séquentielle de la continuité, on tire

exp(vuv_l) = vexp(u)v_1

n .k n ,k n uPvq u+v)k -
3. Posons U, = Z -7 Vo = Z o W, = Zwk ou wp = Z 5 = % Notons aussi U, =
k=0 k! k=0 k k=0 pra-k P'¢" kl
T L nopl® o L n wl?lve Mzl +1vh*
Z (R7A LV, = Z vl W, = Zwk on by, = Z lwl? vl _ lwl+lvl) L enfin Oy, = [0,n]2 et A, =
— k! — k! = . plq! k!
k=0 k=0 k=0 p+q=k
{(p,9) €ll0,n]? ,p+g<n}. Ona
uPv? lwl®lol? -~ -
1UnVn—Wnll = Z S T:Unvn_wn
@0 N\a, P T (poeDNa,  PT

Comme |ul, llvl et |ull+ vl sont des réels, on déduit des propriétés de l'exponentielle réelle, que U,V

ellulighvll op W, elul+lvll pone U, V,, — W, 0. Il s’ensuit que U, Vy, — Wy,

n—+oo n—+oo n—+oo
Comme les suites (Un)p=0, (Vn)n=0 et (Wp),=0 convergent respectivement vers exp(u), exp(v) et exp(u +v) et comme

lapplication (u,v) — uv est bilinéaire continue, alors exp(u +v) = exp(u) exp(v)

n—-+oo

0 par encadrement.

4. On prendv=-u

5. Par récurrence sur m €N, puis pour m € Z~ on utilise exp(—u) = exp(u))_1

Méthode: Méthode de calcul de ’exponentielle d’'une matrice }

Soit A e M, (K) :
e Si A =diag(ai,::-,a,) est diagonale alors

exp(A) = diag (e, -+ ,e™)

e Si A est diagonalisable, il existe deux matrices P € GL, (K) et D = diag(a1,...,a,) telles que A =

PDP~!. Donc:
exp(A) = Pdiag(e®,--- e )P}
n-1 Ak
e Si A est nilpotente, alors exp(A) = o
k=0 "*

e Si A est trigonalisable, il existe un unique couple de matrices (D,N)e M, (K)? tel que :

e D est diagonalisable
e N est nilpotente
e DN=NDetA=D+N

Alors

n—-1 Nk
exp(A) = exp(D)exp(N) = exp(D) ) | e
k=0

| Exemple I

| N

. 2 -4
Soit A = (1 _2) € Mg (R). Calculons exp(A).

On a A2 =0, donc A est nilpotente, donc exp(4) = I + A
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f
L

Exemple: Calcul par le polynéome minimal }

Soit A € M, (K) telle que w4

exp(A) =

Soit p €N, il existe ap,b, €K et @ € K[X] tels que

On évalue en 1 et en 2, on obtient {

alors X? =(2° - 1)A +(2-2P)I,,, puis

=(X - 1)(X —2). Calculer exp(A)

XP=Quua+ap,X+0b,

ap+bp

,s0ita, =2P —1et b, =2-2P. Donc si on évalueen A,
2a, +b, =2P

+00 Ap 00 9 +00 9 _ 2p
2 —r Z

p=0 P p=0

I,=(?-e)A+(2e—€?)I,
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