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RESUME DE COURS: SERIESDANSUNEVN DEDIMENSION FINIE
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CONVERGENCE ET CONVERGENCE ABSOLUE

(E, ] .]]) un K-espcae vectoriel normé de dim finie et E u, une série de F
n =0

Définition
On dit que Z u, converge ssi (S,,) la suite des sommes partielles converge

n =0
—+ 00

dans E. la limite de (S,,) est appelée somme de la série Z U, hotée Z U, .

n=0
Une série est dite divergente si elle n’est pas convergente

Propriété: Série télescopique

La série télescopique E (un4+1—uy) converge ssi la suite (u,,) est convergente.

Propriété: Condition nécessaire
Si la série E u, converge, alors la suite (u,,) tend vers 0
n =0

Propriété: Série géométrique

o
Soit g € C. Alors Z q" converge ssi |q| < 1. Au quel cas Z q" =
n=>0 n=0
Propriété: Reste d’une série convergente

Le reste d’ordre n d’une série convergente E un, est défini par R,
n=0

—+ 00 e n
Z ur, eton a: Vn € N, Zun:Zuk+Rn et R, i
k=n-+1 n=0 k=0

Propriété: Séries numériques coordonnées

p
Soit 3 = (e1,--- ,e,) une base de E et u,, = Z un,i€; le terme général de la
i=1
série Z u,,. Alors: Z u, converge < Vi € |1, p|, la série Z Un, i converge

+ 00 p +00
En cas de convergence: E Uy = E E Un.i | €

n=0 i=1 \n=0

Propriété: Critere spécial des séries alternées

Soit Z u, une série réelle alternée telle que (|u,|) décroit et est de limite
n=>0

nulle. Alors: Z u, converge etsgn (R,,) = sgn (u,+1) et |R,| < |upt1]-
n =0

Définition: Convergence absolue

On dit que E u, converge absolument si la série E | un, || est convergente.

Propriété: Convergence absolue = convergence

Si E u, converge absolument, alors la série E u, est convergente.
n=0 n=0
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SERIES A TERMES POSITIFS

Soit Z U et Z v, deux séries a termes positifs.

Propriété: Critére de majoration
n
Z v, converge <= la suite (.S, ) est majorée o1 S,, = Z Vi .

n>0 k=0
—+ 00
En cas de convergence E VU, = SUP S,

n=0 n

Propriété: Principes de comparaison

1. Siu, =o(v,) ouu, = O(v,) alors

0 Z vy, converge = Z un converge.
o Z u, diverge = Z vy, diverge.

2. Siu,, ~v,, alors E U, et E v, sont de méme nature

Propriété: Séries de Riemann

. L . 1 . .
Soit o € R. la série de Riemann E — converge si, et seulement, si a > 1
n

n>1

Propriété: Regle de Riemann

1 1
1. Sida > 1 tel n =0 — n = — |, al .
ida el que u (na> ou U, = (na) a orsZu converge
1 1
Z.E?j . f§ 1 - — n - — n)rs n
il existe « tel que — O (u,) ou — o (uy, ), alors Zu
diverge

A

3. Sl existe A\ > 0 et € R tels que : u, ~ —.
n(){

Alors Zun CVssia>1

Propriété: Critere de d’Alembert

: \ : : Un+1
Si (un), o ne s’annule pas a partir d’un certain rang et nT . e RT
Uy, n— -+ o0

1. S5i0 < /¥ <1, alors Z u, converge

2. S5i¢ > 1, alors Z u, diverge
3. 5i¢ =1 on ne peut pas conclure.

Propriété: Comparaison série-intégrale

Soit f : R™ — R™ une fonction décroissante continue sur R*. Alors

1. La série de terme général u,, = / f(t)dt — f(n) converge.
n—1
—+ 00
2. L’intégrale / f(t)dt et la série Z f(n) sont de méme nature.
0

—+ 00
e En casde CV:Vn € N, /
n+1
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SOMMATION DES RELATIONS DE COMPARAISON

Soit E v, Une série a termes positifs et E u, une série numerique.

Théoreme

1. On suppose que Z v, est| convergente

+0o0 +00
e Siu, = o(v,),alors Zun est AC et Z Uy, = O ( Z vk>

n=>1 k=n+1 k=n+1

+00 +0o0
e Siu, =0 (v,),alors Zun est AC et Z ug = O ( Z vk>

n=>1 k=n-+1 k=n+1

—+ 00 —+ 00
e Siu, ~ v,, alors Z u,, est AC et Z Up ~ Z Vg

n>1 k=n-+1 k=n-+1

2. On suppose que Z vy, est| divergente

e Siu, =o(v,),alors Zuk =0 (Z ka)

e Siu, =0 (v,),alors Zuk =0 (Z fuk)

n

e Siu, ~ v,, alors Z w,, est DIV eti Up ~ ka

n>1 k=0 k=0

SERIE DE NEUMANN ET SERIE EXPONENTIELLE

Soit A une K-algebre normée unitaire de dimension finie.

Propriété: Série de Neumann

Soitu € A tel que ||u || <1

1. La série E u'" est absolument convergente.
n =0

+0o0
2. 14 — u est inversible dans A et (14 —u)” " = Z u”.
n=0

1
1 — |Jul|

3. (e —u) 7l <

Propriété: L'application exponentielle
n

Soitu € A, alors la série E — est absolument convergente.
n!
n =0

s’appelle la fonction exponentielle sur A.

Propriété

Soit u,v € A tels que u X v = v X u, alors exp(u + v) = exp(u) X exp(v)
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