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RESUME DE COURS: SUITESDE FONCTIONS
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CONTEXTE

(frn)nen est une suite de fonctions définies sur A a valeurs dans F' ou A C F avec
E et F' sont de K-espaces vectoriels normés de dimensions finies. [ intervalle de R
d’intérieur non vide.

MODES DE CONVERGENCE

Définition: Convergence simple
e On dit que (f,), converge simplement sur A si pour tout z € A la suite

(fn(x)) converge dans F.
e On appelle limite simple de la suite ( f,,), la fonction f € F'* définie par:

Ve € A, f(x) = nE)I—II—loo fn(x) et on écrit f, CXS > f

Définition: Convergence uniforme

On dit que la suite de fonction ( f,), converge uniformément vers f si:

1. Il existe ng tel que Vn = ng, f, — f est bornée

CvVU CVU
" fou fu < f

On note f,,

Propriété: caractéristique

‘ol
et

(3(5,”) e RY, telle que lime, =0
Vo€ A, | fule) = f@) | <en aper

n— -+ o0

Propriété: La non convergence uniforme

Si A(x,) € AN tq (fn(zn) — f(zn)) 4 0, alors f,, ne converge pas uniformé-
ment vers f sur A

Théoréme: de la double limite
Soita € A.

o Vn €N, lim f,(x) existe et vaut b,, € F;

r—a

o o f

A

La suite (b,,) converge ;

Alors: -« f admet une limite en a;

* RS = At

r—a \ n—+oo

Autrement-dit: lim ( lim f,(z)
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CONTINUITE

Propriété: Continuité par convergence uniforme

o Vn € N (ou a pcr) f,, est continue sur A;
CVU

A

O

Alors: f est continue sur A.

Propriété: Continuité par convergence uniforme sur tout compact

/

o Vn € N (ou a pcr) f,, est continue sur A;

o fn — f sur tout compact inclus dans A.
\

Alors: f est continue sur A.

Si A est un intervalle de R, on remplace compact par segment

INTERVERSION LIMITE ET INTEGRALE

Théoreme: d’interversion limite et intégrale

Soit ( f,,) une suite de fonctions de |a, b| dans F

(o VneN (ou a pcr) f,, est continue sur le segment |a, b|;

o (fn) converge uniformément sur |a, b)

\

e lim f, estcontinue sur |a, b];

b
Alors: J® La suite ( / fn) converge;

e On allinterversion lim / fn(t)dt = /

n— + o0

lim £, (t) dt

n— -+ o0

Propriété: Convergence uniforme et primitivation

Soit ( f,,) une suite de fonctions continues définie de I a valeurs dans F. de
C(I, F) telle que ( f,,) converge uniformément sur tout segment inclus dans I
vers f. Pour tout a € I, on pose

gpzazl—>/ f(t)dtetVnEN,gpn:a“lH/ frn(t)dt

Alors (p,,) converge uniformément sur tout segment inclus dans I vers ¢

THEOREME DE CONVERGENCE DOMINE

Théoréme: de convergence dominée (Intervalle quelconque)

Soit ( f,)nen une suite de fonctions de I a valeurs dans K telle que :

o Pourtoutn €N, f,, € C,, (I,K);

o fn C;/S>fECm([,K);

o il existe ¢ € C,, (I,R") intégrable telle que:
Vn e N, |fn| <

Si:

¢ [hypothese de domination]

e [esapplications f, et f sont intégrables sur I;

Alors: ,
e La suite ( / fn> converge et lim / frn = / f
I A I

Les mathématiques en prepas

REGULARITE DE LA LIMITE

Théoréme: d’interversion limite et dérivée. Classe C!
Si:

Vn €N, f, estde classe C' (I, F);
(fn) converge simplement sur I;
(f)) converge uniformément sur tout segment inclus dans 1.

lim f, € C'(I,F);

n—-+oo

/
(Jim, 5 )

(fn) converge uniformément sur tout segment inclus dans I.

lim
Jim fr;

Propriété: d’interversion limite et dérivée. Classe C”
Soit p € N*,
o VneN(ouapcr)f, € CP(I, F);
o Vke|0,p—1], ( (k)> converge simplement sur I;

o (fn < )) converge uniformément sur tout segment inclus dans I.

e lim f, estde classeCP sur I;
T —> 100

o Vk € [0, p], ( (k )> CVU sur tout segment inclus dans I ;

e On a les interversions

(k)
Vk € [0,p], ( Exfoo fn) — nEI—Il—loo f(k)

Propriété: d’interversion limite et dérivée. Classe C>

VneN (ouapcr) f, € C®(1, F);
La suite (f,) CS sur I;
Vp > 1, ( P )> CVU sur tout segment inclus dans I.

lim f,, estde classe C*™ sur I;
n— -+ oo

vk > 0, f\") CVU sur tout segment inclus dans I;
On a les interversions

n— -+ oo n—-+oo

(k)
Vk € N, <hm fn> = lim f(k)
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CONTEXTE

(frn)nen est une suite de fonctions définies sur A a valeurs dans F' ou A C F avec
E et F' sont de K-espaces vectoriels normés de dimensions finies. Le plus souvent,
E =F =Ret A= I unintervalle de R d’intérieur non vide.

n

On note, pour tout entier naturel n : S,, = Z fr
k=0

MODES DE CONVERGENCE

Définition: Convergence simple

On dit que Z frn converge simplement sur A, si Vx € A la série Z fn(x)

n=0 n=0

+00
convergeet f : v — Z fn(x) est appelée sa somme.
n=0

Définition: Convergence absolue

On dit que Z fn converge absolument si la série de fonction Z | fn || con-
verge simplement.

Définition: Convergence normale

Soit (fn)nen € (B(A,K))". On dit que Z fn converge normalement si la

série numérique Z | frlloo converge.

Propriété: caractéristique de la convergence normale

> fn converge normalement (cvn) sur A si, et seulement si,

(

e J(a,) eRLN /VneNVzeA:|ful@)] < an
0 Z a, converge

Propriété: caractéristique de la convergence uniforme

E fn converge uniformément sur A si, et seulement, si E Jn converge sim-

—+ 00
plement sur A et Z Tk
k=n-+1

Propriété: Condition nécessaire

Si E fn converge uniformément sur A, alors f,

Propriété: Cas d'une série alternée

On suppose que F' = R.
SiVx € A, la série Z fn(x) est alternée vérifiant le CSSA, alors Z fn con-

n=>0

verge uniformément sur A si, et seulement, si f,,

Propriété: Comparaison des modes de convergence

CU
AN
N CS

Toutes les autres implications sont fausses.
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INTERVERSION lim ET )

Propriété: Interversion limite-somme

o Z fn converge uniformément sur A;
n =0
o YneN, f,(x) — ¥, € Fouac A

r—ra

La série E ¢, converge;

n=0
—+ 00

La somme E f,, admet une limite en a;

n=0

+00 +00 +00
lim » fo(@) =) fn=) lim fu(x)
n=0 n=0 n=0

CONTINUITE

Propriété: Continuité par convergence uniforme sur tout compact

(o VneN,f, €C(A,F);

0 E fn converge uniformément sur tout compact inclus dans A.
\

-+ 00
Alors : la somme E fn, est continue sur A.

Si A est un intervalle de R, on remplace compact par segment

INTERVERSION )  ET

Propriété: Intégration terme a terme sur un segment

(O \V/TLENyfn EC([CL?b]?F);

Si:
o E fn converge uniformément sur |a, b).
\

@)
o E fn est continue;

= ([ 5) everons]" (5 o) o= 5 ([ 0

Théoreme: Convergence dominée (Intervalle quelconque)

o VneN, f,: I — K est contnue par morceaux et intégrable;

o La série E fn converge simplement sur I de somme f;
n =0
o f estcontinue par morceaux sur I;

o La série Z / | frn| converge.
I

n =0

e [a fonction f est intégrable sur I;
+00 +0o0
I RN OIS Y i
1 'In:O n=0 1

Enoutre: [ |1 =/Ir§)fn\ <§/J\fn!.
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REGULARITE DE LA LIMITE

Théoréeme: Dérivation terme i terme: Classe C!
Si:

VneN, f, € C1(I, F);

La série Z fn converge simplement sur I;

n=0
Z f, converge uniformément sur tout segment inclus I.
n=0

+00
an cC'(I,F);
n=0

+ 00 / +00
j% — fn7
n=0 n=0
La série E fn converge uniformément sur tout segment inclus I
n=>0

Théoreme: Dérivation terme a terme: Classe C?
Soitp > 1.

o VneN,f,eCP(,F);
o Vke[0,p—1], Y f¥ CSsurl;
n =0
Z f\P) converge uniformément sur tout segment inclus dans I.
n =0

—+ 00 (k) —+00
vk € [0,p], (Z fn> => ¥
n=0 n=0

Vk € [0,p], Z fék) converge uniformément sur tout segment C
n=>0

+00
{ anECP(LF)Q

Théoreme: Dérivation terme a terme: Classe C°
o VYneN,f, eC®,F);
o Z frn converge simplement sur I;
n=>0

o Vp =1, Z f\P) converge uniformément sur tout segment C 1.
n =0

+00
: la somme Z fr, estde classe C*>° surl etona:

n=0

100 (p) + 00
Vp € N, (Z fn) =) o
n=0

n=0
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