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Intégrales généralisées

K désigne R ou C et a < b deux éléments de R

- Intégrales généralisées

Intégrale sur un intervalle [a, b[

Définition 1

Soit (a,b)eRxR, a<b, f:la,bl— K une application continue par morceaux sur [a,bl.
On dit que 'intégrale généralisée de f sur [a,b[ converge si la fonction intégrale partielle

[a,b] — K
Yy = ff(t)dt

admet une limite finie en b. Auquel cas on définit la valeur de I'intégrale

b x
f F(®)dt = imF(x) = lim f F)dt

b
elle est aussi notée : f ou f f.
[a,bl a

Si I'intégrale ne converge pas, on dit qu’elle diverge.

, oo ]
Exemple: Etude de f —dt
0 1+¢2
2 +00 1
Etudions la convergence de I'intégrale f dt.
0 1+¢2

La fonction ¢ — 1 est continue sur [0, +oo[. Pour x € [0, +0o0[, on a

+¢2

LI |
f d¢ = arctan(x) z
0o 1+1¢2 x—+o0 9

+00 1 +o00o 1 bid
Ainsi f dt converge et f ——dt=—
0o 1+¢2 g 0o 1+¢2 2

+00

Exemple: Etude de f sin(¢)d¢
0

+o00o
Etudions la convergence de I'intégrale f sin(z)dz.
0

La fonction # — sin(¢) est continue sur [0, +oo[. Pour x € [0, +oo[, on a

fx sin(¢)dt = 1 —cos(x),
0

+00
or cosinus n’admet pas de limite en +co d’ou f sin(¢)d¢ diverge
0

Propriété 1

+00

Soit A € R, alors I'intégrale f e Mt si, et seulement si, A € R}.
0




I.1 Intégrale sur un intervalle [a,b[

Dans un tel cas

* oo -\t 1
VﬂER_H f e dtZZ
0

Démonstration. La fonction ¢ — e~ est continue sur [0, +oo[. Pour x € [0, +oo[, on a

X X sil=0
f e_’”dtz 1—e M
0 ——— siA#0

X
» Si =0, alors f e Mdt=x i o0 donc elle diverge.
—+00

0

¥ 1-e ™ 1
» SiA<0, alors f e Mdt="—— — = doncelle converge.
0 A x—400 A
x 1- e—/Lx
» SiA>0, alors f e Mdp="—— +00
0 A x—+00

+00
Ainsi f e M dt converge si, et seulement si, A € R* et
0

. +00 iy 1
VAER_H e dtzz
0

O

\. J

Définition 2

Deux intégrales généralisées sont dites de méme nature si, et seulement, si elles sont simultanément
convergentes ou simultanément divergentes

Propriété 2: Localisation

Soit f :[a,b[— K une application continue par morceaux sur [a,bl et c €]a,bl.

b b
Alors les deux intégrales f f()dt et f f(t)d¢ sont de méme nature.
a c

Lorsqu’elles convergent on a :

b c b
ff(t)dt:f f(t)dt+f f(tdt
De plus
b
f f(t)dt—b»O

Démonstration. Pour x € [a,b[, on a
X C X
r=lr) s
a a c

donc une intégrale partielle converge si, et seulement si, 'autre converge aussi. En cas de convergence

fcbf(t)dt:fabf(t)dt—facf(t)dtE»O




1.2 Intégrale sur un intervalle Ja, b] “

WA Intégrale sur un intervalle Ja, b]

Définition 3

Soit (a,b)eRxR, a<b, f:la,b]l— K une application continue par morceaux sur [a,bl[.
On dit que ’'intégrale généralisée de f sur la,b] converge si la fonction intégrale partielle

la,b] — K
G: b
x — f f@)dt

admet une limite finie en a. Auquel cas on définit la valeur de I'intégrale

b b
/f(t)dtzli;nG(x)zliénf f@)de

b
elle est aussi notée : f ou / f.
la,b] a

Si I'intégrale ne converge pas, on dit qu’elle diverge.

1
Exemple: Etude de f In(z)d¢
0

1
Etudions la convergence de I'intégrale f In(2)dt.
0

La fonction ¢ — In(#) est continue sur ]0,1]. Pour x €]0,1], on a

1

1
j'hﬂndtzuhmw—ﬂ;=—1+x—thm

x—0%

1 1
Ainsi f In(¢)dt converge et f In(z)dt =-1
0 0

1

Exemple: Etude de f

1
—dt
ot

. 11
Etudions la convergence de I'intégrale f n dt.
0

La fonction ¢t — In(¢) est continue sur ]0,1]. Pour x €]0,1], on a

+00

1
j'%mznmnﬁz—mu)

x—0*

11
Ainsi f ;dt diverge.
0

Propriété 3

Soit f :]Ja,b] — K une application continue par morceaux sur la,b] et c € la, b].

c b
Alors les deux intégrales f f@)dt et f f(t)d¢ sont de méme nature.
a a

Lorsqu’elles convergent on a :
b c b
f f@®dt =f f(t)dt+/ f@®dt
a a c

De plus
c
f f)dt—0
a c—a




1.3 Intégrale sur un intervalle ouvert ]a, b[

Démonstration. Pour x € ]a,b], on a
b c b
Lr=lr] s
X X c

donc une intégrale partielle converge si, et seulement si, ’autre converge aussi. En cas de convergence

c b b
ff(t)dt:f f(t)dt—f f)dt—0

IBY Intégrale sur un intervalle ouvert Ja, b[

Définition 4

b
Soit —co<a <b < +oo et f :]a,b[— K continue par morceaux. On dit que I'intégrale f f()dt converge si
a

on a les conditions équivalentes

c b
1. Il existe c €]a, bl tel que les deux intégrales impropres/ f()dt et/ f(#)dt convergent
a c

c b
2. Pour tout c €la, b, les deux intégrales impropres f f()dt et f f(t)dt convergent
a c

y
8. L’application (x,y) — f f(t)dt admet une limite quand x tend vers a et y tend vers b indépendamment
I'un de I'autre. *

En cas de convergence, on pose

b c b
f F()dt = f F@)dt + f f(®)dt = lim " .

y=b ¥

Démonstration. Découle immédiatement de la relation de Chasles. O

Remarque :

L'étude d’'une intégrale généralisée revient a étudier une intégrale ou deux intégrales sur des intervalles

semi-ouverts

IRy Intégrales de Riemann

Théoréme 1: Riemann en +oco

Soit a un réel. Alors

+00 1
f — dx converge si, et seulement si, @ > 1
10X

Dans un tel cas

. . 1 . .
Démonstration. La fonction ¢ — — est continue sur [1,+ool donc elle est continue par morceaux sur [1, +ool.

Soit alors x € [1, +oo[

*1
> Sia#l, | —dt= lme _q
ia# fl pr 1_a(x )
+0o +oo 1
> Sia>1, lim xl_“:Od’oﬁf —dx converge etf —dx=—
x—+00 1 x® x® l-«a




Propriétés

+00 +00

1
—dx diverge et f —dx =400
xa a

> Sia<l, lim x'%=+oo dou f
xX—+00 1

1
+00

1
+oo d’ou f —dx diverge
10X

*1
> Sia=1,f ;dt=ln(x)
1

x—+00

O
Théoréeme 2: Riemann en 0

Soit @ un réel. Alors
11
f —adx converge si, et seulement si, @ < 1
0 X

Dans un tel cas

1
Démonstration. La fonction ¢t — i est continue sur ]0, 1] donc elle est continue par morceaux sur ]0,1].
Soit alors x €]0,1]

> S‘a¢1f11dt 1 (1-x1"9
1 s —at=——(>10-
x 19 l1-a )

1
> Sia>1, limx'™® = +oo d'ott f —dx diverge
0+ 0 x%
. . 1-a N 11 11 1
> Sia<l, limx "% =0dou —dx converge et —dx=——
0+ 0 x% 0 x¢ l-a

11 11
» Sia=1, f —dt =—1In(x) +oo d’ol f —dx diverge
X t x—0F 0 X

O
Propriété 4: Riemann en un point

Soit a,b € R tels que a < b

b1
1. f dx converge si, et seulement si, a <1
o (x—a)®

b1
2. f ———dx converge si, et seulement si, @ < 1
o (b—x)%

n Propriétés

Soit I un intervalle de R non vide et non réduit & un point.

Linéarité

Soit A€ K, f,g deux applications continues par morceaux sur I a valeurs dans K.

Si f f@)dt et [g(t)dt convergent, alors f(f + Ag)(¢)dt converge et on a :
I I I

f Af +g)@t)dt =7 f fde + f g(t)dt
I I I

Démonstration. On prouve le résultat lorsque I =[a,b[ ot a € R et b € R. Soit x € [a,b[, on a

f "Af+@)Odt =1 f " rdt+ f " gyt




I1.2 Fonctions complexes

Comme fx f@)dt —b>ff(t)dt et fxg(t)dt Py fg(t)dt, donc
a x—= I a x— I
f x(/lf +g)(t)dt—>b A f f@dt + f g(tydt
a x— 1 1
Ainsi [ (Af + g)(#)dt converge et
1

f(/lf+g)(t)dt=/1ff(t)dt+fg(t)dt
I I I

Remarque :

1. On n’utilise pas la linéarité d’une intégrale généralisée avant d’avoir établi la convergence des inté-
b b

grales généralisées f f@)dt et f g(®)dt. En effet il y a un risque de décomposer une intégrale
a a

généralisée convergente en une somme de deux intégrales généralisées divergentes.

b b b
2. Si f f@)dt et f g(#)dt convergent on ne peut pas conclure que f f(t)g(t)dt converge.
a a a

I Exemple I
| N
11 11 11 2
——dx conver, eetf —dxzf (—) dx diverge
.[0 VX g 0 X 0 \vx g

I Fonctions complexes

Théoreme 4: Conjugaison

Soit f : I — C continue par morceaux I. Alors

f f(t)dt converge si, et seulement, si f f()dt converge.
I I

En cas de convergence

f FOdt = f F@dt
I I

Démonstration. On prouve le résultat lorsque I =[a,b[ ol a € R et b € R. Soit ¢ € [a,b[, on a

f " rdt = f FDdt

b b_
Donc les deux intégrales f f@)dt et f f()dt sont de méme nature. En cas de convergence
a

fab F)dt = fabmdt

O

Théoréeme 5: Conjugaison

Soit f : I — C continue par morceaux I. Alors les assertions suivantes sont équivalentes

1. f f converge.
1

2. f Ref et f Imf convergent
I I




I1.3  Positivité

En cas de convergence

flfzflﬂef+if11mf

Démonstration. On prouve le résultat lorsque I =[a,b[otaeRet b e R. Soit c € [a,b[, on a

faxfzfax,%ef+ifax1mf

b b b
Donc 1’ intégrale f f()dt convergen si, et seulement si, les deux intégrales et f Ref et f Imf
a a a

convergent . En cas de convergence
ffzf%ef+if1mf
I I I

+00 +00
Exemple: Convergence et calcul des intégrales f cos(wt)e ' dt et f sin(wt)e " d¢
0 0

+o0o
Calculons la valeur de I'intégrale f cos(wt)e ! dt.
0

+o00 . .
Introduisons f oDt gz Lapplication ¢ — ei@-1¢ ogt continue sur [0, +oc[ et pour x € [0,+00[, on a :

0
x x o,
f eLwte—t dt=f e(Lw—l)t dt =
0 0

+o0 +oo +oo
Donc f el g4 converge, donc f cos(wt)e ' dt et f sin(wt)e " d¢ convergent de valeurs
0 0 0

eliw—1t ]x 1 _ 1+iw

iw—1

0 a=+0 1—iw  1+w?

w
1+ w?

+o00 1
f cos(wt)e™ dt =
) 1+

+00
5 et f sin(wt)e™? dt =
w 0

JI] DPositivité

Théoreme 6: Positivité

Soit f : I — R continue par morceaux sur I.

Si / f(t)dt converge et f est positive sur I, alors / f)dt=0
I 1

Démonstration. On prouve le résultat lorsque I = [a,b[. Soit ¢ € [a,b[, 1a fonction f est positive sur [a,c],

c b
donc f f()dt =0, et par passage a la limite lorsque ¢ tend vers b, on obtient f f@)de=0 O
a a

.
Théoreme 7: Croissance

Soit f,g : I — R continues par morceaux sur I.
Siff(t)dt et fg(t)dt convergent et f < g surl, a]ors[f(t)dt < fg(t)dt
I I I I

Démonstration. g—f est continue par morceaux et positive sur I et / (g — f) converge, donc par linéarité
I

et positivité de I'intégrale, on obtient f f@)dt < f gt)dt O
1 1




Critére de convergence des fonctions positives

Propriété 5

Si f : I — R est continue, positive telle que f f converge et f f=0alorsf=0surl
I I

Démonstration. On prouve le résultat lorsque I =[a,b[. Soit c € [a,b[, on a
c b
Osf f(t)dtsf f@®)dt = 0;
a a

c
on en déduit que f f()dt =0 d’ot1 on en déduit que Vte€[a,c]: f(£)=0 soit en particulier f(c) =0. O
a

m Critere de convergence des fonctions positives

Dans cette sectiona cRet beR aveca < b

JIIRR Critéere de majoration
Théoreme 8: Majoration

Soit f :[a,b[— R* continue par morceaux [a,bl[.

b 63
f f()dt converge < AM e R, tel que Vx € [a,bl f fdt<sM
a a

X

Démonstration. Soit F(x) = f f(@&)dt, f =0 alors F est croissante sur [a, bl[.

a
b
f f(@)dt converge équivaut a F' admet en b une limite finie ; puisque F est croissante, cela équivaut a F

a
est majorée O

JIIBA  Critere de comparaison

Théoreme 9: Théoreme de comparaison

Soit f,g : I — R* continues par morceaux sur I telles que f < g surl.

1. Si f g converge alors [ f converge et f f < f g
I I I I

2. Si f f diverge alors f g diverge
I 1

Démonstration. On prouve le résultat lorsque I =[a,b[ola eR et b € R.
b
1. Supposons f g(t)dt converge, alors pour tout x € [a,b[, on a

a

x x b
f FOdt < f g(t)dt < f g(t)dt,

X
d’ot1 x — f f(t)dt est majorée, du théoréme 8 on en déduit la convergence de I'intégrale généralisée
a

b b
f f()dt. Par le théoréme 2 on en déduit la convergence de / f@)dt
c a

2. se déduit de 1 par contraposition




I11.3 Comparaison série intégrale

+00
Exemple: Intégrale de Gauss f e dt
0

. too o
Etudions l'intégrale f e ' dt.
0

t

. _ _s2 . .
Les deux fonctions t— e~ ! et t— e~! sont continues sur R* donc continues par morceaux sur R*

2 —t

Vtel[l,+ool e <e

+00 +oo +0o

Comme l'intégrale f et dt converge

1

Théoreme 10: Domination

Soient f,g :[a,b[— R* continues par morceaux sur [a,b[.

e~tdt converge d’oix f

2 .
e~ dt converge puis f
1

0

b b
1. Sif(t) = O(g(®)) etf g()dt converge a]orsf f(#)dt converge

b b
2. Sif(t) = o(g(?)) et f g(t)dt converge alors f f()dt converge
a a

Démonstration. 1. Supposons que f(¢) = O(g(t)) alors il existe c € [a,b[ et M € R* tel que
tele,bl = f<M.g(t)

b b
comme f g(t)dt converge, d’apres le théoréme de comparaison 9 on en déduit que f f()dt converge
c c

b
ainsi que f f(t)dt converge
a

2. Si f=o0(g)alors f =0(g)
O

\.

Théoreme 11: Domination

Soient f,g :[a,b[— R* continues par morceaux sur [a,b[ telles que

f@ > g()
alors

b b
f g®dt et[ f()dt sont de méme nature.
a a

b b
Démonstration. Si f(¢) > g(t) alors f =0(g) et g =O(f), donc f f@)dt et f g(t)dt sont de méme nature
a a
O

Théoreme 12

Soit f : Rt — R* une fonction décroissante continue par morceaux sur R*
+o0o

L’intégrale f(t)dt et la série Z f(n) sont de méme nature
0




Intégrabilité

n+

1
Démonstration. SoitneN,on a f(n+1) sf f@)dt< f(n), dou VN e N*

n

N-1 N N-1
Z f(n+1)<f0 fx)dx < Z f(n)
n=0 n=0

N N N
soit 3 f(n) - f(0) < fo F@dz< Y Fn).
n=0

=0
" +00 N +00
» Si f(t)dt converge alors Z f(n)< f f(x)dx + f(0) du théoréeme de majoration pour les séries
0 n=0 0
a termes positifs. On en déduit que Z f(n) converge
N N +00
» Si Z f(n) converge alors f fx)dx < Z f(n) < Z f(n), du théoréme de majoration 8 I'intégrale
0 = =
oo n=0 n=0
f f(t)dt converge
0
O
| Exemple I
| N |

a1 1
Pour a e R f —dx et )| — sont de méme nature
10X n

Intégrabilité

INVAR Intégrabilité

Définition 5

Soit f : I — K continue par morceaux I alors |f| est continue par morceaux I.

On dit que l'intégrale f f(t)dt est absolument convergente ou f est intégrable sur I si, et seulement, si
I

/ |f(t)|dt est convergente
I

Théoreme 13

Soit f : I — K continue par morceaux I.

Si f est intégrable sur I, alors f f(t)dt est convergente et
I

‘ fI f(Hdt

< f £ (8)] dt
I

Démonstration.
» Lorsque f est positive, rien a démontrer.
» Lorsque f est réelle. On considére les deux applications
f+:{1—»uqz o f_:I—»[R{
x +— max(f(x),0) x +— max(—f(x),0)
Ces deux applications sont continues par morceaux et positives sur I et elles vérifient

IfFl=Ff"+f" et f=f"—f"

Donc f* < |f| et f~ <|f|.Donc les deux intégrales f ftet f [~ convergent puis, par opérations algé-
I I

Jr=he=hr

briques f f converge et
I




IV.2 Intégrabilité par comparaison
En outre
Uf(t)dt sff++ff‘=f|f|
I I I I

» Lorsque f est complexe. On écrit f = Zef +iSmf. Les deux applications Zef et Smf sont conti-
nues par morceaux sur I. Puisque |Ref|,|Imf| < |f], on a, par comparaison de fonctions positives, les

intégrales f |Ref]| et f |Im f| convergent donc f Ref et f Imf convergent puis par opérations [; f
I I I I

converge aussi. Enfin, par inégalité triangulaire des intégrales sur un segment, on obtient

Ulf’=fllf|

O
Définition 6
Soit f : I — K continue par morceaux I

Si f f converge et f |f| diverge on dit que f [ est semi-convergente
I I I

[ Exemple: L’intégrale de Dirichlet ]

+00 Si

Montrons que f ——dx est semi-convergente.
1 x

. sinx . .
» La fonction x — —— est continue sur [1,+oo[ donc elle est continue par morceaux [1,+ool.
x

A l'aide d’une intégration par parties on écrit :

*sint cosXx * cost
V=1 ——dt=cosl— - —2dt
1 ¢ x 1t

+00 Si

1 +0 cost . e L nx
Or — —0et —— = O|—|donc ——dt converge ainsi que l'intégrale ——dx converge.
x oo 2 +oo  |#2 1 12 1 x

. sinx
» La fonction x — ‘—
x

est continue sur [1,+oo[ donc elle est continue par morceaux [1, +ool.

sinx sinZx 1 cos2x
V=1 = =—-
x X 2x 2x
 cos2x

par une méthode analogue on montre que f
1

+00
dx converge. Comme f z—dx diverge alors
1 x
+%0 | sin x|
f dx diverge
1 x

INV#Y  Intégrabilité par comparaison

Théoréme 14: Domination

Soit f: 1 — K et g:I — R* continues par morceaux sur I.

Si|fl<gsurl et fg(t)dt converge alors [ est intégrable sur I.
I

Théoreme 15: Domination

Soit f :[a,b[— K et g:[a,b[— R" continues par morceaux sur [a,bl.

b b
Si f () ? O(g(t)) ou f(t) ? o(g(t)) etf g(t)dt converge alorsf f(t)dt converge




IV.3 Inégalité de Cauchy-Schwarz 13

Théoreme 16: Domination

Soit f :[a,b[— K et g:[a,b[— R" continues par morceaux sur [a,bl.
Si
f@® > &)

alors

b b
f g(t)dt etf f()dt sont de méme nature.
a a

IAV®BY Inégalité de Cauchy-Schwarz

Théoréeme 17: Inégalité de Cauchy-Schwarz

Soit f,g : I — R continues par morceaux sur I. Si ff2 et fgz convergent alors ff.g est
1 1 1

fr) <[ [

absolument convergente et

1
Démonstration. En développant (|f]—|g)? = 0 on déduit que |fg| < 5( F2+ g2%) ce qui assure la convergence

b
absolue de f f(®)g(t)dt. De I'inégalité de Cauchy-Schwarz appliquée a un segment, on obtient, par passage

(ral <

a
a la limite aux bornes de I

H D

Théoréme 18

Soit f,g : I — R continues sur I telles que f F2 et f g2 convergent, alors
I 1

(fzf'g)2 :flfzflgz < (f,g) est liée

Démonstration. Utiliser le théoréme 6 O

\M Regles de Riemann

AR Regles de Riemann en +oo

Théoréeme 19

Soit f :[a,+ool— K continue par morceaux sur [a,+oo[ ot a € R.

A
S’il existe A e K* et a € R tels que f(t) Fo alors
{0.0]

a’

f est intégrable sur [a,+oo[ si, et seulement si, @ > 1

A A
Démonstration. S'il existe 1 € K* et a € R tels que f(¢) ~ —, alors |f(#)| ~ —l l, donc les deux intégrales
+oo & +oo &

+o0o +o00o 1
f £ () dt et f pr d¢ sont de méme nature ou ¢ = max(a, 1) O
(4 c




V.1 Regles de Riemann en +oo
Théoreme 20

Soit f : [a,+oo[— K continue par morceaux sur [a,+ool ot a € R.
S’il existe a €]1,+ool tel que t*f(t) 0, alors f est intégrable sur [a,+ool

t—+oo

Démonstration. Supposons a €]1,+oo[ tel que t*f(¢) P 0, alors il existe ¢ = max(a,1) tel que Vi e R
—+00
tzc => 0<tIf(HI<1
1
= 0<|f@)I< r

+oo 1 +0o
Or f t—adt converge, du théoréme de comparaison on en déduit que f |f(®)|dt converge O
c c

. J

Théoréeme 21

Soit f :[a,+ool— R continue par morceaux et positive sur [a,+ool ot a € R.
+00
+00, alors f(t)dt diverge
a

S’il existe a €] — oo, 1] tels que t*f(¢)

t—+oo

Démonstration. Supposons a <1 et t*f(¢) +o0 alors il existe ¢ > 0,c > max(a,1) tel que VteR

t—+o00
tzc => t%f(t)=¢

- f(t)aztia

+oo 1 +oo
Or f t—adt diverge, du théoréme de comparaison on en déduit que f f()dt diverge. O
c c

{ Exemple: Intégrales de Bertrand }

2 +00 1
Soit a et B deux réels. Etudions la convergence de 'intégrale f ——dx.
2 x¢ (lnx)ﬁ

1
Papplication x — m est positive continue sur [2,+oo[ donc elle est continue par morceaux [2, +ool
x%(Inx
1+
> Sia>1onposey:Ta;alorsy>1
. 1
limxY =lim — =0.
+00 xa(lnx)ﬁ +00 xaT(lnx)ﬁ
+0o 1
Par la regle de Riemann / ————dx converge
2 x%(Inx)p
» Sia<lalorsy>1
limx” =lim = +o0
+o” x%(Inx)  +oo (Inx)P
+0o 1

Par la regle de Riemann f dx diverge

2 x%(Inx)B
» Sia=1. Soit x € [2,+00[, on effectue le changement de variable u =Int, alors

X 1 Inx 1
f dt=f —du
2 t(Int)P n2 uf
+00

Or l'intégrale f —ﬁdu converge si, et seulement, si > 1 d’ou le résultat
In2 U

On conclut que
a>1

+oo
f a—ﬁdx converge < | ou
2 x%(nx) a=letf>1




V.2 Régles de Riemann en 0 15

€M1 Regles de Riemann en 0

Théoreme 22

Soit f :]10,a] — K continue par morceaux sur 10,a] ot a > 0.

A
S’il existe A € K* et a € R tels que f(t) o alors

f est intégrable sur 10,al si, et seulement si, @ < 1

Démonstration. Méme méthode que le théoréme 19 O

Théoréme 23

Soit f :10,a] — K continue par morceaux sur 10,a] ot a > 0.
S’il existe a €] — oo, 1[ tel que t*f(¢) oy 0, alors [ est intégrable sur 10,a]

Théoreme 24

Soit f :10,a] — R* continue par morceaux et positive sur 10,a] oti a > 0.

a
S’il existe a € [1,+oo[ tel que t*f(¢) oY +00, alorsf f(t)dt diverge
= 0

{ Exemple: Intégrales de Bertrand en 0 }

© =

Soit a et B deux réels. Etudions la convergence de I'intégrale f ——dt.
o t%Int|p

» Sia>1,soitytelquea>y>1.0na

” 1 1
taInt|f ~ ta7|In¢|f t—o+

Par la regle de Riemann, 'application ¢ — est intégrable sur |0, %]

t%In¢|P
» Sia<l1,soitytelquea<y<1.0Ona
1 e
24 = +00
toIn¢|f  |In¢B t—o+

Par la régle de Riemann, 'application ¢t — n’est pas intégrable sur |0, %]

t%|In¢|P
> Sia=1. Soitxe]0,21], par le changement de variables u = —Int conduit &

1
g “Inx 1
dt=f —d
fx ¢t|Int|P 1 ub “

qui admet une limite quand x tend vers O si, et seulement, si 8> 1. En définitive,

a<l

1
f mdt converge < | ou
0 t*nt| a=letf>1

® =

\21 Regles de Riemann en un point




Calcul pratique des intégrales généralisées 16

Théoreme 25

Soit f :]Ja,b] — K continue par morceaux sur la,b] ot a,beR eta <b.

A
S’il existe A € K* et a € R tels que f(t) ~ ———, alors
at (t—a)®

f est intégrable sur la,b] si, et seulement si, a <1

Démonstration. Méme méthode que le théoréeme 19 O

| '

Théoreme 26

Soit f :]Ja,b] — K continue par morceaux sur la,b] ot a,beR eta <b.
S’il existe a €] — oo, 1[ tel que (t —a)* () —0, alors f est intégrable sur la,b].
t—a

Théoreme 27

Soit f :]Ja,b] — K continue par morceaux sur la,b] ot a,beR eta <b.

b
+00, alors f f(t)dt diverge
a

S’il existe a € [1,+ool tel que (t —a)*f(t)

t—a*

\4] Calcul pratique des intégrales généralisées

\Y®8 Changement de variable

Théoreme 28: Changement de variable

Soit f : I — K continue par morceaux I et ¢ : J — I une application bijective de classe €' de J vers I. Alors

les intégrales généralisées | f(p(t))¢'(t)dt et | f(t)dt sont de méme nature. Si elles convergent on a :
J 1

[ rowlolai= [ rara
J I

Démonstration. O
I Exemple I
| U |
+00o n +00 lnt
1. Montrer que f dt converge, puis, avec le changement de variables u = 1/t, que f B=
0 1+¢2 ) 1+¢2
0.
t Intg
2. Soit a > 0. Calculer f ———dt.
0 a“+t

*too  Int

———dt. Au voisinage de 0, on a ’équivalence
a?+12

1. On va justifier la convergence de f
0

Int Int

a2+t 0 a2
et on sait que Int¢ est intégrable en 0. De méme, au voisinage de +oo, on a

In# _ 1
e 0




VI.2 Intégration par parties

*t© Int
On en déduit la convergence de f prawL Le changement de variables u = 1/t donne ensuite
0o a
*t© Int t© —Ilnu -1 t© lnu
[t g [ e[ e,
o 1+¢2 0 1 32 o 1l+u?
1+ -
u
o Int
On en déduit que f dt=0.
0 1+¢2
2. Pour calculer cette intégrale, on fait le changement de variables ¢ = au. On obtient
t Int t  lnau
——dt = f ———adu
fo a? + 2 o a?+a2u?

Ina Inu

+00 +00
:fo a2(l+u2)du+fo PTIEILE

1
Utilisant le calcul précédent et le fait qu'une primitive de TouZ est arctanu, on trouve finalement
u

dt=
aZ+1¢2 2a

f+°° Int _nlna
A .

\AWA Intégration par parties

Théoréeme 29

Soit u,v : I — K deux applications de classe € surl telles que u.v admette des limites finies aux extrémités
aetbdel.
Alors les deux intégrales / u'v et f u.v’ sont de méme nature. En cas de convergence

I I

fu.v'=[uv]2—fu'.v
I I

ot [uv]® = lign uv —limuv.
a

| Exemple I
| N |
. +oo
Soit n € N. Etudions et calculons I, = f t"e~tdt.
0

. 1 toeo
» x— x"e ™ est continue sur Rt et x"e™* = o (—2) doncf t"e 'dt converge
+o00o X 0
x x x tn’+1
> Vx>0 f t"e ldt = +f e”! dt
0 o Jo n+1l
n+1

+00
I =0 etf t"e~'dt converge, d’ott I .41 =(n+1)I, or Iy =1 alors I,, = n!
0

n+1

e—t

n+1

lime™
+oo  n+

Sommation des relations de comparaison

Théoréme 30

Soient f :[a,b[— K et g:[a,b[— R" continues par morceaux sur [a,bl.

1. Supposons f(t) = O(g(t)). Alors

b b b b
a) Sif g(t)dt converge a]orsf f(t)dt converge etf f(t)dtiﬁ(f g(t)dt)

b x x
b) Sif g(t)dt diverge, on ne peut pas conclure et on a f f@)dt = o (f g(t)dt)
a a a




Sommation des relations de comparaison

2. Supposons f(t) = o(g(t)). Alors

b b b b
a) Sif g(t)dt converge a]orsf f(t)dt converge etf f(t)dt§0(f g(t)dt)

X

b x
b) Sif g(t)dt diverge, on ne peut pas conclure et on a f f@)dt = ) (/ g(t)dt)
a a a

b

b
3. Sif(t) > g(t) anrsf g(t)dt etf f(t)dt sont de méme nature
a

a

b b b
a) Sif f(#)dt converge alorsf f(t)dt;f gdt

b x x
b) Sif f(@)dt diverge alorsf f(t)dt;f gt)dt

| Exemple I
| U |

2
e*x

Calculer la dérivée de la fonction x € R} — ox puis montrer que
X

+00 —x
_42 e

f et dt ~

b +oo 2x

t

2

et =0 (e7?) au voisinage de +oo, on déduit que ¢ — e~ ? est intégrable sur [1, +oo[.

—x2

1
La dérivée de x — ¢ étant x — —e = (1 + —), il vient :

2x2

2
e™” too o 1
= 1+ —|dt
2x fx ¢ ( 2t2)

1
Léquivalence e~ = et (1 + —) donne le résultat
o0

2t2

| Exemple I
| N |

Montrer que
* dt x

_—~

e Int +ooInx

1 1 1 1
En remarquant que — =o (1—), alors la non intégrabilité de ¢ — n sur [e, +oo[ entraine celle de ¢t — ns
x nx n

1 1 1
La dérivée de t — — et t— — — ——, on en déduit :
Int Int 1n2¢
x *(1 1
Vx=e, —=e+f — ——|dt
Inx e \Int 1n?¢
ap e . 1 1 1
L'équivalence en +oo des fonctions f :¢— — et g:t— — — —— donne
Int Int 1n2¢
* 1 * 1
f —dt ~ X e Clest-a-dire f —dt ~ X
e Int +oolnx e Int +oolnx
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