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CONVERGENCE DOMINÉE
I désigne un intervalle de R d’intérieur non vide et (fn)n∈N une suite de fonctions
numériques définies sur I

Théorème: Convergence dominée pour les suites
Si

• ∀n ∈ N, fn : I −→ K est continue par morçeaux;

• fn
CVS−−−−→
I

f et f : I −→ K continue par morceaux sur I ;

• il existe ϕ : I −→ R+ positive, continue par morçeaux et intégrable telle
que

∀n ∈ N, ∀x ∈ I |fn(x)| 6 ϕ(x)

Alors les applications fn et f sont intégrables sur I , la suite
(∫

I

fn

)
n∈N

con-

verge et
∫
I

fn −−−−−→
n→+∞

∫
I

f

Théorème: Convergence dominée pour les séries
Si:

• ∀n ∈ N, fn : I −→ K est continue par morceaux et intégrable sur I ;
• La série

∑
n>0

fn cvs sur I de somme f continue par morceaux sur I ;

• La série
∑
n>0

∫
I

|fn| converge.

Alors f est intégrable sur I et on a:
∫
I

+∞∑
n=0

fn =
+∞∑
n=0

∫
I

fn

CONTINUITÉ PAR DOMINATION GLOBALE

Soit f :

{
A× I → K
(x, t) 7→ f(x, t)

où A ⊂ E et E un K-espace vectoriel de dimension finie

et I intervalle quelconque de R. Souvent E = R et A intervalle de R

Propriété
Si:

• ∀t ∈ I , x 7−→ f(x, t) est continue sur A;

• ∀x ∈ A, t 7−→ f(x, t) est continue par morceaux sur I ;

• Il existe ϕ : I −→ R+ positive, continue par morçeaux et intégrable telle
que

∀(x, t) ∈ A× I, |f(x, t)| 6 ϕ(t)

Alors ∀x ∈ A, la fonction t 7−→ f(x, t) est intégrable sur I et

F : x ∈ A 7−→
∫
I

f(x, t)dt est continue sur A

ϕ ne dépend pas de x

Propriété: Cas d’un segment I = [a, b]

Soit f : A× [a, b] −→ K une fonction continue.

Alors F : x ∈ A 7−→
∫ b

a

f(x, t)dt est continue sur A.

CONTINUITÉ PAR DOMINATION LOCALE

Propriété

Soit f :

{
A× I → K
(x, t) 7→ f(x, t)

où A ⊂ E avec E un K-espace vectoriel normé de

dimension finie, telle que:

• ∀t ∈ I , x 7−→ f(x, t) est continue sur A;

• ∀x ∈ A, t 7−→ f(x, t) est continue par morceaux sur I ;

• Pour tout compact C contenu dans A, il existe ϕ : I −→ R+ positive,
continue par morçeaux et intégrable telle que

∀(x, t) ∈ C × I, |f(x, t)| 6 ϕ(t)

Alors ∀x ∈ A, la fonction t 7−→ f(x, t) est intégrable sur I et

F : x ∈ A 7−→
∫
I

f(x, t)dt est continue sur A

• ϕ ne dépend pas de x

• Lorsque A intervalle de R, on remplace C par [a, b]

DÉRIVATION SOUS SIGNE
∫

- CLASSE C1
I et J sont des intervalles de R d’intérieurs non vides

Propriété: Dérivation sous le signe
∫

Soit f : J × I → K une fonction telle que:

• ∀x ∈ J , t 7−→ f(x, t) est continue par morceaux et intégrable sur I ;

• f admet sur J×I une dérivée partielle
∂f

∂x
qui est continue par rapport à

la première variable et continue par morceaux par rapport à la seconde

• Pour tout [a, b] contenu dans J , il existe ϕ : I −→ R+ positive, continue
par morçeaux et intégrable telle que

∀(x, t) ∈ [a, b]× I,

∣∣∣∣∂f∂x (x, t)
∣∣∣∣ 6 ϕ(t)

Alors F : x 7−→
∫
I

f(x, t)dt est de classe C1 sur J et

∀x ∈ J, F ′(x) =

∫
I

∂f

∂x
(x, t)dt (Formule de Leibniz)

ϕ ne dépend pas de x

Propriété: Cas d’un segment

Soit f : J × [a, b] −→ K une fonction de classe C1 sur J × [a, b].

Alors F : x ∈ J 7−→
∫ b

a

f(x, t)dt est de classe C1 sur J

DÉRIVATION SOUS SIGNE
∫

- CLASSE Cn

Propriété: Classe Cn

Soit n ∈ N∗ et f : J × I → K une fonction admettant des dérivées partielles
∂f

∂x
, · · · , ∂

nf

∂xn
tels que:

• ∀i ∈ [[0, n− 1]] et ∀x ∈ J , l’application t 7−→ ∂if

∂xi
(x, t) est continue par

morceaux et intégrable sur I ;

• ∂nf

∂xn
qui est continue par rapport à la première variable et continue par

morceaux par rapport à la seconde

• Pour tout [a, b] ⊂ J , il existe ϕn : I −→ R+ positive, continue par
morçeaux et intégrable telle que :

∀(x, t) ∈ [a, b]× I,

∣∣∣∣∂nf

∂xn
(x, t)

∣∣∣∣ 6 ϕn(t)

Alors F : x 7−→
∫
I

f(x, t)dt est de classe Cn sur J et

∀k ∈ [[1, n]] , ∀x ∈ J, F (k)(x) =

∫
I

∂kf

∂xk
(x, t)dt

ϕn ne dépend pas de x

DÉRIVATION SOUS SIGNE
∫

- CLASSE C∞

Propriété: Classe C∞

Soit f : J × I → K une fonction telle que:

• Pour tout x ∈ J , t 7−→ f(x, t) est continue par morceaux et intégrable
sur I ;

• Pour tout n ∈ N∗, l’application f admet une dérivée partielle
∂nf

∂xn
con-

tinue par rapport à la première variable, continue par morceaux par
rapport à la seconde
• Pour tous [a, b] ⊂ J et n ∈ N∗, il existe ϕn : I −→ R+ positive, continue

par morçeaux et intégrable telle que :

∀(x, t) ∈ [a, b]× I,

∣∣∣∣∂nf

∂xn
(x, t)

∣∣∣∣ 6 ϕn(t)

Alors F : x 7−→
∫
I

f(x, t)dt est de classe C∞ sur J et

∀n ∈ N∗, ∀x ∈ J, F (n)(x) =

∫
I

∂nf

∂xn
(x, t)dt

ϕn ne dépend pas de x


