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Rayon de convergence d'une série entiére

K désigne R ou C.

- Rayon de convergence d’une série entiere

Série entiére
Définition 1

Soit (@,)n=0 € CN. On appelle série entiére associée a la suite (a,),>0 la série de fonctions Z anz”.
n=0

» Les nombres a, s’appellent coefficients de la série entiére Z anz".
n=0

» Le domaine de convergence de la série entiére Z anz" est ’'ensemble
n=0

9:={zeC, Z anz" converge}

n=0

+00
» Lapplication S :9 —C, z — Z a,z" est appelée la somme de la série
n=0

Remarque :
1. Si(ap)n=n, n'est définie qu’a partir d’'un rang no >0, on ajoute ag=---=ap,-1 =0
2. Le domaine de convergence d’une série entiére n’est jamais vide. En faite, il contient 0.

I Exemple I
| N |

Z 2" est une série entiére de domaine 98(0,1) et de somme S : z —

n=0

1-2z

[ Exemple: Série lacunaire }

Z2n
Z est un série entiére avec
n=0 n+ 1
1
a9y = ——
" n+1
agn+1=0

Vocabulaire :

1. Sila variable z est complexe alors la série Z a,2" est dite aussi série entiére complexe.
n=0

2. Lorsque la variable z est réelle alors la série Z a,2" est dite série entiére réelle et on la note Z anpx"

n=0 n=0

au lieu de Z a,2" . Side plus les coefficients sont réels alors la série entiére est dite série entiére réelle
n=0
a valeurs réelles.

I  Rayon de convergence

Soit Z a,2" une série entiére .
n=0

Lemme 1 (d’Abel)
On suppose que la suite (anzg]nzo soit bornée pour un certain zg € C*.

Alors pour tout z € C tel que |z] < |z¢9| la série Z a,z" est absolument convergente.
n=0




1.2 Rayon de convergence

Preuve:

La suite (anzg) . est bornée donc AM >0 tel que Vn €N, Ianzgl <M.
n=z
Soit z € C tel que |z| < |zg|. On peut écrire

lz] \"* lz] \"*
lanz" = lanzg (— <M|—

lzol lzol
||

||
< —_—
lzol

On a 0 < — < 1 donc la série géométrique Z (
lzol n=0
converge absolument.

L'ensemble des réels r positifs tels que la suite (a,r™),en+ €st bornée est un intervalle de R, contenant 0.

n
) converge d’ou, par le critére de comparaison, la série Z anz"
n=0

On appelle rayon de convergence de la série entiere Z a,2" 'élément
n=0

R = sup{r = 0/ la suite (@,r"),>0 est bornée} € R U {+o0}

Preuve:

Si (an r") >0 st bornée, et si 0 <s <r, alors la série de terme général ans” converge (absolument), donc la suite [ans")
tend vers 0 et est donc bornée.

n=0

Remarque :

Soit I = {r = 0/1a suite (a,r") est bornée}
» Si I est majoré, alors I admet une borne supérieure dans R*
» SiI n’est pas majoré R =supl = +oo
» I est un intervalle de la forme [0,R] ou [0, R[

| Exemple I
| N |

zn rn
1. Soit la série Z —.OnaVreR", (—) est borné, donc R = +oo.
Son! n!

2. Soit la série Z z". On aVreR", (r") est borné si, et seulement si,r <1, doncR =1.
n=0

Propriété 1

1. Les séries Z anz”, Z lanlz™, Z la,lx™ et Z Aanz" avec A # 0 ont méme rayon de convergence.
n=0 n=0 n=0 n=0

2. Soit k € N. Les séries Z anz”, Z anzn_k et avec Z anz”+k ont méme rayon de convergence.
n=0 n=k n=0

Propriété 2

Soient Z a,z" une série entiére de rayon de convergence R.
n=0

1. SiR = +oo0, alors pour tout z € C, la série entiére Z an2" converge absolument.
n=0

2. Si R =0, pour tout z € C\ {0}, la suite (a,2"),>¢ n’est pas bornée; en particulier, la série Z anz”
n=0
diverge.

3. SiR€]0,+oq :

(a) Si|z| <R alors la série numérique Z an2" est absolument convergente.
n=0

(b) Si|z| >R alors la série numérique Z anz" diverge grossiérement.
n=0

(c) Pas de régle générale de convergence ou de divergence lorsque |z| = R pour la série Z anz"
n=0




1.3 Propriétés caractéristiques “

Preuve:
1. Si R = +oo, alors pour tout z € C, il existe r = 0 tel que r > |z| et et (anr")n>0 est bornée est bornée. D’apres le lemme

d’Abel, la série Z anz" converge absolument.
n=0
2. Pour tout z # 0, la suite (a n Izln) n>0 est pas bornée (définition du rayon de convergence)

3. (a) Ona |z| <R donc Ir>0tel que |z| <r<R.

On ar <R donc la suite (a, ") est bornée. Or |z| < r donc, d’aprés le lemme d’Abel, la série Z an2™ est absolument
n=0

convergente. En particulier, convergente.

(b) Si |z| >R alors la suite (apz") n'est pas bornée donc anz™ / 0 d’ou la série numérique Z anz" diverge grossiére-

n=0
ment.
Y anz" DV
n=0
Disque de convergence
{ Exemple: Cercle d’incertitude }
z" z"
Soit Z 2", Z — et —
n=1 n=1 1 n=17
1. Le rayon de convergence de Z 2" est R =1 et la série diverge en tout point z de module 1

n=1
Zﬂ
2. Le rayon de convergence de Z — est R =1 et la série converge en tout point z de module 1
n=17
zn
3. Le rayon de convergence de Z — est R =1 et la série converge pour z = —1 et diverge pour z =1

n=1

Y Propriétés caractéristiques

Propriété 3: Caractéristique du rayon

Soit Z a,2" une série entiére de rayon de convergence R . Alors :

n=0

1. R= sup{lzl, zeC, Z a,z" converge absolument }

n=0

2. R= sup{lzl, z€eC, Z anz" converge }

n=0

3. R =sup{|z|, zeC, lim a,z2" =0}

n—+oo

4. R=sup{lzl, z€C, (anz")nen est bornée }




Régles de Calcul

Preuve:
Posons
Ry = sup{lzl, zeC, Zlanllzlnconverge}
n=0
Ry = sup{lzl, z€eC, Zanz"converge}
n=0
R3 = sup{lzl, zeC, lim anz"=0}
n—+oo
Ry = sup{lzl, z€C, (anz"),q est bornée}

il est facile de montrer que R1 < Ro <Rg < Ry4.
Soit r <Ry et z € C tel que |z| =r. Soit p € Ir,R[, alors la suite [anPn)n;() est bornée et d’apres le lemme d’Abel la série

Z lan||z|™ converge, donc r <R, ainsi R4 <R
n=0

Corollaire 1
Caractéristique du rayon Soit Z a,z" une série entieére de rayon de convergence R . Alors :

n=0

1. R= inf{ lz|, ze€eC, Z a,z" ne converge pas absolument }

n=0
2. R =inf{|z|, z€eC, Z anz" diverge }
n=0

3. R=inf{|z|, z€eC, apz"+0}

4. R=inf{lz|, z€C, (anz™),en Nest pas estbornée }

n Regles de Calcul

Calcul du rayon de convergence a I’aide des suites

Propriété 4: Par limite

Soit Z a,2" de rayon de convergence R :
n=0

1. S’il existe r e Ry tel que a,r® —— 0 alorsr <R.
n—+oo

2. S’il exister € Ry tel que a,r™ - 0 alorsr =R.

Propriété 5: Par bornitude

Soit Z a,z" de rayon de convergence R :
n=0

1. S’il existe r € R, tel que la suite (a,r") est bornée, alorsr <R

2. S’il existe r € R, tel que la suite (a,r") n’est pas bornée, alors r = R

| Exemple |
| N |

Le rayon de convergence de la série ) sin(n)z" ?
n=0

La suite (sinn) diverge et est bornée, donc le rayon vaut 1.




I1.2 Calcul du rayon de convergence a 'aide des séries n

IR Calcul du rayon de convergence a I’'aide des séries

Propriété 6

Soit une série entiéere Z an2" de rayon de convergence R et u € C.
n=0

1. Si la série numérique Z anu” converge alors |u|<R.
n=0

2. Si la série numérique Z anu” diverge alors |u| = R.
n=0

3. Si la série numérique Z anu” est semi-convergente alors R = |u/.
n=0

Preuve:

1. La série numérique Z anu” converge donc an|u|™ — 0 d’oit lu| <R.
n=0
Supposons que |u| <R donc 3r >0 tel que |lu| <r <R.
On a r <R donc la suite (anr™) est bornée. Or |u| < r donc, d’apres le lemme d’Abel, la série Z anu” est absolument
n=0
convergente. En particulier, convergente. Ce qui est absurde, d’oit |u| = R.

2. La série numérique Z anu” est semi-convergente donc convergente d’oit |u| <R.
n=0

3. La série numérique Z anu' est semi-convergente donc la série numérique Z lan||u|™ est divergente d’otr |u| = R’ oii
n=0 n=0
R’ est le rayon de convergence de la série entiére Z lanl2".
n=0
Or, les séries entiéres z anz” et Z |an|2™ ont le méme rayon de convergence donc |u| = R.
n=0 n=0

On déduit que R = |u|.

JIR] Invariance par multiplication par n“

Propriété 7

Soit ) a,z" une série de rayon R >0 et a € R, alors la série ) n®a,z" est de rayon de convergence R.
n=0 n=1

Preuve:

Posons Ry le rayon de convergence de la série Z n%a,z".
n=1

» Soit p<Rgetsoitre|p,Rql. Ona

_a(P\?
anpt=n “(; capn®r®

n
Or apn®r™ 0 car r < Rq et par les croissances comparées n~% (B) 0. On déduit que Ry <R.
r

—_ n—+oo
» Soit p<Retsoitrelp,R[.Ona

n
ann“pn:n“(g) -anr

n
Or apnr™ 0 car r <R et par les croissances comparées n“ (B) 0. On déduit que Ry <R.
r

n—-+oo n—-+oo

En conséquent R =Rg.

Regle de D’Alembert

Propriété 8

An+1
Qn

On suppose que AN e N,Vn = N,a, #0 et lim =V€eR;.

n—+oo

. . . 1
Le rayon de convergence de la série entiére Z anz" estR = 7 avec la convention 0" +o00 et T 0.
00

n=0




I1.5  Avec les relations de comparaison

Preuve:

n+1l

. . Ani12

» Si ¢=0alors Vz€C*, lim |-2H1%
anz

i =0<1. Dapres le test de D’Alembert sur les séries numériques, la série
n—+oo

Z an2" est convergente pour tout z € C, d’oit R = +oo.
n=0
an+1zn+1

——| = +0o> 1. D'aprés le test de D’Alembert sur les séries numériques, la série
anz

» Si¢=+ocoalors VzeC*, lim
n—-+oo

Z lan|lz|™ est divergente donc |z| = R.
n=0

On déduit que Vz€C*,|z| =R d'oi R = 0.
» Supposons que ¢ ¢ {0, +o0}.

. 1 . a pntl . . .
Soit 0 <r < 7 alors lim |2 - pr <1 D’aprés le test de D’Alembert sur les séries numériques, la série
n

—+00 anrn

Z anr” est absolument convergente donc r <R.
n=0

1 1
On déduit que Vr < z,rsR d’ou 7 <R.

n+1

1 a r
Soit r > 7 alors lim |27

i — ={r > 1. D’apres le test de D’Alembert sur les séries numérique, la série Z lan|r™
n—+oo| apr

n=0

est divergente donc r = R.

1 1
On déduit que Vr > Z,r =R d'ou 7 =R.

1
Do R = - .
ou ;
I Exemple |
| N |
n!
Cherchons le rayon de convergence de la série —x".
n=0 (2’7’)'
P m Al
osons u, = ——. Alors
" (@2n)
Un+l n+1l 1

un  (@n+2)2n+1) 4n+2 n—too

D’apres la regle de d’Alembert, le rayon de convergence est +oco.

{ Exemple: Séries entieres lacunaires }

2n+1
z
Donner le rayon de convergence de la série _—
Y g ,;0 2n(n+1)
a
Dans ce cas ag,+1 = 2nil) et ag, =0, donc ntl est pas défini & partir d'un certain rang.
n
22n+?
On applique la régle de d’Alembert & u,, = ———
ppliqu g " D)
Uns1|  n+l 2 2|2
= Z —
Un | 2n+2)" " n—too 2

2
et%<1<:>|z|<\/§,doncR:\/§

Avec les relations de comparaison

Propriété 9

Soient Z anz” et Z b,z" deux séries entiéres de rayons de convergences respectifs R, et Ry,.
n=0 n=0

1. Sia, =0(by) oua, =0(by), alors Ry <R, ;
2. Sia, ~b,, alors Ry =R,.




Opérations sur les séries entiéres “

Preuve:
1. Sian=o0(by)oua, =0(by), alors AM >0,V eN,|a,| <M|b,]|.
Soit r <Ry donc bpr™ — 0 d’ot apr™ — 0. On déduit que r < R, et par suite Ry < R,,.
2. Siap ~by alors ap =0(by) et by, =0(ay) donc Ry = Ry,

I Exemple I
| N |

Calcul du rayon de convergence R de la série entiére Z Q2+ (=1)"2".
n=0

Ona
VneN,1<@2+(-1)")<3

donc (2+(-1)") =0(1) et 1 =0((2+(-1)")) dout )_(2+(-1)")z" et )_ 2" ont le méme rayon de convergence.

n=0 n=0
Donc R =1.

| Exemple I
| N |

B, 1]
Calcul du rayon de convergence R de la série entiére Z ( Z —) 2"
p=1P

n=1

o1 o1
On sait que Z — ~1Inn donc Z (Z —) Z" et Z Inn 2" ont le méme rayon de convergence. Or h‘{z—zl) -1
p=1 n=0\p=1P n=0
doncR=1.
I Exemple I
| N |

-1
Calcul du rayon de convergence R de la série entiére Z In (1 + ) )z”

n=0 \/ﬁ

D"} n* 4. D"\ , (-1
Onaln(1+ )~ . On déduit que Zln(1+ 7n )z et Z -

\/ﬁ \/ﬁ n=0 n=0 \/_

2" ont le méme rayon de conver-

——1,doncR =1.

vn
vn+1 n—too

gence. Or

m Opérations sur les séries entieres

Soient Z an2” et Z b,2" deux séries entiéres de rayons respectifs R, et Rp. On définit les séries entiéres

. n=0 n=0
suivantes
> Somme: ) a,z"+ ) b,2"=) (an+by)2".
n=0 n=0 n=0
» Multiplication par un scalaire: 1 )_ a,2" = ) (la,)z".
n=0 n=0
n
» Produit : Z anz™ x Z b,2" = Z (Z apb,_p|2".
n=0 n=0 n=0 \k=0

L'ensemble des séries entiéres muni des lois ainsi définies est une K-algebre commutative.

Attention

Ces énoncés ne contiennent aucune propriété de convergence.

Propriété 10: Somme

On note R,y le rayon de convergence de Z (a,+b,)z" . Alors
n=0

1. Ry.p =2min(R,,Rp) avec égalité si R, # Ryp,.
2. Pour tout V|z| < min(R,,Rp),

+o00o +o00o +00
Z(an +b,)2" = Z a,z" + Z b,z"
n=0 n=0 n=0




Opérations sur les séries entiéres “

Preuve:

Soit r < min(Rg,Rp) donc Y anr™ et Y bur’ convergent, d'oiv Y (an +bp)r™ converge. On déduit que R,y =
n=0 n=0 n=0

min(Rg,Rp).
Supposons que Ry, # Ry, par exemple Rg < Ry, . Soit Rg <r < Ry, on a Z anr™ diverge et Z bur" converge donc

n=0 n=0
Z (@n +by)r" diverge. On déduit que R <r et que R, ,p, < Ry =min(Rg,Ryp). Par suite, Ry, =min(Ry,Rp).

n=0

Remarque :

Il se peut que R > min(R,,Rp). En effet, pour a, = —b, =1 on a R, = Rp =1 alors que le rayon de la série

nulle Z (a, +b,)z" est +oo.
n=0

| Exemple I
| N |

Soient de séries entiéres Y a,z" et Y b,z".
Calculons le rayon de convergence de Y c,z"™ avec Vn e N,c, =max(la,l,|b,]).

On pose R, et Ry les rayons de convergence respectifs de Y a,z" et > b,2". On a Vn € N,|a,| < c, et
byl <cp donc R <R, et R<Rp dou R <min(R,;,Rp). On a VneN, ¢, <|a,|+1b,| donc min(R,,Rp) < R.
D’ou R =min(R,,Rp).

I Exemple I
| N |

Soient Y a,z" et} b,z" de rayons de convergence respectifs R, et Rj, telles que Vn e N,a,b, =0.
Calculons le rayon de convergence de Y (a, +b,)z".

OnaVvVneN,|la,+b,|=la,letla,+b,|=]b,| donc R <R, et R <Rjp dou R <min(R,,R}). D’autre part, on
sait que R = min(R,,Rp) d’'ou ’égalité.

Propriété 11: Produit

n
On note R, le rayon de convergence de Z (Z ap bn_k) 2". Alors Ry, = min(R,,Rp). De plus
n=0\k=0

+00 n
V|z| < min(R,,Rp), Z (Z
n=0\k=0

+00 +00
ap bn_k)zn = (Z anz”) (Z bnz”)
n=0 n=0

Preuve:

Soit z € C tel que |z| < min(Rg,Ryp) donc Z an2" et Z b, z" convergent absolument, d’ott la série produit de Cauchy
n=0 n=0

n
> ( > ap bn—k) 2" converge absolument et on a
nz0\k=0

+oo [ n +00 +00
Y (Zakbn_k)znz(Zanz" Y bn2".
n=0\k=0 n=0 n=0

On déduit que R,p = min(Rq,Rp).

Soit z € C tel que |z| < min(Rg,Ryp) donc Z anz” et Z b, 2" convergent absolument ainsi que leur produit de Cauchy,
n=0 n=0

n
Y (Z akbn_k)z" etona
n=0\%k=0

+o0( n +00 +00

y (Z ay, bn_k)z” = ( Yy anzn) (Z bnz")

n=0\k=0 n=0 n=0

Remarque :

Il se peut que R’ > min(R,,R;). En effet, les séries a, = 1,bg = b1 =1 et b, = 0,Vn = 2 ont pour rayons
respectifs R, = 1 et Rj = +00 alors que le rayon de la série produit Y anz" ) b,2"=) 2"x(1-2)=1a

n=0 n=0 n=0
pour rayon +oo.




Somme d'une série entiére

JA\YM Somme d’une série entiére

Soit Z a,z" une série entiére de rayon de convergence R >0 et de somme f .
n=0
On note

» 2(0,R)={z€C, |z| <R}
» 2(0,R)={z€C, |z|<R}

» Defk(f)=1z€k, Z anz" converge } le domaine de convergence simple de la série entiére Z apz"
n=0 n=0

IAVAN Somme d’une série entiére complexe

Propriété 12: Domaine de convergence simple

Le domaine de convergence simple de la série Z an2" cest-a-dire le domaine de définition de f : z —
n=0

+00
Y anz" vérifie :
n=0

D(0,R) c Defc(f) = D(0,R)

Propriété 13: Convergence uniforme et normale

Pour tout 0 <r <R la série entiére Z anz" converge normalement sur 2(0,r).
n=0

Preuve:

Soit 0 <r <R donc la série Z anr™ converge absolument d’oix la série z lan|r"™ converge. On a ¥z € D(0,r),|la,z"| <
n=0 n=0

lan|r™ et la série Z lan|r™ converge donc la série Z anz" converge normalement sur 2(0,r). En particulier, la série
n=0 n=0

entiére Z anz" converge uniformément sur 2(0,r).
n=0

Y anz" DVG

n=0

Remarque :

En général, on n’a pas convergence uniforme sur le disque de convergence 2(0,R). En effet, pour Z 2" ,on
n=0

aR=1et|2"]loo2(0,1) =1 0 donc la série Z 2" ne converge pas uniformément sur 2(0,1)
n=0

Corollaire 2
La somme [ est continue sur 2(0,R).




IV.2 Somme d’'une série entiére réelle

Preuve:
Soit 0 <r <R . On a : La série entiére Z anz" converge uniformément sur 2(0,r). Yn € N,z — a,z" est continue sur
n=0

2(0,r). Donc la somme [ de la série entiére Z anz" est continue sur D(0,r). Le résultat étant vrai pour tout 0 <r <R
n=0
donc f est continue sur 2(0,R).

Propriété 14

Si la série Z an,R" converge absolument, alors
n=0

1. La série Z anz" converge normalement sur 2(0,R).
n=0

2. La somme f est continue sur 2(0,R).

Preuve:

OnaVze2(0,R),|lanz"|<|an|R" et la série Z lan|R™ converge donc la série Z an2™ converge normalement sur 2(0,R).
n=0 n=0
En particulier, la série entiére Z an2" converge uniformément sur 2(0,R). On a : La série entiére Z anz" converge
n=0 n=0
uniformément sur 2(0,R). Yn € N,z — a,z" est continue sur 2(0,R) . Donc la somme f de la série entiére Z an2" est
n=0

continue sur 2(0,R).

Somme d’une série entiére réelle

Dans ce paragraphe la série entiére réelle Z a,x" de rayon de convergence R > 0 et de somme f.
n=0

1. ]-R,R[ < Defp(f) <[-R,R]

2. La série Z anx™ converge normalement sur tout segment inclus dans 1-R,R[
n=0

3. f est de classe C*° sur]|-R,R[ etonaVx€]-R,R],

X (n+k)
Vke N,f(k)(x) = X_: Tan+kx”.
n=0
)0
En particulier Vn eN,a, = f ‘( )
n!
4. La somme f est continue sur ]—R,R[ et on a Vx€]-R,R]|,
fxf(t)dt= ‘FZOO an xn+1
0 n=07m +1
Preuve:
1. Triviale

2. Soit [-r,r]c]-R,R[ et x € [-r,r], on a |anxn| < |anr”| et Z anr™ converge absolument, donc la série Z anpx"
n=0 n=0
converge normalement sur [—r,r].

3. Pour keN, on a k!Cﬁ ~ nk, donc Z anx™ et Z k!Cﬁanx” ont le méme rayon de convergence. Or Z k!Cﬁanx" et

n=0 n=0 n=0
10k n—k o n 10k n—k A
Z kICLanx ont le méme rayon de convergence donc Z anpx’ et Z kICLanx ont le méme rayon de conver-
nz=k n=0 nz=k
gence.

» Soit neN, lapplication fy :x— anx" est de classe C*° sur 1- R,R| et pour tout p eNet x€]-R,RI,

), .\ plCPanx™P sinzp
n @)= 0 sinon

» La série Z fn converge simplement sur 1-R,R[
n=0

» Pour tout p e N*, la série Z f,(lp) converge uniformément sur [—r,r] pour tout 0 <r <R .
n=0




Développement en série entiére

D’aprés le théoréme de dérivation sous signe somme, f est de classe C®° sur ]-R,R[ et on a

+00 +00
VpeN, Vaxel-R,RLfP =) p!Chanx"P =Y p!Ch, anipx"

n=p n=0

()0
En particulier ap = f '( ).
n!

4. Soit x €]-R,R[ donc la série Z anx" converge uniformément sur le segment délimité par 0 et x. D’apres le théoréeme
n=0
d’interversion intégrale-somme

f(t)dt:f ant” |dt= an | t'dt= x
0 0 \n=0 n=0 0 n=ontl

Corollaire 3

Soit Y a,x” et ) b,x" deux séries entieres telles que
n=0 n=0

+00 +00
Ir>0tel que Vxel-r,r[, Y anx” =) byx”
n=0 n=0

Alors VneN,b, =a,.

. 7

Preuve:

n! n!

(n) (n)
Si Ar > 0 tel que Vx €l-r,r[, f(x) = g(x) alors YneN,a, = 0 _ g% _y

Développement en série entiere

Fonctions réelles développables en séries entieres

Soient I un intervalle non vide contenant O de Ret f: I — C.
Définition 2

On dit que f est développable en série entiére en 0 s’il existe r > 0 et il existe une série entiére Z anx” de
n=0
rayon de convergence R =r tels que

+00
Vxel-r,rl,f(x)= ) anx"
n=0

On dit aussi f est développable en série entiére sur ] —r,rl.

Propriété 16

est développable en série entiére sur]—1,1[ eton a :

1
La fonction x € 11, +oo[ — 1

=&3
)
Vxel-1,1[, — = x"
1-x n=0
Preuve:
1-— xk+1 k
Le rayon de convergence de la série entiére Z x™ est 1. Soit x €]—1,1[. On sait que Yk € N*, T - x™ . Lorsque
n=0 X n=0
+00
k — 400 on obtient —— = Z x" donc la fonction 1_190 est développable en série entiére sur 1—1,1[ et on a
- n=0
1 +00
Vxel-1,1[, =) «"




V.1 Fonctions réelles développables en séries entiéres

Remarque :

On a aussi le développement en série entiere sur ] —1,1[ suivant :

1 +00
I S
1+x n=0

Propriété 17: Fraction avec pole simple

. . 1 . .
Soit a € C*, la fonction x — —— est développable en série entiére sur ]—r,r[our =|a|l etona :
x—a

1 +00 xn
Vxel-r,r[, —=- —
x—a 0@
Preuve:
En effet, pour |x| < |a|
111 +Z°° -1,
x-a al-% antl

a n=0

Propriété 18: Caractéristique

Les assertions suivantes sont équivalentes

1. f est développable en série entiére en 0

™0
2. dr >0, tel que f est de classe €*°(]—-r,r[) et la série de Taylor Z f—'()x" de f en 0 converge simple-

n=0
ment sur |-r,r[ de somme f.

3. 3r >0, tel que f est de classe €*°(]—r,r[) et pour tout x € ]-r,r|[,

X — n
lim f @O ey gz 2 0
0 n!

n—-+oo

Preuve:

1= 2) On suppose que f est développable en série entiére en 0

» Il existe r > 0 et il existe une série entiere Z anx™ de rayon de convergence R =r , de somme notée g telle que
n=0

+00
Vxel-r,rl,f(x)= Z anx". On sait que la somme d’une série entiére et C™ sur son intervalle ouvert de convergence

n=0
donc g est C°° sur 1- R,RI[ d’ou sa restriction f est C*° sur ]1—r,rl.
g(")(O) f(")(O)
» On sait que VYn € N,a, = — - Or g =f sur 1-r,r[ donc Yn € N,a, = | d’ou Vx €l-r,r[,f(x) =
n! n!

+oo £(n)

Y 70 x".

n=0 n!

» f(n)(O) " )
2=3) On suppose 3Ar > 0, tel que f est de classe €°° (1-r,r[) et la série de Taylor Z — de f en 0 converge simplement
n=0 '
sur 1-r,r[ de somme f, alors par la formule de Taylor avec reste intégrale
F@=t" (nr1) 2 00 4
‘L Tf (t)dt = f(x)—kgo A X m’
n k) (%) (0
3=1) OnaVxel-rrl, lim (flx)- Y uxk =0 donc la série =X )xk converge sur 1 —r,r[, en particulier son
n=oo k=0 k! ns0 k!
+00 f(k)(O) i
rayon de convergence est supérieur ou égal ar, et Vxel-r,r[,f(x)= Z Tx . On déduit que f est développable
k=0 :

en série entiere en 0.

Propriété 19

La fonction exp est développable en série entiére sur R et on a :

VxeR,expx=e*=) —




V.1 Fonctions réelles développables en séries entiéres

Preuve:

rn+1

Soitr>0, x€l—r,rlet nEN,IeXp(")xI =e¥<e
r

fx (x—t)"
0 n! (n + 1)' n—-+oo

Donc la fonction exp est développable en série entiere sur 1—r,rl et on a

elde| <

+00 (n) +00 ,0 +00 .1
Veel-rrle= Y exp 0 =3y
n=0 n! —

Or r est arbitraire donc la fonction exp est développable en série entiére sur R et on a

VxeR,e* =

Corollaire 4

Soit a@ > 0. La fonction f(x) = a” est développable en série entiére sur R et on a

+00 lnn a

VxeR,a* =)
n=0

x".

n!
Preuve:

On a Vx € R,a® = e*M% donc les fonctions x — o est développable en série entiere sur
Jio (xlna)n +oo ln a

=L

R et on a Vx € R,a* = *10@ =
n=0
{ Application 1: Régularité d’une fonction }
L’application
R — R
ex
f: six#0
x —_—
1 six=0
est de classe € sur R.
Pour tout x e R
. +00 1 n
e'—1= —x
nz::l n!
Pour tout x € R*,
et f L oo +Z°° 1 .
=in! o (n+ 1)‘
puis pour tout x € R
+00 1 n
flx)= n;o ETRTT

Ainsi f est développable en série entiére sur R et c’est donc une fonction de classe €*°. De plus

f(n)(O) 1
VneN =
PEN T T
Soit
VneN,f™(0) = —
neN, 0 n+1

+00 (-1)"x 2n+1
Application 2: Calcul de 1a somme Z

n=0 (n P 1)Y |
+00 (- 1)n 2n+1
Calculons la somme Z -
On a immédiatement R = +oo. Pour x € R, par décalage d’indice
oo (_1)n 2n+1 +oo (1 n—-1
Sw=y “PE FEDT
=0 (n+1) =1 n!




V.1 Fonctions réelles développables en séries entiéres

donc +00 (_1)n—1 +00 (_1)n n
xSy =) ———a=1- (x?)
n=1 n! n=0 n!
Finalement

—a?

S(x) = 1ze? pour x #0 et S(0)=0
x

Attention

Si f est C*° au voisinage de 0 et sa série de Taylor en 0 converge alors f n’est pas forcément développable
en série entiere en 0

| Exemple I
| N |
R
La fonction f(x) = { S * SI_ 257 8 est-elle développable en série entiére en 0.
six=

(n)(o

f est de C*® sur R et Yn €N, £"(0) = 0. Donc la série de Taylor )

n=0

x" converge sur R et sa somme

est nulle sur R alors que f #0.

Propriété 20

Soit n e N* et f développable en série entiére en 0 alors f admet un développement limité d’ordre n en 0.

+00
Si de plus f(x) = Z apx® au voisinage de 0 alors
k=0

fx)= Z apx® +o(x™)
k=0

Preuve:

On a f développable en série entiére en 0 donc Ir > 0, il existe une série entiére Z anx™ de rayon de convergence R =r
n=0

+00
telle que Yx €l—r,r[,f(x) = Z anx". On sait que Z akxk et Z akxn_k ont le méme rayon de convegrence R donc
n=0

k=0 kzn+1
+00
gix— Z akxk_" est continue sur 1—r,rl . En particulier; lim g(x) = g(0)=0 d’ou g(x)=0(1). On a Vx€l—r,r[ :
k=n+1 x—0
f)=) apx®+2" Y apa® " =) apx®+2"g@)= Y apa” +o(x™)
£E=0 k=n+1 k=0 k=0

donc [ admet un développement limité d’ordre n en 0. Ce développement est

n
floy=3 apx® +o(x™)
k=0

Corollaire 5
Le développement en séries entiére de f sur | —r,r[ est unique.

Corollaire 6
On suppose que [ une fonction développable en série entiére sur | —r,r[. On pose

+00
Vxel-r,rL,f(x)= ) anx"
n=0
» Si f est paire sur ] —r,r[ alors Vn e N,ag,+1 =0.
» Si f est impaire sur ]—r,r[ alors Vn e N,ag, =0.

\ 7

Preuve:
Ona

+00
» Si f est paire, alors Vx €]l —r,r[,f(x) = f(-x) = (-1)*a,x". Par unicité du développement en série entiére Vn €
n=0




V.2 Développement en série entiére par dérivation et intégration

N,an = (_l)nan, doit VneN,a9,+1=0.

+00
> Si f est impaire, alors ¥x €]~ r,r[,f(x) = ~f(~x) = Y (-1)""Lapa™ . Par unicité du développement en série entiére
n=0
vneN,a, =(-1)""la, don Vne N,ag, = 0.

€1 Développement en série entiére par dérivation et intégration

Propriété 21

Si f est développable en série entiére sur | —r,r[, alors toutes les dérivées et primitives de f sont dévelop-
pables en séries entiéres sur | —r,rl[.

Preuve:

+00
Soit ke N* donc Vx €] - r,r[,f(k)(x) = Z k!CﬁJrkanx” d’ou f(k) est dévoloppable en série entiere sur 1—r,r[. De méme soit
n=0
+00

X
h une primitive de f sur 1—r,r[ donc INeR,Vx el—-r,r[,hA(x)=A1 +f fOde=1+ Z %xnﬂ donc h est développables
0 n=0"

en séries entiéres sur |—r,rl.

Propriété 22

La fonction In(1 + x) est développable en série entiére sur]1—1,1[ et on a :

+00 (_l)n—l
Vxel-1,1[, In(1+x)= Z —x"
n=1 n

Cette relation est aussi valable pour x = 1.

Preuve:
_1yn—1

x" est 1. Soit x€]-1,1[. On a

On sait que le rayon de convergence de la série Z
n=0

vtel-1,1[, =) =D"t",
1+t =
donc, par intégration entre 0 et x ,

In(1+x) —fx (fo(_l)ﬂtn)dt = EO b o L0 Jfo (—1)”_1xn
0 \n=0 n=0 n+1 n=1 n

On déduit que la fonction x — In(1 + x) est développable en série entiére sur 1—1,1[ et on a

+00 (_Dn—l
vxel-1,1[, In(1+x)= Z X"

n=1 n
Pour x €[0,1] la suite (%) est décroissante et ” % “ 01" % — 0 donc, d’apres le critére spéciale des séries alternées de
m, ’
(_1)n—1 +00 (_1)n—1
fonctions, la série Z x" converge uniformément sur [0,1]. On en déduit que la somme x — x" est
n=1 n n=1

continue sur 1—1,1]. En outre x — In(1 + x) est continue sur 1—1,1] et elle coincide avec la somme sur 1—1,1[, donc elles

sont égale, soit
+00 (=)= 1
n

Vxe]l-1,11,In(1+x) = Z x
n=1 n
+00 (_1)n—1
La relation est alors vraie pour x =1 et on a In(2) = Z
n=1 n
e N

Corollaire 7
La fonction In(1 — x) est développable en série entiére sur ]|—1,1[ et on a :

n

+00 4
veel-1,1LIn(1-x)=- ) —
n=1 1

La relation est aussi valable pour x = —1.




V.2 Développement en série entiére par dérivation et intégration

Propriété 23

La fonction arctanx est développable en série entiére sur ]—1,1[ et on a :

too (1) 2n+1
)=, Tl s ) e

Cette relation est aussi valable pour x = 1.
Preuve:
(_1)nx2n+1
Le rayon de convergence de la série entiére Z ——  est 1. Ona
nso 2n+1
+00
Vitl<l,— =) ¢,

2] 17 ngo

donc
1

3o
— = (=D,
1+t2 n=0

Soit x €]- 1,11, alors par primitivation

x d¢ x [ +oo +00 (1) 2n+1
arctanx = :f (Z(—l)nt2n) de = Z L
0 \n=0

0 1+¢2 = 2n+1

On déduit que la fonction arctanx est développable en série entiére sur 1—1,1[ et on a

00 (_1)n 2n+1
Vxel-1,1[, arctanx= ) U
noo 2n+1

[0,1]

1 o1 0 donc , d’apres le critere spéciale des séries
n+ o n+

(_1)nx2n+1 +00( 1)x 2n+1

alternées de fonctions, Z ———— converge uniformément sur [0,1]. On déduit que la somme x — Z — est
nso 2n+1 noo 2n+1

continue sur 1—1,1]. De plus arctan est continue sur 1—1,1] et elle coincide avec la somme sur 1-1,1[, donc

x2n+1

2n+1
Pour x €[0,1], la suite (%) est décroissante et

+00 (1) 2n+1
Vxe]l-1,1], arctanx= ) D™

n—o 2n+1

+00 -1 n

En particulier T Z 1) .

4 =2n+1

+00 2n+1
Exemple: Calcul de la somme Z
+00 2n+1
Calculons la somme

On a immédiatement R = 1. Pour x €] — 1, 1[, on peut écrire
+00 4 +00 x2n.

S(x)—z—— -

1 ao1 2n

avec convergence des séries écrites. On a alors

1+x
1-x

Propriété 24

Soit x € ]1-1,1[ et p €N, alors

S(x)=-In(1-x)+ %111(1—362) = %ln

(1- x)p+1 ZC“P




V.3 Par opérations algébriques

Preuve:

1
La fonction x — 1 est développable en série entiére sur 1-1,1[ eton a :

1 +00
Vxel-1,1[, =) %"
] [ 1= nZ::O
Par dérivation successive :
Vp eN* re )p+1 Z ch,

Propriété 25: Fraction avec pole simple

. . 1 . .
Soit a € C*, la fonction x — —— est développable en série entiére sur ]—r,r[our=|a| etona :
x—a

n

1 1
VpEN, V.’)CE]—?‘,I‘[, m =(- 1)p+ ch+pm

Preuve:
En effet, pour |x| < |a|
1 vt

_ +1 = +1 +1
(x—a)P aP*l (1 x)P

=(-ppHt Z cP

n+p p+n+1

{ Application 3: Fractions rationnelles }

Formons le développement en série entiére en 0 de

1

fx T a2

La partie entieére de f est nulle, 1 est pole double et -2 est pole simple. La décomposition en éléments
simples de f est alors de la forme

a b c
f = e e 22 a1 GoD?
avec
1 1 1 1 1y 1
S G Pl 9T Grol,, 30T (MJ 1 9
Sur 1-1,1[

1 1 11 1 1 R((-D" 3n+4) ,
fX)= ———+— + - = + x
181+ 91-x 3(1-x2 /Z\18.2" 9

V&1 Par opérations algébriques

Propriété 26

Soient f,g : I — C développables en séries entiéres sur |—r,r[ et ¢ € C
Alors af ,f +g,fg,f,Ze(f) et Im(f) sont développables en séries entiéres sur 1—r,r[ .

Preuve:

1l existe des séries entiéres Z anpx” et Z bpx" de rayons de convergence Ry, Ry, =r telles que sur 1—r,r[
n=0 n=0

+00 +00
f)=) apx" et glx)= ) bpx”
n=0 n=0

» Pour tout x€l—r,r[,on a
+00 +00
AN =Af@) =AY apx™ =) Aapx”
n=0 n=0

La fonction Af est sur 1—r,r[ somme d’une série entiére convergente, elle est donc développable en série entiere.
» Pour tout x€]l—r,r[,on a

(f+8)x)=fx)+gx)= Z anx™ + Z bpa" = Z (@n +by)x™

n=0 n=0 n=0




V.3 Par opérations algébriques

La fonction f + g est sur 1—r,r[ somme d’une série entiére convergente, elle est donc développable en série entiére.

» Par produit de Cauchy de séries absolument convergentes

+00 +00 +00 n
(fg)x) = f(x)g(x) = ( Y anx”) ( Y bnx”) =) (Z akbn_k)x”
n=0 n=0

n=0\k=0

La fonction f g est sur 1—r,r[ somme d’une série entiére convergente, elle est donc développable en série entiére.
+00

» Pour tout x€]-r,r|, ?(x) = Z anx™

» Les fonctions Ze(f) et Im(f) sont développables en séries entiéres comme combinaisons linéaires de fonctions dévelop-
pables en séries entiéres sur |-r,r|[

+00 oo
Vxel-r,r[, Re(f)(x)= Z Relan)x™ et Im(f)(x) = Z Im(ay)x™
n=0 n=0

Propriété 27

Les fonctions cos, cosh, sin et sinh sont développables en séries entiéres sur R eton a VxeR :
00 (—1) 5
1. cos(x) = x"
,LX::O (2n)!
+00 (-1 .
2' J = n+1
) ,;0 @n+1)!
+00 1
3. cosh(x)= Y ——x2"
n=0 @n)!
ISy 1 2n+1
4. sinh(x)= ) ——x*"
Preuve:

> Pour tous x € R neN,cos™ x = cos (x+nZ) et sin™ x =sin (x +n%) donc
VxeR,Vn e N,Icos(n)xl <let|sin®x| <1

On déduit que les fonctions cos et sin sont développables en séries entiéres sur Ret on a Vx € R,

cos(x) = J§° cos(”)(O)xn _ Jio cos(ng) , Jio D" 5
= n! - n! = @n)!
n=0 : n=0 . n=0 .
et
+00 -n(n)(o) +00 gin(nZ +oo (_1)m
sin(x) = Z Sl—xn - Z 27 n_ Z L2n+l
n=o n! n=o 1! = @n+1)

X —X X —X
e +e e’ —e . . L. N
» Pour tout x€ R, on a chx = — et shx = — donc les fonctions ch et sh sont développables en séries entiéres
sur Reton a VxR,

o
=%
~
2
-
1l
|

1[ro0 g +oo (—x)" +00 x2n
_ — + — | = —_—
2 2 (ng’o n! ngo n! n=o 2n)!

et

eF_e® 1 (+oo X" too (—x)n) ~ oo ,2n+l
2

zon! oo n! | 2@+l

+o0o xn
Exemple: Calcul de la somme Z @
n)!

n=0

n

+00 x
Calculons la somme .
,;0 2n)!

On a immédiatement R = +oco. Soit x € R.

» Six=0,alors
+o00 1 . +00o 1 on
> x"=) ——x =chvx

e’ T = @)

» Six =0, alors
too 1 +00 (_l)n +00 (_l)n

IRy YRt AR

2n
Vx| =cosy/|x|




V.4 Equations différentielles

Equations différentielles

Propriété 28

Soit a € R. La fonction f : x — (1 + x)* est développable en série entiére sur]—1,1[ eton a :

X a(a—1)---(a— n+1)
n!

Vxel-1,1[, (1+x)%= Z

Preuve:

La fonction f :x+— (1+x)* est de €™ sur 1-1,+ool. De plus, pour tout x € ]-1,+oo[, f'(x) = a(1 + )21 soit encore
1L +x)f(x) = af (x)
Ainsi on remarque que f est 'unique solution du probleme de Cauchy

{umwmyu)
y(0)=1

Raisonnons par analyse de syntheése

» Analyse.
+00
Supposons [ développable en série entiére sur | —R,R| ou R € RY. Alors, pour tout x € ]-R,R[, f(x) = Z anx™. Ainsi
n=0

f est solution de léquation (1+x)y' = a.y si, et seulement si,
+00 1 +00
1+x) Y napx” " =a ) apx®
n=1 n=0
C’est-a-dire si, et seulement si,
+00 1 +00 +00
Y napx™ 4 Y napx=a ) apx”
n=1 n=1 n=0
Ainsi, apres le changement d’indice m = n —1 dans la premiére somme et remarquons que le terme d’indice 0 est nul
dans la deuxieme somme. f est solution de I'équation (%) si, et seulement si,
+00

Y (n+1)api1+(n—a)ay)x"
n=0

a-n
Donc pour tout neN, (n+1)ap+1+(n—a)ap =0, soit ap+1 = 1 an. Avec ag = f(0), il vient
n

ala—1)---(a—n+1)
n!

vneN*, ap=

Donec si f est développable en série entiére sur 1-R,R[, alors pour tout x € ]-R,R[

X a(@-1)---(a-n+1) ,
x
n!

flx)=1+ Z

» Synthese.
ala—1)---(a—n+1)

Soit la série entiére Z anx™ ot ag =1 et pour tout n e N*, a, =

30 n!
An+1 la—n| . N
Pour n=1, on a = 1 " 1 donc son rayon de convergence est 1. Sa somme vérifie le probléeme de
an n+1l n—+oo

Cauchy
{u+my=ay (%)
y(0)=1

Donc f :x— (1+x)* est développable en série entiére sur 1-1,1[ et on a :

oo —1)--(a— 1
YV €]—1,1[, (1+x)a =1+ Z a’(a’ ) fa n-+ )xn
n=1 n:

1
Exemple: Cas de a = ~3

Pour tout x € ]-1,1],
(2n)

n

vV1i+x _ng(_ )




V.4 Equations différentielles

f Exemple: Développement de I’arc-sinus

e/

L
Formons le développement en série entiére en 0 de la fonction arcsin.

1
Pour tout xe]-1,1[eta=—,on a

1 Py -D...(a—n+1
(arcsinx) = =1+ Y ala-1)...(a-n+1)
n=1

V1-—x2

(-=*)"

n!

Avec, pour tout n =1,

aa-1)..(a-n+1) (-3)(-3)--(-%1) 1y 2!
n! - n! B (27n!)?

o (2n)!
donc (arcsinx)’ = Z (2(” ?)2 x2" puis par intégration d’'un développement en série entiére
n=o0 (2"n!

+00 (2n)| x2n+1
arcsinx = )_ —
n=0 (Znn') 2n+1
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