
RÉSUMÉ DE COURS: SÉRIES ENTIÈRES
NIVEAU:MP

CONTACT INFORMATION
Web www.elamdaoui.com
Email elamdaoui@gmail.com
Phone 06 62 30 38 81

SÉRIES ENTIÈRES

Propriété: Lemme d’Abel

Soit r ∈ R+? tel que (anr
n)n soit une suite bornée avec (an)n ∈ CN. Alors

∀z ∈ B(0C, r), la série
∑
n>0

anz
n converge absolument

Propriété: Rayon de convergence

Le rayon de convergence de la série
∑
n>0

anz
n est l’élément de R+ ∪ {+∞}:

R = sup{r ∈ R+, (anr
n)n est bornée } = inf{r ∈ R+, (anr

n)n non bornée}
= sup{r ∈ R+, anr

n −−−−−→
n→+∞

0} = inf{r ∈ R+, anr
n 6−→ 0}

= sup{r ∈ R+,
∑
n>0

anr
n converge } = inf{r ∈ R+,

∑
n>0

anr
n dinverge}

= sup{r ∈ R+,
∑
n>0

|an| rn converge} = inf{r ∈ R+,
∑
n>0

|an| rn diverge}

Rc

∑
n>0

anz
n

 = Rc

∑
n>0

anz
n+p

 = Rc

∑
n>0

an+pz
n


Propriété: Critère de comparaison

Soient
∑
n>0

anz
n et

∑
n>0

bnz
n de rayons respectifs Ra et Rb.

1. si ∀n ∈ N, |an| 6 |bn|, alors Ra > Rb ;

2. si an = O(bn) ou an = o(bn), alors Ra > Rb ;

3. si an ∼ bn, alors Ra = Rb.

Propriété: Critère de D’Alembert

Si (an) ne s’annule pas à partir d’un certain rang et lim
n→+∞

∣∣∣∣an+1

an

∣∣∣∣ = ` ∈ R.

Alors le rayon de convergence de la série entière
∑
n>0

anz
n est R =

1

`
. Avec la

convention
1

0
= +∞ et

1

+∞
= 0.

CONVERGENCES D’UNE SÉRIE ENTIÈRE

Propriété: Convergence d’une série entière

Soit
∑
n>0

anz
n une série entière de rayon de convergence R > 0.

1. La série entière converge absolument sur le disque de convergence
D(0, R) = {z ∈ C/ |z| < R} ;

2. La série entière converge normalement sur tout disque fermé Df (0, R1)
avec 0 < R1 < R ;

3. f : z 7→
+∞∑
n=0

anz
n est continue sur D(0, R).

4. Si
∑
n>0

anR
n CA, alors

∑
n>0

anz
n CN sur Df (0, R).

OPÉRATIONS SUR LES SÉRIES ENTIÈRES

Propriété: Somme et produit

Soient
∑
n>0

anz
n et

∑
n>0

bnz
n de rayons de convergences respectifs Ra et Rb et

soient
∑
n>0

snz
n et

∑
n>0

pnz
n respectivement somme et produit de Cauchy des

deux séries précédentes i.e. ∀n ∈ N, sn = an + bn et pn =

n∑
k=0

an−kbk. Soit Rs

et Rp les rayons de convergence de ces deux dernières. Alors

1. Rs > min(Ra, Rb), Rp > min(Ra, Rb) ;

2. Si Ra 6= Rb, alors Rs = min(Ra, Rb) ;

3. On pose R = min(Ra, Rb). Alors ∀z ∈ D(0, R),

•
+∞∑
n=0

snz
n =

+∞∑
n=0

anz
n +

+∞∑
n=0

bnz
n ;

•
+∞∑
n=0

pnz
n =

(
+∞∑
n=0

anz
n

)
×

(
+∞∑
n=0

bnz
n

)
.

Propriété: Série dérivée

Soit
∑
n>0

anz
n une série entière de rayon R. La série

∑
n>1

nanz
n−1 est de rayon

de convergence R et dite série dérivée de
∑
n>0

anz
n

Soit p ∈ N, Rc

∑
n>0

anz
n

 = Rc

∑
n>0

npanz
n

 = Rc

∑
n>1

an
np
zn

.

CAS DES SÉRIES RÉELLES

Propriété: Primitive

Soit
∑
n>0

anx
n une série entière réelle de rayon de convergenceR et de somme

f : x ∈ ]−R,R[ 7−→
+∞∑
n=0

anx
n. Alors les primitives de f sur ]−R,R[ s’écrivent

x 7→ k +
+∞∑
n=0

an
xn+1

n+ 1
où k ∈ K

Propriété: Régularité et coefficients

Soit
∑
n>0

anx
n une série entière réelle de rayon de convergenceR et de somme

f . Alors f ∈ C∞ (]−R,R[,K):

∀x ∈]−R,R[,∀p ∈ N, f (p)(x) =
+∞∑
n=p

n!

(n− p)!
an x

n−p

En particulier an =
f (n)(0)

n!
et ∀x ∈]−R,R[, f(x) =

+∞∑
n=0

f (n)(0)

n!
xn

DÉVELOPPEMENTS EN SÉRIES ENTIÈRES
Les fonctions, considérées dans ce paragraphe, sont définies sur un intervalle I voisi-
nage de 0 à valeurs dans C

Définition: Fonction développable en série entière

On dit que f est développable en série entière en 0 ( ou à l’origine ) s’il existe

r > 0 et il existe une série entière
∑
n>0

anx
n de rayon de convergence R > r

tels que

∀x ∈]− r, r[, f(x) =
+∞∑
n=0

anx
n

On dit aussi f est développable en série entière sur ]− r, r[.

Propriété: Propriété caractéristique

Si f est de classe C∞ au voisinage de 0. Les deux assertions sont équivalentes

1. f est développable en série entière;

2. ∃r > 0,∀x ∈]− r, r[, lim
n→+∞

∫ x

0

(x− t)n

n!
f (n+1)(t) dt = 0.

Auquel cas les primitives et les dérivées successives de f sont DSE en 0

Propriété: Opérations algébriques

Soient f, g : I → C développables en séries entières sur ]− r, r[.
Alors ∀α, β ∈ C, αf + βg, f, fg,Re (f) et Im (f) sont DSE sur ]− r, r[ .

DÉVELOPPEMENTS EN SÉRIES ENTIÈRES

Propriété: Rayon de convergence R = +∞

Pour tous z ∈ C et x ∈ R : exp(z) =
+∞∑
n=0

zn

n!

• coshx =

+∞∑
n=0

x2n

(2n)!

• cosx =
+∞∑
n=0

(−1)n x2n

(2n)!

• sinhx =

+∞∑
n=0

x2n+1

(2n+ 1)!

• sinx =
+∞∑
n=0

(−1)n x2n+1

(2n+ 1)!

Propriété: Rayon de convergence R = 1

Pour tous x ∈]− 1, 1[ et α ∈ R:

1.
1

1− x
=

+∞∑
n=0

xn

2.
1

1 + x
=

+∞∑
n=0

(−1)nxn

3. arctanx =
+∞∑
n=0

(−1)n x
2n+1

2n+ 1

4. ln(1− x) = −
+∞∑
n=1

xn

n

5. ln(1 + x) =

+∞∑
n=1

(−1)n−1x
n

n

6. (1+x)α = 1+
+∞∑
n=1

α...(α− n+ 1)

n!
xn.

3. vraie pour ±1; 4. Vraie pour x = −1 et 5. vraie pour 1


