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SERIES ENTIERES

Propriété: Lemme d’Abel
Soit r € R™* tel que (a,r"), soit une suite bornée avec (a,), € C". Alors

Vz € B(0c, ), la série Z anz'" converge absolument
n=>0

Propriété: Rayon de convergence

Le rayon de convergence de la série Z a,z" est I'élément de R™ U {+o0}:
n=>0

R =sup{r € R*, (a,r"), estbornée} = inf{r € R™, (a,r"™), non bornée}

= sup{r € R", a,r" >0} = inf{r € R*, a,r" 4 0}

n— -+ o0

= sup{r € RT, Z a,r" converge} = inf{r € R, Z a,r" dinverge}
n=0 n=0

= sup{r € RT, Z la,| r" converge} = inf{r € RT, Z la,| r™ diverge}

Propriété: Critere de comparaison

Soient Z a,z'" et Z b, 2" de rayons respectits R, et Ry,

n=0 n=0
1. siVn € N, |a,| < |b,|, alors R, > Ry, ;
2. sia, = O(b,) oua, = o(b,),alors R, > Ry, ;

3. sia,, ~ b, alors R, = R}.
Propriété: Critere de D’ Alembert

. . : . : An+1
Si (ay,) ne s’annule pas a partir d’un certain rang et lim |—=—
n——+oo A,

: N 1
Alors le rayon de convergence de la série entiere Z anz" est R = —. Avec la

14
n=0

1
convention — = +o0o et —— = 0.
0 + 00

CONVERGENCES D’UNE SERIE ENTIERE

Propriété: Convergence d’une série entiere

Soit E anz'" une série entiere de rayon de convergence IR > 0.
n=>0

. La série entiéere converge absolument sur le disque de convergence
DO,R) ={2€C/ |z| < R},
. La série entiere converge normalement sur tout disque fermé D¢ (0, R )

avecO) < R < R;
—+ 00

RESUME DE COURS: SERIESENTIERES

NIVEAU:MDP

OPERATIONS SUR LES SERIES ENTIERES
Propriété: Somme et produit

Soient Z anz" et Z by 2" de rayons de convergences respectifs R, et Ry et
n=0 n=0

soient Z sp2 " et Z pnz' respectivement somme et produit de Cauchy des
n=0 n=0

n
deux séries précédentes i.e. Vn € N, s, = a,, + b, etp,, = Z Gy —1br. Soit R,

k=0
et R, les rayons de convergence de ces deux dernieres. Alors

1. R, > min(R,, Ry), R, > min(R,, Ry) ;
2. 5i R, # Ry, alors R, = min(R,, Ry) ;
3. On pose R = min(R,, Ry). AlorsVz € D(0, R),

—+ 00

—+ 00 —+ 00
o E Sp2't = E an2" + E b,z" ;

n=0

—+ o0 —+ 00 —+ o0

o E Pnz’ = E an 2" | X E b,z" 1.

Propriété: Série dérivée

Soit E anz'" une série entiere de rayon R. La série E na,z""' est de rayon
n=0 n>1

de convergence R et dite série dérivée de E Do

Soitp € N, R, Z A

n=>0

CAS DES SERIES REELLES
Propriété: Primitive

Soit E an,x'" une série entiére réelle de rayon de convergence R et de somme

n =0
—+ 00

f:xe|-R,Rl— Z anx”. Alors les primitives de f sur|— R, R| s’écrivent

n=0

Propriété: Régularité et coefficients

Soit E an,x" une série entiere réelle de rayon de convergence R et de somme
n=0

f. Alors f € C>* (] — R, R|,K):
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DEVELOPPEMENTS EN SERIES ENTIERES

Les fonctions, considérées dans ce paragraphe, sont définies sur un intervalle [ voisi-
nage de 0 a valeurs dans C

Définition: Fonction développable en série entiere

On dit que f est développable en série entiére en 0 ( ou a I’origine ) s’il existe

r > 0 et il existe une série entiéere E anx' de rayon de convergence R > r
n=>0
tels que
+00

Ve €] —r,r|, f(x) = Z anx"

n=0

On dit aussi f est développable en série entiere sur | — r, r|.

Propriété: Propriété caractéristique

Si f est de classe C°° au voisinage de 0. Les deux assertions sont équivalentes

1. f est développable en série entiere;

X _t n
2. dr >0,Vx €] —r,r[, lim (= ' ) Frtl) () de = 0.

n— -+ o0 0 .

Augquel cas les primitives et les dérivées successives de f sont DSE en 0

Propriété: Opérations algébriques

Soient f, g : I — C développables en séries entiéres sur | —r,r/|.
AlorsVo,p € C,af + Bg, f, fg,Re(f) et Im(f) sont DSE sur| —r,r| .

DEVELOPPEMENTS EN SERIES ENTIERES

Propriété: Rayon de convergence R = 400

+oco

Pour tous z € Cetx € R : exp( ):ZZ

Propriété: Rayon de convergence R =1

Pour tousz €| — 1,1 et a € R:

3. vraie pour =*1; 4. Vraie pour x = —1 et 5. vraie pour 1
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friz— Z a,z" est continue sur D(0, R).

n=0
S f(0)
. Si Z an " CA, alors Z anz" CN sur D¢(0, R). En particulier a, =

n =0 n=0

etVr €] — R, R|, f(z)

n!




