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Ensembles dénombrables

- Ensembles dénombrables

Soient E et F' deux ensembles.

Définition 1

On dit que :
» E est dénombrable s’il existe une bijection entre E et N.
» E est au plus dénombrable si E est fini ou dénombrable.

Remarque :

Supposons que E est dénombrable et soit ¢ : N — E une bijection. Notons Vn € N, p(n) = x, alors
E ={x,/neN}

Autrement dit, E est dénombrable si on peut numéroter ou indexer tous ses éléments.
Remarque :

1. Si E est dénombrable alors E est infini.

2. Si E est dénombrable alors tout ensemble en bijection avec E est dénombrable.

| Exemple I
| N |

L’application identité sur N est bijective donc N est dénombrable.

| Exemple I
| N |

L'ensemble Z est dénombrable.

En effet, 'application

est bijective de N sur Z.

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3

Propriété 1

1. Toute partie infinie de N est dénombrable.

2. Toute partie de N est au plus dénombrable

Preuve:
On prouve la premiére assertion.
Soit A une partie infinie de N et Uapplication ¢ :N — A définie par :
» ¢(0)=minA,
> Vn=1, p(n)=min(A \ {p(0),...,¢p(Hn - 1)}).
Montrons que ¢ est bijective.
> (@ est strictement croissante donc injective.
» Soit a € A. Supposons que Yn e N,p(n) # a donc

VneN,a €A\ {p),...,pn)}

En particulier,
VneN,p(n)<a

Lapplication ¢ est strictement croissante donc Vn e N,n < ¢(n). On déduit que

VneN,n<a.




Ensembles dénombrables

Ce qui est absurde car N n’est pas borné. Donc ¢ est surjective.

@ est bijective et A est dénombrable.

Corollaire 1
Soit E un ensemble dénombrable et A c E, alors A est au plus dénombrable.

Corollaire 2
Soit ¢ : E — F une application

1. Si F est dénombrable et ¢ injective, alors E est au plus dénombrable.

2. Si E est dénombrable et ¢ surjective, alors F est au plus dénombrable.

Preuve:

1. Si ¢ est injective, alors E et ¢ (E) sont en bijection. Mais ¢ (E) est une partie d’un ensemble dénombrable, donc elle est
au plus dénombrable, ainsi E est au plus dénombrable.

2. Si ¢ :E — F est une application surjective, alors il existe une application injective de F dans E. On fait appel au
résultat de la premiére assertion.

Propriété 2

Soit m = 2. L'ensemble N™ est dénombrable

Preuve:
Si p1,...pm sont les m premiers nombres premiers alors Uapplication ¢ :N™ — N définie par p(n1,...,nm) = p'll1 .- phm
est injective. Donc N est au plus dénombrable et puisqu’il est infini, donc N est dénombrable.

Corollaire 3
Un produit fini d’ensembles dénombrables est dénombrable.

Preuve:
Soient E1,...,E,, des ensembles dénombrables. Il existe des bijections ¢; : E; — N. Donc ¢ = (¢1,...,0m) est une bijection
de E1x...xE,, vers N™ . On a déja montré que N™ est dénombrable. D’ot. le résultat.

Conséquence 1
Q est dénombrable

\.

Preuve:
Lapplication ¢ : Z xN* — Q définie par p(m,n) = % est surjective. Or Z x N* est dénombrable donc Q est dénombrable.

| Exemple I
| R |

Les ensembles NP et 7P et QP avec p € N* sont dénombrables

Propriété 3

Une union au plus dénombrable de parties au plus dénombrables est au plus dénombrable.

Preuve:

Soit (Ep)nen est une famille de parties au plus dénombrables et montrons que | J Ej, est au plus dénombrable. Pour tout
neN
n €N, on considére ¢y, : E;, — N une injection.

» On pose Fy=E).
» VneN* F,=E,\(Equ---UE,_1).
Ona |JFn=JE, et les Fy, sont deux & deux disjoints. Pour x € Fy, on pose ¢(x) = (n,,(x)). Lapplication ¢ est une

neN neN
injection de U F,, dans N2, En effet si p(x) = @(y), alors ny =ny =n et Pp(x) = Pu(y) et, par suite, x = y. Comme N2 est
neN
dénombrable donc U F,, est dénombrable. D’ou U E, est dénombrable.
neN neN

| Exemple I
| N |

1. Z= | [-n,n] est dénombrable

neN
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2.0=U {s tel que (p,q) € Z xN* |p|+q<n}

neN

R n’est pas dénombrable

Preuve:
Non exigible.
» On montre que Uintervalle [0,1[ n’est pas dénombrable.
+00
a
On suppose qu’il existe une bijection ¢ :N — [0, 1[. Pour tout n € N on pose ¢(n) = Z ﬁ lécriture décimale propre
k=0

de p(n). Soit alors x =0,x1x9--- €[0,1[ tel que VneN,x, =0si app #0et xp =1si apy, =0.
Si An e N,p(n) = x alors anpn = xp. Ce qui est absurde. D’ou [0, 1[ n’est pas dénombrable.

» R n’'est pas dénombrable car il contient un ensemble non dénombrable

n Familles sommables

Soit I un ensemble au plus dénombrable et (x;);c; une famille numérique et (I,),en une famille de parties de I

telle que
» Pour tous m,neNtelsquem#n,onal,nl,=¢;
» JI,=1
neN

Familles positives sommables

Définition 2

Soit (x;);ec; une famille de réels positifs.

On dit que la famille (x;);e; est sommable si 'ensemble { Z x;, J partie finie de I} est majoré.
ied

Dans ce cas, sup{ Z x;, J partie finie de I } s’appelle la somme de la famille (x;);c; et on la note in.
ied iel

Convention :

» Z x;=0
i€®
» Si I est fini la famille (x;);c; est sommable. On suppose désormais que I est dénombrable

» On convient de noter in = +oo0 si la famille (x;);c; n’est pas sommable
el

Propriété 4: Retour aux séries

Soit (x;);c; une famille de réels positifs et 0 : N — I une bijection, alors, les deux assertions suivantes sont

équivalentes
1. La famille (x;);e; est sommable.

2. La série Z Xg(n) €St convergente.
n=0

Si I'une de ces assertions est vérifiée, on a

+00
Z Xo(n) = in
n=0

iel

Preuve:

1=2) Soit neN, on pose N = max (o(k)), on a
O<ks<n

n N
D Xok) S XL Xk S )X
k=0 k=0 i€l
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+00
Dot la convergence de la série ) xy(y) et Uinégalité )| xy(m) < ) %;
n=0 n=0 iel
1< 2) Soit J une partie finie de I. On pose n = max (0_1 (J)), onadco([0,n])et

n +00
DS ) X=Xk S Zoua(n)
n=

ied iea([0,n]) k=0

+00
Par définition la famille (x;);c1 est sommable et Z X < Z Xg(n)
n=0

iel
+00
Dans le cas de convergence, on a Uégalité Y ugm)y= D u;
n=0 iel

Propriété 5: Cas I =N

Soit (x,),en une suite a termes positifs.
La famille (x,),en est sommable si, et seulement si, la série Z X, converge .

n=0

+00
Auquel cas Z B = Z B

neN n=0

Preuve:

Prendre o =Idy

I Exemple I
| N |

1
La suite (27"),en est sommable car il s’agit d’une suite de réels positif et la série Z 5, converge
n=0

Propriété 6: Convergence commutative

Soit Z X, une suite a termes positifs convergente, alors pour toute bijection o :N — N la série Z Xg(n)
n=0 n=0
converge et

+00
Z Xn = Z Xa(n)
n=0

neN

| Exemple I
| N |
1 1
Soit ¢ : N* — N* une application bijective. Déterminer la nature des séries Z —— et Z —
n=10 (n) n=1 o(n)

o :N* — N* est supposée bijective

1
» La série Z — converge absolument donc la famille (—2) est sommable. Il en est de méme de la
n=1 n=Jn=1

2
7
et donc la série Z converge et est de somme égale 5

U(n)z)nz]_ n=1 U(n)2

1 1
» La série Z — a termes positifs diverge donc la famille (—) n’est pas sommable. Il en est de méme
n=1 n=1

famille permuteée (

1
de la famille permuteée (—) et donc la série Z diverge
n=1

o n) n=1

Propriété 7: Critere de comparaison

Soit (x;)ier,(yi)icr deux familles de réels positifs telles que Vi€ I, x;<y;

1. Sila famille (y;);c; est sommable alors (x;);c; est sommable et in < Zyi
iel iel

2. Sila famille (x;);c; n’est pas sommable alors (y;);c; n’est pas sommable.

Preuve:

1. Soit J une partie finiede I. On a Vi€ I, x; < y; donc

in<2yi<2yi

ied ied iel
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donc la famille (x;);c est sommable et Z X < Z ¥i
iel iel

2. Par contraposée.

Propriété 8: Sous-famille d’'une famille sommable

Soit (x;);e; une famille de réels positifs.
Si (x;);e1 est sommable et J une partie dénombrable de I. Alors (x;);cj est sommable et

2: xX; < 2:.xi

ied iel

Preuve:
Soit K une partie finie de J, alors K est une partie de I et

in<2xi

ieK iel

Donc (x;); s est sommableet ) x; <) x;
ied el

Corollaire 4
Soit (x;);e; une famille de réels positifs.
S’il existe une sous-famille de (x;);c; qui n’est pas sommable, alors (x;);c; n’est pas sommable

Propriété 9: Sommation par paquets

La famille (x;);c; de réels positifs est sommable si, et seulement si, 'on a les deux propriétés suivantes :

> Pour tout n €N, la famille (x;);c1, est sommable de somme S,, = Z a;.
iel,

> La série Z S, est convergente.
n=0

+o00o
Auquel cas : Z (Z x,-) = in

n=0\iel, iel
I Exemple |
| N |
Etudions la sommabilité de la suite double (a P,Q)(p D2 définie par :
1
Qpg=—"—
P+ g+ 1)

Prendre la famille (I,,),ey définie par I, = {(p,q) € N2, p+q= n}

Pour tout neN, on a :
1 1
0' = =
" p+§=n (p+g+D* (n+1)*?

La famille est donc sommable si, et seulement si, la série Z o, converge, c’est-a-dire si, et seulement si,
n=0
a>2.0n a alors :
1 > 1

o e+ et

Remarque :

On peut appliquer le résultat précédent méme si la partition est finie

1
Exemple: Somme de la série Z -3
so@n+1)

=D q| 712 1
Sachant que z_: — = —, calculer la somme de la série n;) IR
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. - 1 1

La série a termes positifs Z — est convergente, la famille — est sommable, et ’on peut calculer
n=1N n= Jnen*

sa somme en séparant les termes d’indices pairs et les termes d’indices impairs , ce qui donne

+oo 1 +00 +00 1 +00 1 1t 1
Z _2 Z 2 Z 2 Z 2t 7 =)
| (2p+1) =12p) S @Cp+1)° 4,5 p

00 2

1 =
Sachant que Z —5 = 5 alors

+

+00 1

3
,;0 @n+12 4

Exemple: Etude d’une série

Etude de la série Z a, définie par :

n=1

1
~  sidpeN*,n=p?
n

an=

1 .
—; sinon
n

On pose I ={n e N*/3p e N*,n = p?} et J =N* \ 1. Il est clair que{l,J} est une partition de N*. La série est
a termes positifs donc il suffit de vérifier la sommabilité des familles (a,)ner et (@n)neg-

1 1
La série Z — converge donc la famille (—2) est sommable.
n=1 n* JneN*

1
Onal={neN*/ApeN* n=p? ={n?neN*} donc (a,)ncs = (—

1
2) . Or la famille (—2) est sommable
neJ)n=1 n

>1
donc la famille (a,),c; est sommable . "

1 1
Puisque J c N* et la famille ( 2) est sommable donc la famille ( 2) est sommable d’ou la som-
>1 eJ
mabilité de la famille (a,),cs. Les 'fl'amllles (apdner et (ap)neg sont sommaﬁles donc la famille (a;),en est

sommable d’ot1 la convergence de la série Z an.
n=1

IR  Familles numériques sommables

Définition 3: Famille numérique sommable

La famille numérique (up)rey est dite sommable si la famille (|uy,|)ec; est sommable.

Notation :
Soit (uy)rer une famille de réels. Pour tout % € I, on pose
uy =max(u;,0) et wu, =max(-us,0)
Pour tout £ € i, on a bien :
> u;,u, €R,,

> u,:+u];=|uk|,
> up —u, =Uup.

Propriété 10: Somme d’une famille sommable

Soit (u)rer une famille numérique sommable.

1. Sila famille (uy)rer est de réels , alors (uZ)keI et (u,;)d sont sommables.
On définit la somme de la famille (up)re; comme suit :

Sup=Yui-Yup

kel kel kel
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2. Si la famille (up)re; est de complexes, alors les deux familles réelles (Ze(up))per et (Im(uy))per sont
sommables. On définit la somme par

Y oupi=) Re(up)+iy Im(up)

kel kel kel
En outre
Yup|< Y lugl
kel kel
Preuve:

1. Les familles (u,‘;)kd et (uy, )pe] sont & termes positifs et pour tout k€ I
u]: < |uk| et up < |uk|
Par le critére de comparaison les deux familles (u;;)k€ 1 et (uy )peg sont sommables, ce qui justifie la définition de Z u;
iel
2. Les familles (Ze(up)icr et Um(up,))per sont réelles et pour tout k€I
|%e(uk)| < |uk| et Imup < |uk|
Par le critére de comparaison les deux familles (Re(up))ey et UIm(up))eg sont sommables, ce qui justifie la définition
de Z u;
iel

Notation :

¢1(I,K) désigne I'ensemble des familles sommables

Propriété 11

Soit (wr)per, (Vi )per deux familles sommables et A € K. Alors la famille (Aup +v)pe; est sommable et

Z(/luk+vk)=/12uk+2vk

kel kel kel

Autrement-dit ¢* (I,K) est un K-espace vectoriel

Propriété 12: Sous-famille d’'une famille sommable

Soit (up),e; une famille sommable et J une partie dénombrable de I. Alors (uy,),e; est sommable

Propriété 13: Retour aux séries

Soit 0 : N — I une bijection, alors, la famille (up)rc; est sommable si, et seulement si, la série Z Ug(n) €St
n=0

absolument convergente. Auquel cas

+00
Z Ug(n) = Z Up
n=0

kel

Preuve:
On distingue deux cas
» Le cas réel
=) Sila famille (uy)pc1 est sommable, alors les deux familles réelles positives (u}:)kd et (u];)kel sont sommables, et
ona

+00 N + +oo _ _
Dugm= Ui oet Y ugy=d u;
n=0 iel n=0 iel

P — + -
Donc, la série ngoug(n) est absolument convergente, car |ug(n)| = Uy T o)
<) Silasérie Y uy(n) est absolument convergente, alors la famille (up)peg est sommable
n=0




I1.3 Sommation par paquets

Dans le cas de convergence, on a :

Yui = yui-)up

iel iel iel
+00 . +00
= u - u
ngo o(n) n;O o(n)
+00
= ) uom
n=0

» Le cas complexe.
(up)per est sommable si, et seulement si, (Ze(up)per et Um(up))per sont sommables si, et seulement si, les deux séries

Z Re (ug(n)) et Z Im (ug(n)) sont absolument convergentes si, et seulement si, la série Z Ug(n) est absolument
n=0 n=0 n=0
convergente.

Dans le cas de convergence, on a :

Y up Y Re(up)-i ) Im(up)
kel kel kel

+00 +00
= Z Re(ugn)) —1i Z Im(ug(n))
n=0 n=0
+00
= 2 U
n=0

Propriété 14: Cas de I =N

Soit (u,)nen Une suite numeérique.

(un)nen €St sommable si, et seulement si, la série Z u, est absolument convergente.
n=0

+00
Auquelcas ) up, =) uy.

neN n=0

Preuve:
Prendre o =Idy

Sommation par paquets
Propriété 15: Sommation par paquets

Soit (up)rer est une famille de complexes sommable, alors

1. Pour tout n €N, la famille (u;);cj, est sommable. On note S, = Z uy ;

kel,
2. La série Z S, est absolument convergente ;
n=0
3, Z S, =) up .Autrement dit : Z (Z ul) =) u
n=0 kel =0\iel kel
I Exemple |
| N
Soit z € C tel que |z| < 1. Montrons que
+00 z2" z

h1-22"" 1-z

Puisque |z| < 1, on peut écrire par sommation géométrique Z k2™ et donc

2n+1
o 2 on portt _ O on@k+1)
I S v
n=0 n=0%k=0

Tout entier naturel non nul p s’écrit de faccon unique sous la forme p = 2"(2k + 1) avec n,k € N. On peut
donc affirmer que N* est la réunion des ensembles deux & deux disjoints suivants

A, ={2"2k+1), keN}
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Puisque la famille (2”),¢n+ est sommable, on peut sommer par paquets et écrire

f p +Z°‘(° Z m f +Z°(° 2" (2k+1)
zh = AR z
p=1 n=0meA, n=0%k=0
Ainsi o
+00 z +00 z
— D —
ngo 1-22" p;Z -z

Remarque :

On peut appliquer le résultat précédent méme si la partition est finie

-1 n—1
Exemple: Somme de la série ) ( )2
n=1 n
+oo 1 7.[2 (_1)n—1
Sachant que Z — = —, calculer la somme de la série Z
—n2 6 n2
n=1 n=1
(- n—1 (_1)n—1
La série Z est absolument convergente, la famille ( ) est sommable, et 'on peut cal-
n=1 n neN*
culer sa somme en séparant les termes d’indices pairs et les termes d’indices impairs , ce qui donne
+00 (_l)n—l +00 oo 1 +00 1 1t 1
r;l n? p;o (2P+1)2 pzl (2p)? pzo (2p +1)2 4;;;1172
De la méme fagon
+00 1 +00 +00 1 +00 1 1 +00 1
e Z 9n+1)2 Z 9n)2 Z 2ty o2
n=17 (2p+1) =12p) SCp+1* 4,5 p
2

o1 oz
Sachant que Z === alors
n=1"1 6

+00 1 7.[2 +00 (_1)n—1 ].[2
T -
,;0 @n+12 8 °© ,;1 nZ 12

Corollaire 5

Soit (I3)ren une partition de N et on suppose que la série Z x, est absolument convergente. Alors :
n=0

1. Pour tout n €N, la famille (x;);c;, est sommable de somme S,,.

2. La famille (S},),en €st sommable.

+00
3. Ona ZSnzz in:an.
n=0

neN neNiel,

\

Attention

Le résultat est faux lorsque la série n’est pas supposée absolument convergente. En effet, on sait que la

(-1) n—1
série Z est semi-convergente de somme In2.
n=1
. (-1
Soit le regroupement J,, = {2n —1,4n —2,4n} pour n =1 on a est sommable de somme
p pedy

1 1 1) 1( 1 1)
2n—-1 4n-2 4n 2\2n-1 2n
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Avec
L 12 1 121
$5 = 3333
= 2/ 2-1 47k
1(& 1 2 1 121
=] —_ —+ _ - - —
_ 131 1e
25k Zpok
1 In2
= E(1n(2n)+y—ln(n)—y)+o(1):n?-{-o(l)

Cette fois la série ) S, est convergente de somme % #In2.

Propriété 16: Critere suffisant de sommabilité

On suppose que la famille (up ),y vérifie :
» Pour tout n €N la famille (ug)e;, est sommable et on pose T, = Z |uegl.

kel,
» Lasérie Y T, converge
n=0
+00
Alors (up)ges est sommable et Y up =) ( Y uk)
kel n=0 \kel,

Propriété 17: Cas [ =Z

Soit (u,),ecz une famille numérique, alors les assertions suivantes sont équivalentes
1. (up),ez est sommable;

2. Les deux séries Z u, et Z u_n sont absolument convergentes;
n=1 n=1

3. La série Y (|u—n|+|unl) converge
n=1

Si 'une de ces assertions est vérifiée, alors

+o00o +o00o +00
Z Up=ug+ Z(un+u_n)= Z Unp+ Z U_p
nez n=1 n=0 n=1

| Exemple I
| N |

Soit r €[0,1] et 0 € R. Justifier I'existence et calculer Y. rlnlgint
ne”Z

Etudions la sommabilité de (r"le"f)

: |nl ,in6 L. . s n
» La famille (r"le )neN* est sommable car la série géométrique Zor converge
n>
» La famille (r'”'e_’"e)ne,\,* est sommable

Donc la famille (r'”'eine) ncz st sommable, donc en sommant par paquets

. +00 . +00 .
Z rlnletnB — Z rnemﬁ + Z rne—mﬂ
nez n=0 n=1
1 re~i0
= — + n
1-rei® 1-re-if
1-r2

1-2rcos(@) +r?




Applications aux suites doubles

m Applications aux suites doubles

JIIME  Suites doubles

Propriété 18: Suites doubles

Soit (am,n)(m,nyenz une famille numeérique. Les assertions suivantes sont équivalentes :

1. La famille (@m,n)m nyene €St sommable.

+00
2. Pour tout n €N, la série Y |amn| convergeet Y. Y |amn| converge.
m=0 n=0m=0

+00o
3. Pour tout m € N, la série Z |am,n| converge et Z Z |am,n| converge.
n=0 m=0n=0

4. La série Z Z |a p,q| converge.
n=0p+q=n
Si I'une de ces assertions est vérifiée, alors

+00 +00 +00 +00 +00
Z am,nZZ Zam’n—ZZamn_Z Z apg-
(m,n)eN?2 n=0m=0 m=0n= n=0p+q=n

Preuve:

On utilise les partitions suivantes de N2 :

= J mIxN= U Nx{n}= U{(p,q)EN2|p+q=n}

meN neN neN
| Exemple I
| R
Existence et valeur de 0

(p,q)g,\“,x,\,* (p+g?)p+qg2+1)

Notons que les termes sommés sont positifs.

* 1 1 z
» Pour chaque ¢ € N*, la série p;o Grdpid D) converge Car gy ~ - Par télescopage
Jio 1 Z 1 1
Sop+ap+a®+1D) Zop+q® p+gP+l g

1
» La série — converge
q;pzo(p+q2)(p+q Z2+1) (1;(12

est sommable et sa somme

Donc la famille (—(p+q2)(p+q2+1))(p,q)eNxN*

1 :fi\‘o 1 *X":O

(p,q)ezl\.xN*(p+q2)(p+q2+1) im0 @+aHp+g?+1) g% 6

III4  Produit de Cauchy de deux séies

Soit Z u, et Z v, deux séries numériques.
n=0 n=0

Définition 4

On appelle produit de Cauchy de Z u, et Z vy la série Z wy, dont le terme général est défini par

n=0 n=0 n=0

n
VneN, w,= Zupvn_pz Z UpUq
p=0 p+q=n




II1.2 Produit de Cauchy de deux séies

Propriété 19

Si Z u, et Z v, sont absolument convergentes alors leur produit de Cauchy Z wy est absolument
n=0 n=0 n=0
convergent et on a
+o0o +00o +00
Y wa={d un||d val
n=0 n=0 n=0
Preuve:
Pour m,n €N, on pose am pn =Um.Un.
+00
» Pour tout m €N, la série Z |am,n| converge de somme |up| Z lvnl, car la série Z v, est absolument convergente.
n=0 n=0 n=0
> Z || converge.
m=0
Donc la suite (am,n)(m n)en2 est sommable et on a
+00 +00
Z ). apg= Z Z Am,;n
n=0p+q=n m=0n=0
Qui se traduit a
+o00o +00 +00
Y wn={Y un|| X va
n=0 n=0 n=0
| Exemple I
| N |

1 n
Soit (u,),en une famille sommable. Pour tout n €N, on pose v, = P Z 2kuk.

k=0
Montrons que (v, ),en €St sommable et exprimer sa somme en fonction de celle de la famille (1, ),en

n

1 1
On peut écrire v, = Z T Uk La série Z v, est donc la série produit de Cauchy de Z |7 et —
02" e =0 ot on’
Puisqu’elles sont toutes deux absolument convergentes, la série Z v, est absolument convergente et
n=0
+00 +00 +00 1 +00
on=| S| |¥ 5|22 w
n=0 n=0 n=0 n=0
I Exemple I
| G |
a” b"
Soit a,b € C. Les séries Z — et Z — sont absolument convergentes et ont pour sommes respectives e®
n<0 n<0
et e®. La série produit est absolument convergente et a pour somme e%.e?. Or, cette série-produit Z Wn

n=0
pour terme général

p pn-p

S)

n
we, = )

»=o0 P! (n—p)!

P _ppn—p
C,a"b

Il
A
i 3

+00

Donc Z wy = e‘”b, ce qui prouve que e®*b = ¢ et
n=0
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