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ENSEMBLES DENOMBRABLES

Soit F/ un ensemble.

Définition: Ensemble au plus dénombrable

On dit que:

e Y est dénombrable s’il existe une bijection entre I et N.
e Y est au plus dénombrable s’il est tini ou dénombrable
Propriété: Opérations
e Une partie de N est dénombrable si, et seulement si, elle est infinie.
e Une partie d’'un ensemble dénombrable est au plus dénombrable.
e Un produit fini d’ensembles dénombrables est dénombrable.

e Une union dénombrable de parties dénombrables est dénombrable

FAMILLES POSITIVES SOMMABLES

Soient I un ensemble dénombrable et (x;);cr, (v;)icr deux familles de réels positifs

Définition
On dit que la famille (x;);c; est sommable si

IM > 0,VJ C IetJ fini,y x; <M
1eJ

Auquel cas, sup « ZCI%, J C IetJ fini ; s‘appelle la somme de la famille
\ 1€ J /

(;):cr et on la note Z ;.
i€l

Propriété: Sous-famille d’une famille sommable

On suppose que la famille (x;);c; est sommable et soit J une sous-famille
dénombrable de I.

Alors, la famille (x;);cy est sommable et on a Z r; < Z ;.
icJ iel

Propriété: Critere de comparaison

Si: Vi € I, x; <. Alors

1. Sila famille (y;);c; est sommable, alors (x;);c; est sommable et:

Zmi < Zyz

el el

2. La non sommabilité de la tamille (z;);cj entraine la non sommabilité
de (yi)ier

Propriété: Retour aux séries

Sio : N — I est une bijection, alors, la famille (z;);c; est sommable si, et

seulement si, la série E T, (n) €St convergente. Auquel cas
n=>0

+ 00
D Tan) = ) _Ti
n=>0

el
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FAMILLES NUMERIQUES SOMMABLES

Soit I un ensemble dénombrable et (zx)rer, (Yr)wer deux familles numériques.

Propriété: Casde I = N

Une suite numérique (x,,),, . €st sommable si, et seulement, si la série E T
n=>0

+00
est absolument convergente. Auquel cas E By = E T,
neN n=0

Propriété: Retour aux séries

Si o : N — [ une bijection, alors, (xi)rcr est sommable si, et seulement, si

—+ 00
Z T, (n) €St absolument convergente. Auquel cas Z To(n) = Z X

n=0 n=0 kel

Propriété: Opérations

Soit (v1),cr, (Yk)rey deux familles sommables et A € K. Alors la famille

()\ZIZZ —+ y’i)iEI est sommable et Z ()\CEZ —+ yz) =\ Z x; + Z Y;
kel kel kel

Théoréeme: Sous-famille d’une famille sommable

Soit (x1),.; une famille sommable et J une partie dénombrable de I. Alors
(1), est sommable

SOMMATION PAR PAQUETS
Soit I un ensemble dénombrable et (1,,),cn une famille de parties de I tels que
Vn#m, LaNl,=0et | ]I, =1I

Théoréme: Critére suffisant de sommabilité
Soit (x;);c; une famille numérique. Si :

1. Pour toutn € N la famille (x;);c;, est sommable.

2. La série E T, est convergente avec T,, = E ;]
n=0 €1,

+00
Alors: (z;);c; est sommable et Z Ty = Z (Z xz)

el n=0 \zel,

Propriété: Sommation par paquets

Soit (xi)rer une famille numérique sommable. Alors :

1. Pour toutn € N, la tamille (x;);c; est sommable.

2. La série E Sy converge avec S,, = E ;.

+00
n=0

el

+00
Autrement dit : Z (Z :13@) — Z X,

n=0 \z:el, el

Les mathématiques en prepas

SUITES DOUBLES

Théoreme

S0it (Gpm,n)(mn)en2 Une suite numérique double. Les assertions suivantes
sont équivalentes :

1. La famille (am n) (m,n)en2 €st sommable.

2. Pour tout n € N, la série E |y n| converge et la série

m =0
—+ o0
Z (Z am,n) converge.

n=>0 \m=0

3. Pour tout m € N, la série E @y n| converge et la série

n=0
+00
Z (Z am,n> converge.

m=>0 \n=0
4. La série E E la, 4| converge.
n=>0 prtg=n
(p,q) EN?

Auquel cas :

PRODUIT DE CAUCHY
Propriété

Si E Un et E v, deux séries numériques absolument convergentes alors
n=>0 n=>0

n
leur produit de Cauchy Z (Z upvnp) est absolument convergent et on a

n =0

> (3e) - ()< (35)

Soit A une K-algebre normée de dimension finie et a,b € A tels que ab = ba.
Alors

Propriété

exp (a + b) = exp(a) exp(b)
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