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ENSEMBLES DÉNOMBRABLES
Soit E un ensemble.

Définition: Ensemble au plus dénombrable

On dit que:

• E est dénombrable s’il existe une bijection entre E et N.

• E est au plus dénombrable s’il est fini ou dénombrable

Propriété: Opérations

• Une partie de N est dénombrable si, et seulement si, elle est infinie.

• Une partie d’un ensemble dénombrable est au plus dénombrable.

• Un produit fini d’ensembles dénombrables est dénombrable.

• Une union dénombrable de parties dénombrables est dénombrable

FAMILLES POSITIVES SOMMABLES
Soient I un ensemble dénombrable et (xi)i∈I , (yi)i∈I deux familles de réels positifs

Définition
On dit que la famille (xi)i∈I est sommable si

∃M > 0,∀J ⊂ I et J fini ,
∑
i∈J

xi 6M

Auquel cas, sup

{∑
i∈J

xi, J ⊂ I et J fini

}
s’appelle la somme de la famille

(xi)i∈I et on la note
∑
i∈I

xi.

Propriété: Sous-famille d’une famille sommable

On suppose que la famille (xi)i∈I est sommable et soit J une sous-famille
dénombrable de I .
Alors, la famille (xi)i∈J est sommable et on a

∑
i∈J

xi 6
∑
i∈I

xi.

Propriété: Critère de comparaison

Si: ∀i ∈ I, xi 6 yi. Alors

1. Si la famille (yi)i∈I est sommable, alors (xi)i∈I est sommable et:∑
i∈I

xi 6
∑
i∈I

yi

2. La non sommabilité de la famille (xi)i∈J entraîne la non sommabilité
de (yi)i∈I

Propriété: Retour aux séries

Si σ : N −→ I est une bijection, alors, la famille (xi)i∈I est sommable si, et
seulement si, la série

∑
n>0

xσ(n) est convergente. Auquel cas

+∞∑
n=0

xσ(n) =
∑
i∈I

xi

FAMILLES NUMÉRIQUES SOMMABLES
Soit I un ensemble dénombrable et (xk)k∈I , (yk)k∈I deux familles numériques.

Définition: Famille numérique sommable

La famille (xk)k∈I est dite sommable si la famille (|xk|)k∈I est sommable.

Propriété: Cas de I = N

Une suite numérique (xn)n∈N est sommable si, et seulement, si la série
∑
n>0

xn

est absolument convergente. Auquel cas
∑
n∈N

xn =

+∞∑
n=0

xn

Propriété: Retour aux séries

Si σ : N −→ I une bijection, alors, (xk)k∈I est sommable si, et seulement, si∑
n>0

xσ(n) est absolument convergente. Auquel cas
+∞∑
n=0

xσ(n) =
∑
k∈I

xk

Propriété: Opérations

Soit (xk)k∈I , (yk)k∈I deux familles sommables et λ ∈ K. Alors la famille

(λxi + yi)i∈I est sommable et
∑
k∈I

(λxi + yi) = λ
∑
k∈I

xi +
∑
k∈I

yi

Théorème: Sous-famille d’une famille sommable
Soit (xk)k∈I une famille sommable et J une partie dénombrable de I . Alors
(xk)k∈J est sommable

SOMMATION PAR PAQUETS
Soit I un ensemble dénombrable et (In)n∈N une famille de parties de I tels que

∀n 6= m, In ∩ Im = ∅ et
⋃
n∈N

In = I

Théorème: Critère suffisant de sommabilité
Soit (xi)i∈I une famille numérique. Si :

1. Pour tout n ∈ N la famille (xi)i∈In est sommable.

2. La série
∑
n>0

Tn est convergente avec Tn =
∑
i∈In

|xi|.

Alors: (xi)i∈I est sommable et
∑
i∈I

xi =
+∞∑
n=0

(∑
i∈In

xi

)

Propriété: Sommation par paquets

Soit (xk)k∈I une famille numérique sommable. Alors :

1. Pour tout n ∈ N, la famille (xi)i∈In est sommable.

2. La série
∑
n>0

Sn converge avec Sn =
∑
i∈In

xi.

3.
+∞∑
n=0

Sn =
∑
i∈I

xi .

Autrement dit :
+∞∑
n=0

(∑
i∈In

xi

)
=
∑
i∈I

xi

SUITES DOUBLES

Théorème
Soit (am,n)(m,n)∈N2 une suite numérique double. Les assertions suivantes
sont équivalentes :

1. La famille (am,n)(m,n)∈N2 est sommable.

2. Pour tout n ∈ N, la série
∑
m>0

|am,n| converge et la série

∑
n>0

(
+∞∑
m=0

|am,n|

)
converge.

3. Pour tout m ∈ N, la série
∑
n>0

|am,n| converge et la série

∑
m>0

(
+∞∑
n=0

|am,n|

)
converge.

4. La série
∑
n>0

∑
p+q=n

(p,q)∈N2

|ap,q| converge.

Auquel cas :

∑
(m,n)∈N2

am,n =
+∞∑
n=0

+∞∑
m=0

am,n

=
+∞∑
m=0

+∞∑
n=0

am,n

=
+∞∑
n=0

∑
p+q=n

(n,m)∈N2

ap,q.

PRODUIT DE CAUCHY

Propriété

Si
∑
n>0

un et
∑
n>0

vn deux séries numériques absolument convergentes alors

leur produit de Cauchy
∑
n>0

(
n∑
p=0

upvn−p

)
est absolument convergent et on a

+∞∑
n=0

(
n∑
p=0

upvn−p

)
=

(
+∞∑
n=0

un

)
×

(
+∞∑
n=0

vn

)

Propriété

Soit A une K-algèbre normée de dimension finie et a, b ∈ A tels que ab = ba.
Alors

exp (a+ b) = exp(a) exp(b)


