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Algébre linéaire — Dualité

Matrices et applications linéaires

[ Matrice en tant qu'application linéaire
Soit M € M,,,(K), l'application

KPF — K™ X +—MX

est linéaire. On définit alors comme pour les applications linéaires ker M et ImM :
(1) XekerM & X € K" et MX = 0.

(2) YEIM(M) & Y € K" et 3X € K" tel que Y = MX. En particulier rang(M) =
dimIm(M).

Matrice d'une application linéaire.

Soient E et F deux K-espace vectoriel tels que dimE = p et dimF = n. Soient
B = (ej)i<i<p une base de E et B’ = (e{)i<i<n une base de F et u: E — F une
application linéaire. On appelle la matrice de u relativement aux bases B et B, la
matrice

MB,B’(“) = (ai,j) € Mn,p“K)

dont la j-éme colonne est formée par les coordonnées de u(e;) dans la base B, c.ad :
Vj e [1,p] :u(e) = Z aije; -
i1

Dans le cas ou B = B’ on note tout simplement Mp(u), c'est alors une matrice carrée.
P n
REMARQUE 1.1. (1) Avec ces notations, si x = ijej €E ety=u(x) = Zyie{ el
j=1 i=1
alors

Y =MX

X1 Y1
X = et Y=
Xp Yn

représentent les matrices colonnes formées par les coordonnées de x dans B ety dans 5.

ou




(2) L'application uw — Mp z(u) définit un isomorphisme d'espaces vectoriels entre L£(E,F)
et My p(K).

(3) En plus st G est un autre K — ev et B” une base de G, alors
Mpp(vou) = Mp g (v).Mpps(u)
pour tout uw € L (E,F) etve L(F G). En particulier 'application
ueL(kE) — Mpgu) e M, (K)

est un isomorphisme d'algébre.

(4) Ce qui permet de déduire que, Mp /(1) est inversible si et seulement si u est un iso-
morphisme et dans ce cas

Mp (W)™ = Mg gu™),

Matrice d'une famille de vecteurs dans une base
Soit E un K-espace vectoriel de dimension n, B = (ey,...,e,) une base de E et
C = (V1,..,, Vp) une famille de p vecteurs de E, la matrice de la famille C dans la base
B est la matrice notée Mp(C) = (a;;) € My, (K)telle que

VJ c Iﬂ,p]] \/J :Zaiﬂ-ei .

i1
dont les colonnes sont formées par les coordonnées des éléments de C dans B.

PROPOSITION 1.1. Avec les notations de la définition précédente on a :
rang (Mp(C)) = rang(C).

En particulier C est une base de E si et seulement si Mp(C) est inversible.

Matrice de passage entre deux bases

Soit E un K-espace vectoriel et By, B, deux bases de E de dimension n.. La matrice
de passage de B; vers B, est la la matrice carrée d'ordre 1 notée P, g, définie par :

Ps, 5, = Mg, (B).
REMARQUE 1.2. On a aussi Ps, B, = Mp, 5, (ide). Ce qui permet de déduire

. Les formules de changement de bases

St Xy € My, (K) désigne la matrice colonne formée par les coordonnés de x dans
B et X; € My 1 (K) celle formée par ses coordonnées dans B, alors on a la formule de
changement de base
X; =PX; .

et si F est un autre K-espace vectoriel, B, 55 deux bases de F, alors pour tout u €
L (E,F), si on pose My = Mp, 5, (1), My = Mp, 5, (1) et P =Pp 51, Q = Pg, 5, on a
la formule

M, =P 'M,Q,

on dit alors que M; et M, sont équivalentes.
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PROPOSITION 1.2. Deux matrices sont équivalentes si et seulement si elles ont méme rang

DEFINITION 1.1. En particulier si E = F, By = B}, B, = B} et My = Mp, (1), M; =
Mg, (u) alors
M, = P_1M1P,

on dit alors que M; et M; sont semblables.

Rang d’'une application linéaire

Soit u € L(E;F). St Imu est de dimension finie, on pose rangu = dim(Imu).

THEOREME 1.1 (de factorisation). Soit w € L(E,F). tout supplémentaire de keru
est isomorphe Imu. En particulier si dimE est finie, on a :

dim E = dim keru + dim Im(u) (formule du rang)

Déterminant (rappels)

I Déterminant d'une matrice carrée d’ordre n
Le déterminant d'une matrice carrée d'ordre n, A = (aij)i<ijen € My (K), noté
det(A) est par définition le scalaire :

Qi 0 g

)

n
detA = Z (o) H Qi (i) Noté aussi
0ESH i=1 an’] e an)n
. Développement selon ligne ou colonne
SOU’. A = (ai’j)gmgn alors

det(A) = ) (—1)"det(Ay;) VI<j<n

i=1
ol Ay; est la matrice obtenue en enlevant la 1™ ligne et j*™ colonne. De méme

det(A) = ) (1) det(Ay;) VI<i<m.

j=1

e det(A;;) s'appelle cofacteur d'indice (i,j), la matrice formée par ses cofacteurs
s'appelle comatrice de A et se note Com(A). On montre que

A'com(A) = det(A)L,.

REMARQUE 1.3. Le déterminant d’une matrice triangulaire est le produit de ses coefficients

diagonaux.



B Propriétés
(1) det(AB) = det(A) det(B).
(2) Une matrice A € M,, (K) est inversible si et seulement si det(A) # 0 et dans ce

cas . ]
det(A™") =
et(A™) det(A)
et
- 1 tc A
AT = Gaa ComiA)

(3) Si P est inversible alors det(PAP~!) = det(A).

I Déterminant d’'une famille de vecteurs dans une base

Soit B une base de E tel que dimE = n. On appelle déterminant dans la base B,
d'une famille 7 = (wy,...,u,) de n vecteurs de E, le scalaire

detg(F) = det (Mg (F))

PRoPOSITION 1.3. Soit B une base de E, et B famille d'éléments de E tel que CardB’ =
dimE, alors : B’ est une base de E si et seulement si detg(B’) # 0, et dans ce cas on a :

1

detB/ (B) = W

[ Déterminant d'un endomorphisme.

Soit u € L(E). det(Mp(u)) ne dépend pas du choix de la base B de E, on pose
alors
det(u) = det (Mp(u))

et on l'appelle le déterminant de wu.

ProprosITION 1.4. Soit u,v: E — E deux endomorphismes de E tel que dimE = n, B
une base de E et B’ = (x1,...,xn) famille d’éléments de E, on a les résultats suivants :
e det(uov)=det(u)det(v).
1
~ det(u)

e U est un automorphisme de E si et seulement si det(u) # 0, avec det(u™")

Espace dual

Forme linéaire

On appelle forme linéaire sur E toute application linéaire @ : E — K.
. Exemple de forme linéaire : Trace d'une matrice carrée.

On appelle trace de A = (a;j)1<ij<n € Mn(K), le nombre note Tr(A), défini par la
relation suivante :

TF(A) = i Ai.
i=1

PropPosITION 2.1. Soit A,B € M,(K),A € K et P inversible, on a les propriétés sui-
vantes :

Tr(A+AB) = Tr(A) + ATr(B), Tr(AB) = Tr(BA) et Tr(PTAP) = Tr(A).

[enp ddedsq g




[ Représentation matricielle d'une famille finie de formes linéaires
Si B= (e, - ,ep) est une base de E et @ une forme linéaire non nulle sur E, alors

P
pour tout x = inei ckE:

dans_la base B. . o
Liens avec les systemes linéaires

L'ensemble de solutions du systeme linéaire

i=1
Q(x) = aix; + -+ apxy, ol a; = @(e;)
la matrice ligne ( a ... q ) est la matrice de @ dans la base B.
o En général si @i, ..., @, est une famille de formes linéaires, la matrice
=)
g A .. Qip
s M = € My, (K)
5"-7 Ani .. GOnp
g\
g‘ ou ( Qi1 ... Qip ) est la matrice de @;, est appelée la matrice de la famille (@1, ..., @)
l
S
=
=
o>

aixq + -t Cl],po =0

S:
AniX1 +--+ anpxp, =0
n

n‘est autre que l'intersection ﬂ ker (@4) .
i1

PRoOPOSITION 2.2. Avec les notations ci-dessus, on a :
rang (@1, ..., @n) = rang(S) = rang(M).

Bases duales

L'ensemble £ (E,K) des formes linéaires sur E, se note E* et s'appelle le dual de E,
c'est un K-e.v de méme dimension que E.
Soit B = (ey, €y, ...,€,) base de E, donc

P
Vx € E, 3 (x1,000 %) EKPix =) X
i=1

Les applications

P
Pj :x:inei =X
i=1
pour j € [1,p] sont des formes linéaires, appelées formes linéaires coordonnées asso-
cicées a la base B.

THEOREME 2.1 (base duale). Soit B = (e1,---,ep) est une base de E, il existe une
unique base (@1, ®2,...,®p) de E¥, vérifiant :

Vi,j e [1,p]: @iley) = 83  (Symbole de Kronecker)

On pose @i = e} et B* = (e}, -+, e;) s'appelle la base duale de B dans E*.




REMARQUE 2.1. SiB = (ej,--- ,ep) est une base de E, alors sa base duale B* = (e}, -, ej)

dans E*, est définie par la relation suivante :

P
Vx = ijej € E:ef(x) =xi,Viel,pl.

i=1
Ce qui permet d'écrire
P
X = Ze;“(x)e]- ,Vx € E.
i=1
Autrement dit, e] est la i®me forme linéaire coordonnée. Parfois on utilise le crochet de
dualité (@, x) aulieu de @ (x) st @ € E* et x € E. Ainsi lapplication
E*XE—K (9,x)— (@,%)
est bilinéaire. On écrira alors
X = Z<e§k,x> ej ,Vx ek,
=1
Exemple Pratique : Dans E = R3, on considére B = (u,v,w) donnés par
u= (1)_1)O)> V= (0,0,]), w = (1)]>1)

Pour déterminer la base duale, il suffit de calculer les coordonnées d'un vecteur X =
(x,1,2) € R® dans cette base. Pour celd, on note P la matrice

1T 0 1
P=| -1 0 1
0 11
et sa matrice inverse
L
41
Pl= = 2 1
o
2 2

permet d'écrire le vecteur X = (x,1,z) € R® dans B :
1 1 1
X=5k—yluts(x—y+2z)v+sx+ylw

ce qui donne

1
u*:(x,yﬂ)Hi(X—y)

1
v'(x,Yy,z) — E(—x—y +2z)

1
W* . (x,y,z) — E(X—’_y)

les trois éléments de la base duale B*.

[enp ddedsq g
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THEOREME 2.2 (base antéduale). Soit (@1, -+, @p) une base de E*, alors il existe
une unique base (&1, €2,...,¢p) de E telle que pour tout i € [1,p], @i = €. (e1,€2y...,¢p)
s'appelle la base antéduale de (@1, -, @p).

REMARQUE 2.2. Dans la pratique, on connait les expressions des @; dans une base donnée
C, il suffit d’inverser leur matrice dans cette base pour trouver la matrice de passage de la base
C a la base antéduale cherchée :

Me (erye2y..0,8p) = (Mc <£T,‘~- )€;>),1 .

Hyperplans et formes linéaires

La codimension codimF d'un sev F de E, est donnée par :

codimF =dimE — dimF.

DEFINITION 2.1. On appelle hyperplan de E tout s.ev H de E, de codimension 1 (en
dimension finie tout s.e.v de dimension égale a dimE —1).

. Propriétés caractéristiques des hyperplans
(1) St H est un hyperplan de E et xo ¢ H, alors E = H & Kx,.
(2) Si @ est une forme linéaire non nulle sur E, alors ker @ est un hyperplan de E.

(3) Inversement, si H est un hyperplan de E, alors il existe ¢, une forme linéaire non
nulle sur E, t.q H = ker o.

(4) St @ et P sont deux formes linéaires non nulles sur E t.q ker @ = ker, alors
IAN#0tqg e =M.

On dit que les hyperplans H; = ker @, 1 <1 < n, sont indépendants si la famille
(@1, ..., Pn) est libre dans E*.

n

THEOREME 2.3. Soient Hy,...,Hy, des hyperplans de E, ﬂHi est un s.ev de E de
i=1

codimension inférieure ou égale a n, avec égalité si et seulement si les H; sont indépendants.
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Espaces vectoriels normés

Norme et distance

Dans tout le chapitre on se place dans le cadre d'espaces vectoriels E sur le corps
K=RouK=C.

Définitions

DEFINITION 1.1. On appelle norme dans E, une application N telle que :

(1) Vxe€ E:N(x) € Ry

(i) Vx € E,VA € K: N(Ax) = [A[N(x)

(i) ¥(x,y) € E2: N(x+y) < N(x) +N(y)

(iv) N(x) =0¢&=x=0

E muni de N est appelé un espace vectoriel normé (evn). Sans la proporiété (iv), on dit
que N est une semi norme.

e Souvent on note ||x|| pour N(x). On différencie le cas échéant diverses normes par
des indices : |[x]|;, [|x]],, -
Dans toute la suite on suppose que E est muni d'une norme | ||.

REMARQUE 1.1. De la définition on déduit que

Xl =yl < Ix —yl|.-

DEFINITION 1.2. La distance entre les points x et y de E est

dix,y) =[x =yl

B Propriétés

On a les propriétés suivantes, qui résultent des axiomes définissant une norme.
e d(x,y) >0

o d(X,U) :O@XIU

e d(x,z) < d(x,y) + d(y,z)




[ Distance d'un point a une partie de E

DEFINITION 1.3. Soitx € Eet ACE, A+ @; alors on pose
d(x,A) = inf d(x,a)
acA
PRrRoOPOSITION 1.1. Il existe une suite (a,) dans A telle que

d(x,A) = nl;ngo d(x, an).

I Boules

DEFINITION 1.4. On définit les boules ouvertes et fermées de centre a € E et de rayon
r € R par:

e B(a,7r)={x e E|d(x,a) <1}

e Bi(a,m)={x € E|d(x,a) <7}

S(a,m) ={x € E| d(x,a) =1} est la sphére de centre a et de rayon r.

[ Partie bornée, application bornée

DEFINITION 1.5. Une partie A de E est bornée si
IM>0[|VxeA:|x]| <M.
Soit X un ensemble non vide, une application f: X — E est bornée si

IM > 0| ¥x € X: [[f(x)]] < M.

REMARQUE 1.2. Il est facile de voir que la réunion, l'intersection de deux bornés est bornée.
Et que l'ensemble B(X, E) des applications bornées de X dans E est un K — ev.

THEOREME 1.1. Soit X un ensemble non vide, , Uapplication

fr— [|fll o = sup[[f(x)]]
xeX

est une norme sur l'espace vectoriel B(X, E) des applications bornées de X dans E.

I Normes équivalentes
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DEFINITION 1.6. On dit que deux normes N7 et N, sont équivalentes, s'il existe «, 3
réels strictement positifs tels que

Vx € E:aN7(x) < Nz(x) < BNq(x)

Evn produit

PROPOSITION 1.2. SiE et F sont deux evn, on définit sur E x F une norme, par

V(x,y) € ExF (|, y)[ = sup ([Ix], lylD

appelée norme produit sur E x F.
Plus généralement, pour un produit de n espaces Ey,..., E, on pose
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n
VX = (X1y .00y Xn) € 1_[1:4L :
i=1

[x[[ = sup ([}
1<i<n

llo - Deux autres normes sont

REMARQUE 1.3. La norme produit ci-dessus est notée ||
n

définies sur le produit HEi :

i=1

n
H(X]) ---»Xn)”] = Z Hxl” et
i=1

n 1/2
2
H(X]) "-)XTI)HZ = (Z HXIH )
i=1

En particulier, on définit sur R™ (ou C™) les trois normes suivantes, qui sont équivalentes,
VX = (X7y ey Xn) € K™

2

1/2
n n
Ixlloo = sup Bal, lIxlly =Y hal et [Ix,= (> |x
1<i<n =

Xq
i=1

Notions topologiques de base

[ Voisinages, Intérieur, adhérence, frontiere

DEFINITION 1.7. On dit qu'une partie V C E est un voisinage de a € E si V contient
une boule B(a,r) (r > 0). Dans ce cas a € V et on dit que a est un point intérieur a V.

e}
On note V l'ensemble de tous les points intérieurs a V et on l'appelle Uintérieur de V :

a6\0/<:)EIT>O:B(a,r)CV




On dit que a € E est adhérent a V si toute boule B(a,r) rencontre V.
On note V l'ensemble de tous les points adhérents & V et on l'appelle 'adhérence de V :

acV&eVv¥r>0:B(qr)NV#o

Ainst on a

<l

VcVvc

on appelle frontiére de V l'ensemble Fr(V) =V \ V.

B Ouverts, fermés

DEFINITION 1.8. On dit que U C E est ouvert si fl =LU. Le:
Va e U,3r > 0:B(a,r) C U.
On dit que V C E est fermé si V =V (ce qui signifie V.C V), i.e. Va € E

Vr>0,B(a,m1)NV#2] = aecV

I Exemples

(1) Lensemble @ est par convention ouvert et fermé. Aussi E est a la fois ouvert et
fermé.

(2) Une boule ouverte est un ouvert. Une boule fermée est un fermé. (Prouver cette
derniére assertion).

(3) tout point, toute partie finie, est fermé(e).

(4) une sphére S ={x € E | d(x,a) = 1} est fermée.
PropPosITION 1.3. Lintérieur du complémentaire est le complémentaire de l'adhérence.
L'adhérence du complémentaire est le complémentaire de l'intérieur :

o —— o
ENA=E~NA et EXA=ENA

et donc
A est un fermé si et seulement si A est un ouvert.

B Propriétés

(1) Toute réunion (méme infinie) d'ouverts est ouverte.

(2) L'intersection de deux (ou méme d’'un nombre fini d') ouverts est ouverte.
(3) Toute intersection (méme infinie) de fermés est fermée.
(4) La réunion de deux (ou méme d'un nombre fini de) fermés est fermée.
()

5) La frontiere est toujours un fermé, et la frontiere de A est aussi la frontiére de son
complémentaire.
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Notion de convergence dans un evn

Suites dans un evn

DEFINITION 2.1. La suite (un) converge vers £ si
d(un, £) = ”uﬂ - e”
est une suite réelle qui converge vers 0, i.e

Ve>0,Ing e N|Vn>ngp:
lun — €| < €

Si ce n'est pas le cas, on dit que la suite diverge.

THEOREME 2.1. Soit E=Fx G un espace produit d’evn, muni de la norme produit. Alors
une suite de E converge si et seulement si les suites de ses composantes convergent :

= ) 3, (8,0) 6 (v =3 @ et wa o )

B Suites extraites

DEFINITION 2.2. On appelle suite extraite (ou sous—suites) de la suite (u, ), une suite
de la forme (un,)p ol (ny)p, est une suite d'entiers strictement croissante.

REMARQUE 2.1. Typiquement, on a les exemples des sous-suites paires et impaires (uzp)
et (Uzp+1). De méme, les suites décalées (u,41) ou (un412) sont des suites extraites.

Les suites extraites partagent les propriétés de leur ancétre : toute sous-suite d'une suite
bornée (resp. convergente) est bornée (resp. convergente).

PRoPOSITION 2.1. Les suites (uzp) et (uzp41) convergent vers une méme limite {, montrer
que (uyn) converge.

B Valeurs d’adhérence

DEFINITION 2.3. ¢ est une valeur d'adhérence de la suite (un) si et seulement si il
existe une suite extraite () qui tend vers L.

PRrRoOPOSITION 2.2. Toute suite convergente posséde une seule valeur d’adhérence : sa li-
mite. Et donc une suite qui posséde au moins deux valeurs d’adhérence distinctes est divergente.




B Caractérisation séquentielle des fermés
(1) Un point adhérent a A est la limite d’'une suite d'éléments de A.

(2) L'adhérence de A est donc l'ensemble des limites des suites convergentes de E (
a valeurs dans) A.

(3) Un ensemble fermé A est donc tel que toute suite a valeurs dans A et qui converge
dans E a sa limite dans A.

Limite et continuité en un point

Dans cette partie E et F sont deux K — evn.

DEFINITION 2.4. Soit X une partie de E et f: X — F, a € X. On dit que Xlgnaf(x) =
xeX

{ € F (ou que f converge en a) si
Ve>0,In>0]|Vvxe X:
[x—all <n = [[f(x) 1t < ¢

et on dit que f est continue en a € X si XlE)naf(x) = f(a). Et si f est continue en tout point

xeX
de X, on dit qu'elle est continue sur X.

THEOREME 2.2. Soit X une partie de Eet f: X — F, a € X. Xlg)naf(x) ={ € Fsiet
xeX
seulement si pour toute suite (u,) de X convergeant vers a, on a (f(u,)) qui converge vers

(.

REMARQUE 2.2 (Image continue d'une suite). Si (w,) converge vers la limite ¢ et
si f, définie en tout point de la suite, est continue en ¢, alors lim f(u,) = f(£). En particulier

St une suite récurrente vérifiant w1 = f(un) converge vers ¢, et si f est continue en ¢, alors
() = L.

REMARQUE 2.3. Les résultats sur les opérations des limites des fonctions numériques sont
concervées.

. Caractérisation de la convergence dans un espace produit

PRroPosITION 2.3. Soit f une application de X dans E x F et a adhérent a X, alors f
converge en a si et seulement si ses deux composantes convergent :

(f1 (%), f2(x)) = (lim f1(x), lim 2(x))

lim
Xx—a

Propriétés globales des fonctions continues

3=
Z
=X
5.
=
j=N
o
()
g
<
2]
L]
Q
@
=
(=}
(47
(=N
=]
=
»
c
=
)
=
=




t
»n
=
=1}
o
@
3
<
93
<)
—
o
=
Lol
@
e
3
=
<}
3
D~
3

DEFINITION 2.5. Si A est une partie de E, on appelle ouvert de A lintersection de A
avec un ouvert de E.

THEOREME 2.3. Une application f: A C E — F est continue sur E si et seulement si
l'image inverse par f de tout ouvert de F est un ouvert de A.

REMARQUE 2.4. Donc de méme, si f est continue, alors I'image inverse par f de tout fermé
de F est un fermé de A.

PROPOSITION 2.4. Si f est continue de A dans R, alors les ensembles {f < m} et {f = m}
sont fermés, et {f < m} est ouvert.

I Continuité et densité

PROPOSITION 2.5. Si X est dense dans A et f est continue sur A dans levn F, alors f(X)
est dense dans f(A).

THEOREME 2.4. Deux applications continues sur A qui coincident sur une partie dense
de A sont égales sur A.

REMARQUE 2.5. On utilise souvent ce théoréme sous une forme plus simple : si f et g
coincident sur [a, b[ et sont continues en b alors elles y sont égales.

[ Fonctions lipschitzienne

DEFINITION 2.6. Soient E, F deux evn. L'application f de E dans F est dite lipschitzienne
de rapport k si
v,y € B [f(x) = fly)] < klx =yl

PRrRoPoSITION 2.6. Toute application lipschitzienne sur D C E est uniformément continue
sur D.

Fonctions de plusieurs variables réelles

R? étant un evn, donc les théorémes généraux sur les limites et continuité sont aussi
valables pour les fonctions de R? dans R", notamment :

e Limites et continuité d'une application composée.

e Continuité des fonctions polynomiales sur R? a valeurs dans R.

o ..




REMARQUE 2.6. La continuité d'une fonction
f:R* — R"
équivaut a la continuité de chacune de ses composantes réelles fj. Il suffit alors de savoir justifier
la continuité des fonctions a valeurs dans R.
[ TFonctions partielles

Soient U un ouvert de R*, f : U — R; (x,y) — f(x,y), (a,b) € Uetv =
(vi,v2) € R?, v # 0. On définit sur un voisinage de 0 dans R, la fonction

©y:t— f((a,b)+tv) =f(a+tv;,b+tv;)

qu'on appelle fonction partielle de f en (a,b) suivant la direction de v.
La limite tl'mg) @, (t), si elle existe, est appelée la limite de f suivant la direction v
—

en (a,b). La proposition suivante est évidente.
PRoPOSITION 2.7. Si  lim f(x,y) existe alors il en est de méme pour tling) @y (t), pour
—

X (xy)—(a,b)
tout v € R“.

La réciproque étant évidemment fausse !
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Topologie dans un EVN

Complétude

(KW Suites de Cauchy

DEFINITION 1.1. La suite (un) est de Cauchy dans E si

Ve >0,Inp € N|¥Vn >ny,Vp € N:

[Untp —unl[ <€

ce qui signifie que la suite <£n = sup || Unip —un||> est définie et converge vers 0.
p=zn neN

B Propriétés
(1) Toute suite de Cauchy est bornée.

(2) Toute suite convergente est de Cauchy, mais la réciproque est fausse, comme on
le voit par exemple dans R[X] muni d'une norme au choix.

DEFINITION 1.2. Un evn est complet (ou une partie de celui-ci), si toute suite de Cauchy
y est convergente.
Si un evn est complet, on dit que c'est un espace de Banach.

THEOREME 1.1. Tout evn de dimension finie est un Banach.

THEOREME 1.2. Soit E un evn complet (un Banach), U'espace des suites bornées de E,
muni de la norme || ||, sur les suites, est complet.




REMARQUE 1.1. Cette espace de Banach est parfois noté £ (E).

THEOREME 1.3. De méme U'espace des applications continues de [a, b] dans E est com-
plet pour la norme || || -

PRoPoOSITION 1.1. Dans un Banach, les parties complétes sont exactement les fermés.

. Critére de Cauchy pour les applications

THEOREME 1.4. Si E est un evn, F un Banach, et a € A C E; f: A — F admet une
limite en a si et seulement si

Ve >0,3r > 0| Vx,y € ANB(a,r):
If(x) —fly)l| < e

Prolongement d’applications lipschitziennes

THEOREME 1.5. Soit f:ACE—F k-lipschitzienne k > 0, et F complet. Alors f est
prolongeable sur A, de maniére unique, en une application k-lipschitzienne.

Compacité
Définition séquentielle

DEFINITION 2.1. Un compact est une partie K de E telle que toute suite de K admette
une sous-suite convergente (dans K).

[ Exemples
1

(1) Toute partie finie est un compact.
(2) Dans R tout segment [a, b] est compact (BW).
(3)

3) L'ensemble A constitué des valeurs d'une suite (u,) et de la limite { est compact.

oedwo) g
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Compacts et fermés

PRoPOSITION 2.1. Tout compact est fermé et borné.

PRoPOSITION 2.2. Tout fermé d'un compact est compact (i.e : l'intersection d'un compact
avec un fermé est compact), et réciproquement toute partie compacte d'un compact y est fermée.

PRoOPOSITION 2.3. Le produit de deux compacts est compact. Bien entendu, cela signifie
< un compact de l'espace produit muni de la norme produit >.

Compacts et continuité

THEOREME 2.1. L'image continue d’'un compact est un compact .

PropPosITION 2.4. Une application continue d'un compact dans R est bornée et atteint ses
bornes.

REMARQUE 2.1. Ceci montre Uexistence de maxima et de minima de fonctions, sous la seule
condition qu'elles soient continues sur une partie compacte adéquate.
Une généralisation parfois utile : pour une application continue de A compact dans E, il

existe a € A tel que
Vx € A [[f(x)]| < [[f(a)]]

(idem avec > bien siir).

THEOREME 2.2 (de Heine). Toute application continue sur un compact K y est uni-
formément continue, c'est a dire que

Ve > 0,dn > 0| Vx,y € K:
[x =yl <n=[If(x) =yl <e

(propriété plus forte que la continuité ordinaire).

B le cas de la dimension finie

THEOREME 2.3. En dimension finie, toutes les normes sont équivalentes.

THEOREME 2.4. Tout evn de dimension finie est un Banach.




THEOREME 2.5. En dimension finie les compacts sont les fermés bornés. En particulier
la boule (fermée) unité est compact.

THEOREME 2.6 (Bolzano-Weierstrass). En dimension finie, de toute suite bornée
on peut extraire une sous-suite convergente.
Ce qui signifie aussi bien que les compacts sont les fermés bornés.

Connexité par arcs

On se place exclusivement en dimension finie.

DEFINITION 3.1. On dit qu’'une partie A de E est convexe si pour tout a,b dans A le
segment
[a,b] ={ta+ (1—t)b |t e [0,1]}

est inclus dans E.
Par exemple les boules sont convexe et tout sev (sea) de E est convexe.

DEFINITION 3.2. Un arc joignant les points x et y dans la partie A est une application
v continue de [0,1] dans A, telle que y(0) =x et y(1) =vy.

Une partie A est connexe par arcs si et seulement si pour tout couple de points (x,y)
dans A, il existe un arc joignant x a y. En d'autres termes, on peut toujours tracer un chemin
d'un point a un autre sans lever le crayon.

PRoPOSITION 3.1. Tout convexe est connexe par arcs.

THEOREME 3.1. Les parties connexes par arcs de R sont les intervalles.

THEOREME 3.2 (Image d’un connexe). Soit f une application continue de A, par-
tie connexe par arcs de E, a valeurs dans F; alors f(A) est connexe par arcs. Dans le cas
F =R, f(A) est donc un intervalle.
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Continuité d'une application linéaire

THEOREME 4.1. L'application f € L(E;F) est continue si l'une des propriétés suivantes
est vérifiée :

1
2
3
4

f est continue en 0
f est lipschitzienne
IM >0[Vx e E:|f(x)] <MI|x]

f est bornée sur la boule unité.

(1)
(2)
(3)
(4)

REMARQUE 4.1. Comme on le voit, la continuité d'une application dépend de la norme. On
s'en doute, elle reste la méme avec des normes équivalentes.
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THEOREME 4.2. Toute application linéaire d'un evn de dimension finie dans un autre
est continue.

Normes subordonnées

THEOREME 4.3. Dans lev L.(E;F) des applications linéaires continues de E dans F, |’
application

w— sup{[lu(x)|| [[x] =1}
= sup{[[uC)[ [ ]l <13

:sup{MIX#O}

X

est une norme, qu'on note (pour différencier) |Ju]| .

REMARQUE 4.2. Le sup étant le plus petit des minorants, donc [[u]| est le plus petit réel
vérifiant pour tout x € E
G < (el 1] -

L:(E;F) muni de cette norme est donc un evn.
PROPOSITION 4.1. Dans l'ev £.(E) la norme || || est sous multiplicatice, i.e :
Vu,v € Le(B) : luo v < [full [Iv]|
c'est donc une norme d'algébre. En général st u € L.(F;G) et v € L.(E;F) on a

o vl < [fulf [V -




Exemples de normes subordonnées

PROPOSITION 4.2. Pour tout @ = ( a .. ag ) € My a(K) ~ (K4)* :
d
lelloe = sup |2 aixi = |[(a1,...,aa)ll;
X[l o=1 1i=1
d
lelly = sup | 3 aixi = [[(a1,...,ad)lls
IXlh=1 =1

d
lell, = sup | X aixil= (a1, .., adl,
Xl =1 =

normes subordonnées aux normes || | |l usuelles sur Mg (K) ~ K9,

’oo’ 2!

PRrRoPoOSITION 4.3. Pour tout M = (a;) € My(K) =~ £(K?) :

d
IMllog = sup_[[MX]lo, = ]fgfgdj; i

d
IMIl; = sup [[MX]|; = max 3 laijl
Ll bogses Y
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normes subordonnées aux normes usuelles || ||,

|} sur Mq,1(K).

PRropPosITION 4.4. La norme || ll, sur M4(K) est sous multiplicative et majore la norme
I ll, subordonnée a la norme || ||, sur Mg (K).

Application biliniéaire
On dit que B: E x F — G est bilinéaire si Vx,x' € E;y,y e FA e K:

B (x + AX';y) = B (x,y) + AB (x/,y) et
B (x,y +Ay’) =B (x,y) + AB (x,y")

Comme l'ensemble des applications linéaires, l'ensemble des applications biliéaires
de E x F dans G est un K — ev pour les lois usuelles noté L(E,F;G).

PROPOSITION 4.5. Lapplication bilinéaire B de E x F dans G est continue si et seulement
st il existe une constante M telle que

V(x,y) € ExF:[Blx,y)|| < Mlx[ [lyll

THEOREME 4.4. SiE et F sont de dimension finie toutes les applications bilinéaires sur
E x F sont continues.




Séries dans un EVN

B Vocabulaire

Les définitions d'une série, de sa convergence, de la somme, du reste, sont comme
dans R (ou C). Les propriétés de linéarité subsistent.

e Soit (u,), une suite d'éléments de E. On appelle série de terme général u, la

suite (Sp), définie par S, = Zuk.
k=0
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Cette série est notée Zun et S, est appelé somme partielle de rang n de cette

série.
e On dit que la série Zun converge si la suite (S,), converge. Sa limite S est
+o00
alors appelée la somme de la série et est notée Zun .
n=0
+o00
On introduit aussi R, =S —S§,, = Z uy appelé reste de rang n de la série.
k=n+1

e La Condition de Cauchy pour la série ZU’“ est celle des suites de ses sommes
partielles :

Ve > 0,IN € N tel que

n
D

k=p

Yn>p>N: <e¢

e Une série Zun d’éléments de E est dit absolument convergente si la série

numérique Z |un]|| converge.

o Si Zu11 est une série absolument convergente d'éléments d'un espace de Banach
alors elle est convergente et

+o0 +o00
D un| <D uall
n=0 n=0

e Une série convergente et non absolument convergente est dite semi-convergente.




Familles sommables

Commutative convergence
Soit Zun une série dans un Banach. On dit que Zun est commutativement
convergente si pour toute permutation o de IN, la série Zuc(n) est convergente de

méme somme que E u,. Cela signifie que la série est convergente vers une méme
somme méme si on permute l'ordre des termes dans la somme.

THEOREME 1.1. Si une série > uy est absolument convergente dans un Banach E, alors
elle est commutativement convergente.

Famille dénombrable absolument sommable
On considere une famille (u;);; d'éléments d'un Banach E, I un ensemble dénombrable

(dans la pratique I =N, N? ou Z). Soit
0:IN — T bijective

La sommabilité de la famille (u;);.; est une généralisation de la convergence com-
mutative des séries.

DEFINITION 1.1. On dit que la famille (ui);; est absolument sommable si la série
nZO)

il Wi

ug(n)H est convergente. Ceci étant alors indépendant de la bijection o. On la note

THEOREME 1.2. Une famille (ui);c; d’éléments d'un Banach E est absolument sommable
si et seulement si il existe M € R tel que

VK C T (K fini), > hul <M.
keK

ProposiTioN 1.1 (Inégalité triangulaire). Si une famille (u;);; d'éléments d'un
Banach E est absolument sommable alors
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Sommation par paquets
D’abord rappelons la sommation par groupement de termes.
e Pour toute application ¢ : N — IN; p — n,, strictement croissante, on associe
la suite (v,) définie par

o p
Vo = E u, et Vp e N*:v, = E Uy
k=0 k=n,_1+]1

de sorte que
Vo = Up + .o + Unys VI = Ung1 + oo + Ungy .o

les sommes partielles de la série (va> forment alors une sous suite de celle

des sommes partielles de Zun Donc,

THEOREME 1.3. Si Zun est a termes positifs et si ZV“ converge pour un certain
@ : N — IN strictement croissante, alors >, converge et a donc la méme somme que

3 v

THEOREME 1.4 (Sommation par paquets). Si (w);; est absolument sommable
de somme s, alors pour toute partition (Iy), ¢ de I, on a :

(1) Pour tout k € K, la famille (u;) est absolument sommable de somme sy.

ielx
(2) La famille (sy)icx est absolument sommable de somme s, ie :

5 (Zu)-gw

keK \iely iel

REMARQUE 1.1. Pour étudier la sommabilité d’une famille, on commence par montrer son
absolue sommabilité puis choisir des paquets convenables permettant de calculer la somme.

e Un cas important est celui ou [ =7

THEOREME 1.5 (cas I= Z). Une famille (up)peZ a élément dans un Banach est ab-

solument sommable si et seulement si les deux séries E U, et E U_p, sont absolument

neN neN
convergente. Dans ce Ccas .

+o00 +o00
Zup = Uy +Zun + Zu_n.
n=1 n=1

PEZ




Cas I = IN? : Suites doubles

Dans ce cas, en posant pour tout k € IN,
e [ ={k}UN ou NU{k}, on a le théoréme

THEOREME 1.6 (Fubini). Soit (wnp),
Banach. Si la famille (un ;) est absolument sommable alors

cN? une suite double a éléments dans un

(1) pour tout n € N, la série Zu“ﬂ? est absolument convergente de somme a.
P

(2) la série Zan est absolument convergente. Et on a
n

e f(Ee]) £(E)

(n,p)eN? p=0 \n=0 n=0 \p=0
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e oubien avec Iy = {(p, q) € N*[p+q =k}

THEOREME 1.7. Si la famille (un,p) est absolument sommable alors la série de terme
général
D upgll
pP+q=n
est convergente, et on a

+00
D Unp=D ) Wy

(n,p)EN? n=0p+q=n

e Ou enfin, avec I, = {(0,0)} et pour tout k € N* : I} = [0,k]? . [0,k — 1] :

THEOREME 1.8. Si la famille (Un,p) est absolument sommable alors

n n
IRTEETD 3 S

(n,p)eN? p=0 q=0

Série dans une algebre normée
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DEFINITION 2.1. Une algébre normée unitaire A est une algébre sur R ou C, unitaire,
munie d'une norme multiplicative, c'est a dire que c'est aussi un evn avec une norme qui
vérifie

Vi, v e A wl] < flufl[|v]

I Exemples
(1) L.(E) et M,(K) sont est algébre normée pour toute norme subordonnée a une
norme vectorielle.

(2) B(A;C) est l'ensemble des applications bornées de .4 dans C. Cest une algebre
normée unitaire pour la norme

[fll o = sup If(t)]
xeA

I Produit de Cauchy
PRroPOSITION 2.1. Si E est une algébre de Banach et si Zun et Zvn sont absolu-

n
ment convergentes alors la série produit (de Cauchy) an (wn = Zun_kvk) est absolument

k=0
+oo +oo

+00
convergent et an = Zu“ZV“ .
n=0 n=0 n=0

B Série géométrique

THEOREME 2.1. Soit A une algébre de Banach. Pour tout a € A vérifiant ||a|| < 1, la
série géométrique Zan est absolument convergente, 14 — a est inversible et on a :

+o0

Za“:UA—a)_]

n=0

Dans le cas particulier A = L(E), E un evn, les séries ZT", T € L(E), sont dites de
Neumann.

THEOREME 2.2. Le groupe des inversibles de l'algébe U/(.A) est un ouvert et Uapplication
a— a~! est continue sur (A).

DEFINITION 2.2. On appelle spectre d'une matrice M € My, (K), Uensemble
Sp(M) = A € K | ALy — M ¢ GLy (K)}

c'est 'ensemble des valeurs propres de M.




THEOREME 2.3. Pour tout M € My, (K) :

sup Al < [[M]|
AESP(M)

c.a.d que Sp(M) est inclus dans la boule fermée de centre O est de rayon ||M|| pour toute
norme matricielle.

[ Série exponentielle

n
THEOREME 2.4. Soit A une algébre de Banach. Pour tout a élément de A la série Z%

converge (absolument).
Sa somme est par définition U'exponentielle de a:
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Pour tout M € M, (C) :

Par exemple :

et pour toute matrice diagonale
7\1 e7“
exp = .
7\2 67\2
Les propriétés suivantes sont immédiates :

e exp(M) commute avec tout polynome en M.
e YM,N € M, (C) telles que MN = NM:

exp(M + N) = exp(M) exp(N)
e VP e gL, (C),YM € M, (C):
P~ exp(M)P = exp(P~'MP)

e Dans M, (C), le calcul de exp(A), passe par la réduction de la matrice A et la

formule
A (%) exp Ay (%)

exp = .
(O) Ar (O] exp Ar

dans le cas de matrices triangulaires (par blocs), les A; étant des blocs carrés.




e Pourtout A € M,, (C), Sp(expA) = exp (Sp (A)), avec en plus, pour tout (A, X) €
Cx MnJ (C) :
AX =AX = exp(A)X = exp(A)X

ce qui permet d'avoir :
det[exp(A)] = exp(TrA)
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Outils d’algébre générale

Idéaux d'un anneau commutatif
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DEFINITION 1.1. Un idéal I est un sous-groupe additif, stable par multiplication par
tout élément de l'anneau A :

e Vx,yel:x—yel

e Vae A Vxel:axel

B propriétés
(1) La somme (resp. l'intersection) d'une famille d'idéaux est un idéal.
(2) Le noyau d'un morphisme d'anneaux est un idéal.

B 1déaux de Z

THEOREME 1.1. Tout idéal de Z est de la forme nZ, n entier naturel.

On déduit de ce résultat toutes les propriétés arithmétiques dans Z :

PropPosITION 1.1. Soient a,b e Z, ona:
e aZ + bZ = dZ avec d = PGCD(a,b).
e aZNbZ = mZ avec m = PPCM(a,b).

THEOREME 1.2 (Bezout). Les entiers a et b sont premiers entre eux si et seulement
si il existe u,v tels que au+bv =1.

THEOREME 1.3 (Gauss). Soient a,b,c € Z; si a divise bc en étant premier avec c,
alors a divise b.

Deux autres propositions :




ProposiTiON 1.2 (Euclide). Si a est premier avec b et avec ¢, alors il est premier avec
bc.

PrRoPoSITION 1.3. Siaetbsont premiers entre eux et divisent tous deux c, alors ab divise
C.

[ Congruence dans Z

DEFINITION 1.2. On dit que a est congru a b modulo n et on note a =b (mod n) sin
divise [b —al, e :
a=b (modn) & a—b enZ.

La relation (mod n) est une relation d'équivalence, ses classes constituent 'ensemble
Z/nZ. Ainsi la classe de a € Z est

a={a+kn|keZj.
I Clanneau Z/nZ

L'ensemble Z/nZ a exactement n éléments. C'est un anneau avec les lois définies
par

+b=a+b, axb=axb

a
Ses éléments neutres sont 0 et 1.

THEOREME 1.4. Z,/nZ est un corps si et seulement si n est premier.

En général, on note (Z/nZ)", le groupe des inversibles de l'anneau (Z/nZ). Ces
éléments inversibles sont précisément les générateurs du groupe cyclique Z/nZ.
I Fonction indicatrice d’Euler

DEFINITION 1.3. le cardinal de (Z/nZ)* est noté ®(n), appelé indicateur d’'Euler de
n. @ est appelée fonction indicatrice d'Euler. On convient que @ (1) = 1.
Par exemple, ®(p) =p — 1 pour p premier. Et en général, on a :

PRoPOSITION 1.4. Sip > 2 est premier alors pour tout « € N*;

— o— o4 |
O(p*) =p*—p* ' =p* T (p—1)=p (1—5>-

THEOREME 1.5. Soientm > 2 etn > 2 deux entiers premiers entre eux. Alors ®(nm) =
O(m)d(n).
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THEOREME 1.6. Pour tout n = [Tipi™ > 2, les p; premiers,

om =Tl (1-5) = I (-5)

p premier, divisant n

ExeMpLE @ (n =293%) = %%n si a,b € N*,

Le cas de IK[X]

Curieusement, tout se passe comme dans Z. C'est qu'on a la méme propriété d'exis-
tence d'une division euclidienne :

Division euclidienne dans IK[X]

THEOREME 2.1. Soient A,B € K[X], B non nul. Alors il existe un et un seul couple
(Q,R) tel que A =B.Q + R et deg(R) < deg(B).

Idéaux de IK[X]

THEOREME 2.2. K[X] est principal, Le. les idéaux de K[X] sont engendrés par un seul
élément : ils sont de la forme I = P.K[X].

Propriétés arithmétiques de IK[X]

Comme dans Z, K[X] étant principale, alors les Théorémes de Gauss, Bezout, Eu-
clide, . .. s'appliquent. PGCD et PPCM existent et sont uniques (a un élément inversible,
cad une unité, cad une constante non nulle, prés). Il y a factorisation unique en produit
de facteurs irréductibles, unique a l'ordre prés, en prenant les facteurs unitaires.Dans Z
tout idéal est principal, on déduit donc :

PropPosITION 2.1. Soient A,B € K[X], on a:
e AK[X] 4+ BK[X] = DK [X] avec D = PGCD(A, B).
o AKI[X]NBK[X] = MK [X] avec M = PPCM(A, B).

THEOREME 2.3 (Bezout). Deux polynomes A et B sont premiers entre eux si et seule-
ment si il existe U,V dans K [X] tels que AU+ BV = 1.




THEOREME 2.4 (Gauss). Soient A;B,C € KI[X]; si A divise BC en étant premier
avec C, alors A divise B.

Des dizaines de propriétés arithmétiques, comme dans Z, en découlent. En voici deux
autres :

PropPosiTiON 2.2 (Euclide). Si A est premier avec B et avec C, alors il est premier
avec BC.

ProPosSITION 2.3. Si A et B sont premiers entre eux et divisent tous deux C, alors AB
divise C.

REMARQUE 2.1. D'aprés le Théoréme de D’Alembert-Gauss, les facteurs irréductibles sont :
e dans C[X], les polyndmes de degré 1.
e R[X], les polynémes de degré 1 et les polyndmes de degré 2 sans racine réelle.

Fonction polynomiale
[ Racine d'un polynomes
e Soit P € K[X], « € K est racine de P si P (x) = 0.

PRoOPOSITION 3.1. « est racine de P si et seulement si (X — «) divise P.
e On dit que « est racine de P de multiplicité p € N, si
(X — )" divise P et (X —o)*™" ne divise pas P.

e SiP(x)#0, on dit que « est de multiplicité 0.
[ Formules de Taylor

Soient P € K[X], n = deq (P) et « € K. Les formules suivantes sont équivalentes
et s'appellent formule de Taylor :

n p(k)
Px) =y © k,(“) (X — ¥ (3.1)
k=0 ’
n K)
P(X+a) = g P k!(“) X (3.2)
P(X) = n f:P(k) (X) (3.3)
k=0

une application de ces formules est la caractérisation suivante de la multiplicité :

PRopPoSITION 3.2. P e K[X], p € N* et « € K. « est racine de P de multiplicité p si et
seulement si
P(a) =P () =--- =P V() =0 et P () #0.
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I Relations entre coefficients et racines
Le principale résultat généralise les relations :

a4 Qo
X1 +X=—— et xyxp = —
ap a

si P = aX? + a;X + ap (avec a; # 0) admettant les deux racines x; et x; (non
nécessairement distinctes).

n
ProprosiTioN 3.3. Soit P = Zaka € KI[X], de degré n, admettant les racines x;,
k=0

1 <1i < m (non nécessairement distinctes), alors

an—k
L (—1)k Z Xi; Xi, ©* Xiy - (Formules de Newton)
1<ii<ig<<ig<n

pour tout k € [1,n].

Polyndme annulateur

Soit A une K—algébre, pour tout u € A4, on pose

1 1

wW=14u'=uetvyne N:u™' =u xu"

n

Et l'application A — A,u — P(u) = Zakuk est appelée fonction polyndmiale
k=0
dans A

PRroPoOSITION 3.4. Pour tout u € A, lapplication K[X] — A, P — P(u) est un mor-
phisme d'algébre :

VP, Q € KIX],VA € K: (P+AQ) (u) = P(u) + AQ(u)
(P> Q) (uw) = Pu)Q(u)

et de maniere évidente (P o Q) (u) = P(Q(u)). Son image est noté K [u].

THEOREME 3.1. Pour tout u € A, le noyau
{Pe K[X]|P(u) =0}

du morphisme d'algébre K[X] — A, P — P(u) est un idéal de 4, c'est un idéal principal,
donc il existe A € K[X] tel que

{Pe K[X]|Pu) =0} =KI[XA.

Polyndme minimal




DEFINITION 3.1. Si {P e K[X] | P(u) = 0} # {0},l'unique polynéme unitaire A tel que
{P e KIX] | P(u) =0} =KI[X].A est appelé polyndme minimal de u. On le notera 7. C'est
le polynéme de degré minimal dans Klu] ~ {0}.

I Exemples
(1) Stae K (A=K), 1, = (X—a).
(2) Dans C (comme R-algébre), m; = X? + 1.

(3) Dans M, (K), m\, = X —A. Si N € M, (K) est nilpotente d'indice p alors
TN = XP.

(4) Dans L(E) (E un K—ev ), si u est un projecteur (respectivement symétrie), 7, =
X2 — X (resp X2 —1).

THEOREME 3.2. u € A admet un polynéme annulateur non nul si et seulement si Kla]
est de dimension finie, auquel cas dim K[a] = deg 7.
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Réduction des endomorphismes |}

Généralités

Elements propres
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DEFINITION 1.1. On dit que x € E ~ {0} est un vecteur propre de u € £(E), associé
la valeur propre A € K, si u(x) = Ax.

e Dans ce cas Ey(u) = ker(u—Aidg) est appelé sous espace propre de u associé a
la valeur propre A.
e L'ensemble des valeurs propres de u est appelé son spectre noté Sp(u).
On définit de méme les éléments propres d'une matrice M € M, (K). A € K est valeur
propre de M s'il existe X € M, 1(K) {0} tel que MX = AX. Ex\(M) = ker(M —AlL,) =
{X € Mu1(K) | MX = AX}.

PRrRoPOSITION 1.1. A est valeur propre de u si et seulement si u —Aidg n'est pas injective.

PRoPOSITION 1.2. Deux matrices semblables ont méme spectre.

Polyndme minimal

Pour tout u dans £(E) ou dans M4(K), E étant un K-espace vectoriel, pour tout
polyndme P € KIX], P(X) = ap + a1 X + ... + a, X", on définit P(u) dans L£(E) ou dans
My(K) par

P(u) = apid + aju + a;u? + ... + a,u™

L'application : P —— P(u) (pour u dans £(E) ou dans M 4(K) fixé) est un morphisme
d'algebre entre K[X] et L(E). En particulier

VP, Q € K[X]: (P x Q)(u) =P(u) o Q(u) = Q(u) o P(u).




THEOREME 1.1 (et déﬁnition). L'ensemble des polynémes annulateurs de u € £L(E)
(ou M € M4(K)) est un idéal de K[X]. En dimension finie, cet idéal est non réduit a {0};
tout polyndme annulateur est multiple du polyndéme de degré minimal qui engendre cet idéal,
qu'on appelle polyndme minimal de u, on le notera 7, (ou 7tpm1).

Pour tout a € GL(E), l'application

L(E) — L(E)

u+— aua’’

est un morphisme d'algebres. En particulier, pour tout polynome P on a
aP(u)a' =Plaua™)

et donc 7, = Ty .- Deux matrices semblables ont méme polynome minimal.

THEOREME 1.2. Sire Sp(u) alors pour tout P € IK[X], P(A) € Sp(P(u)). En particulier
toute valeur propre de u est racine de tout polynéme annulateur.

Théoréme de décomposition des noyaux

THEOREME 1.3. Si P et Q sont premiers entre eux, on a

ker PQ(u) = ker P(u) & ker Q(u).

On en déduit alors que :
T
e SiP= HPi (Pi 2 a 2 premiers entre eux) annule u alors E est somme directe

i1
des noyaux des P;(u).

Sous-espaces stables

DEFINITION 2.1. Un sev F de E est stable par u € L(E) st u(F) C F. Ce qui permet de
définir un endomorphisme sur F induit par u, noté w..

PROPOSITION 2.1. Siuetvcommutent, alors keru et Imu sont stables par v. En particulier
les s.e.p de u sont stables par v.
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THEOREME 2.1. Soit E un K — ev de dimension finie. Si K = C, il existe une droite
u-stable de E; si K =R, il existe une droite ou un plan u-stable de E.

B Matrices et sev stables

THEOREME 2.2. F est stable par u si et seulement si dans une base adaptée a F (B =
B1 U B;), u admet une matrice trianqulaire par blocs :

Matg(u) = < 'g ; )

ol A = Matg, (u;). Dans ce cas, on a:
T, divise ;. Mieux encore 7, est multiple de 7ta et de 7t et un diviseur du produit
de A TTR.

COROLLAIRE 2.1. SidimE =n, le polyndme minimal de u (ou M € My(K)) est de degré
inférieur ou égal a n.
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THEOREME 2.3. E = F1 @...® Fs est somme directe de sev stables par u si et seulement
st dans une base adaptée, la matrice de u est diagonale par blocs. i.e st B =BiUBU...UB;s
avec B; base de Fi, alors

A 0 - 0

Matguw) = | O A2
L )
0 - 0 A

ou A; = ./\/ICIJEBi (u”Fi)

Polyndme caractéristique

DEFINITION 3.1. Le polyndme caractéristique de A € My (K (resp. de u € L(E)) est
XA (X) = det(A — XI,) (resp. xu(X) = det(u — XIdg)).

Les valeurs propres de u sont alors les racines de . Leurs nombre est inférieur ou égal
a dim(E).

Exemples
[]

(1) x1,, = (1 = X)™ en général si A = diag(Ay,...,A,) alors xa = H(?\i — X).

i=1




(2) Soit A = (a;;) € My (K) une matrice trianqulaire, alors xa = H(au —X).
i1
3) A= (1)i<ijen- xa = (=1)" X (X —n). Prouver le?
B Propriétés
(1) Une matrice et sa transposée ont méme polynome caractéristique et donc méme
spectre.
(2) Les valeurs propres de A € M, (K) sont exactement les racines de Xa.
(3) xa(X) = (=1)" X" 4+ (=)™ "Tr(A)X™ ! 4 ... + det A.
(4) Une matrice A € M,,(K) admet au plus n valeurs propres.
(5) Deux matrices semblables ont méme polyndome caractéristique et donc méme spectre.

Si F est un sev de E stable par u, alors Xy, divise Xy. Mieux, le polynéme ca-

ractéristique d'une matrice triangulaire par blocs ( 0 ; ) est égal au produit de xa

et xs.
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THEOREME 3.1 (Théoréme de Cayley—Hamilton). Le polynéme minimal d'un
endomorphisme divise son polynome caractéristique. Ou encore : le polyndme caractéristique
de u annule u. Ou enfin : x(u) = 0.

THEOREME 3.2. Les valeurs propres de u € £(E) (ou M € Mg4(K)) sont les racines de
son polyndme minimal (et son polyndme caractéristique).
En fait on a mieux : tout diviseur irréductible de X, divise 7T

I Multiplicité d’'une valeur propre

DEFINITION 3.2. La multiplicité de la valeur propre A est le plus grand entier m tel que
(X —A)™ divise le polyndme caractéristique.

THEOREME 3.3. Soit une vp A de u, la dimension du sev propre E = ker(u — Aid) est
inférieure (ou égale) a la multiplicité de A dans xy,.

THEOREME 3.4. Le nombre des valeurs propres de u, comptées avec leur multiplicité,

vaut au maximum mn. Il vaut n exactement si et seulement si le polynéme xy, est scindé. Dans
P

P
ce cas, si xu(X) = (—1)“H(X —A)™ ,ona Tr(u Zmﬁ\ et det(u) = H?\imi.

i=1 i=1
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Diagonalisation

DEFINITION 4.1. u est diagonalisable si et seulement si E est la somme (directe) des
sev propres de u. Il revient au méme de dire que E admet une base de vecteurs propres pour
u, ou encore qu'il existe une base de E dans laquelle Mat(u) est diagonale (d'oli le nom!).

REMARQUE 4.1. Supposons que X, admette n vp distinctes. Alors u est diagonalisable.

THEOREME 4.1. Soit u € L(E) les propositions suivantes sont équivalentes.
(1) u est diagonalisable
(2) Il existe un polyndome annulateur de u, scindé et a racines simples.

(3) Le polyndme caractéristique de u est scindé et la dimension de tout sous-espace propre
de u est égale a la multiplicité de la valeur propre correspondante.

I Remarques

(1) Dans (2) le polyndme annulateur n'est pas forcément le polynome minimal! On

peut rajouter des racines qui n‘ont rien a voir.
S

(2) En combinant (2) et (3), on a 'équivalence si x, = H(?\i — X)™,
i=1
S
u est diagonalisable si et seulement si 7, = H(Ai —X).
i=1
. Diagonalisation d'une matrice carrée.

Une matrice carrée est dite diagonalisable si et seulement si il existe un changement
de base qui la rende diagonale.

Evidemment : u est diagonalisable si et seulement si sa matrice dans une base
quelconque l'est!

Trigonalisation

Soit u un endomorphisme, il est trigonalisable si et seulement si il existe une base
dans laquelle sa matrice est trianqulaire supérieure.

A € M, (K) est trigonalisable si et seulement si il existe un changement de base
qui la rende triangulaire (supérieure).

Nous disposons alors d'un Théoréme (et un seul!!!) qui caractérise les endomor-
phismes (resp. les matrices) trigonalisables.

THEOREME 5.1. u e L(E) est triangularisable si et seulement si xy, est scindé dans K.
Méme chose en remplagant u par A € My (K).




CoOROLLAIRE 5.1. Si le corps de base est C, alors tout endomorphisme est trigonalisable.
Toute matrice de M (C) est trigonalisable.

[ Cas dendomorphisme (et matrice) nilpotent(e)

On dit que u € L(E) (resp A € M, (K)) est nilpotent(e) s'il existe k € IN tel que
uk =0 (resp A* =0). Dans ce cas le plus petit k (il est < n) vérifiant ['égalité est dit
indice de nilpotence.

THEOREME 5.2. Soit u € L(E) (resp A € Mu(K)), les propositions suivantes sont
équivalentes :

(i) wu est nilpotent.

(it) Le polyndme caractéristique de u est (—X)™.

(iit) w est trigonalisable de spectre nul.

REMARQUE 5.1. Siu e L(E) (resp A € My(K)) est nilpotent(e) alors elle ne peut étre
diagonalisable que si elle est nulle, par contre elle est toujours trigonalisable.

Un cas important dans la pratique est celui des endomorphismes nilpotents d'indice
n=dimE :

PROPOSITION 5.1. Siue £(E) dimE =n (resp A € My (K)) vérifie u™ ! £ 0 et u™ = 0
(resp A™ 1 £ 0 et A™ = 0) alors u (resp A) admet la matrice (resp semblable & la matrice)

o1 o0 --- 0
0 0 :

0
: 0 1
0 -« ... 0 0

dans toute base (u“_] (%), u™2(x), ...,u(x),x) ol x est un vecteur vérifiant u™'(x) # 0.
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Calcul différentiel

Fonctions d’'une variable réelle

Dans cette section E est un R—ev de dimension n € IN* (dans la pratique E est R™
ou M, (R)), muni d'une norme quelconque (toutes les normes sont équivalentes). Les
applications considérées sont définies sur un intervalle I de R a valeur dans E.

DEFINITION 1.1. On dit que f est dérivable en a € [, si

1
fim — (fla+h) —f(a)
existe dans E. Cette limite (unique) est notée f'(a). Ce qui équivaut a

f(x) = f(a) +f'(a)(x —a) + (x — a)e(x) avec lim g(x) = 0.

Xx—a
Si f est dérivable en tout point de I, on dit que f est dérivable sur I. L'application
1
/. / R TI o
fix— f'(x) = hlgwo = (f(x +h) —f(x))

est alors appelée la dérivée de f sur L.

Les dérivées successives sont définies comme pour les fonctions réelles. L'application
f — £} est linéaire pour tout k € IN*,

ProposiTiON 1.1. Si f = (f1,f2,...,fp) dans une base de E, alors f est dérivable en
a si et seulement les fonctions (scalaires) f; (1 < i < p) le sont. Et dans ce cas f'(a) =
(f1(a), fy(a), ..., fy(a)).
I Exemples
(1) f(t) = (xa(t)yx2(t), ..y xp(t)); f: R — RP, f est dérivable si et si et seulement
st X1, ..., Xp le sont et

(1) = (x4 (1), x4 (1), ..., %, (1))

(2) f(t) = (ai;(t)) € Mnp(R); f: R — My, (K), f est dérivable si et ssi les a;; le
)

sont et f'(t) = (aj;(t)).



PRoPOSITION 1.2. Soit A € M, (R), lapplication de R dans My (R)
t— exp(tA)
est C*® sur R, sa dérivée est l'application :
t— exp(tA)A = Aexp(tA)
. Composition d’applications dérivable

(1) Compostion par une application linéaire : Soient f : R — E dérivable et u :
E — F linéaire (E et F Banach). Alors wo f: R — F est dérivable et (wo f)’ =
uof.

(2) Compostion quelconque : Soient f : R — R et g : R — E dérivables. Alors
gof:R — E est dérivable et (gof) =f (gof).

Formule de Leibniz générale
La formule de Leibniz
(fg) =f'g+1g’
se généralise au cas de fonctions vectorielles. Si E est une algébre de Banach, donc
muni d'un produit. Et en général :

THEOREME 1.1. Sif,g:1— E sont deux fonctions de classe C™, (I intervalle de R et
E une R—algébre de banach), alors le produit fg est aussi de classe C™ et

n
(fg)™ = Y Ckfkgn—h)
k=0

formule toujours valables si f: I+—— R et g: [ E.

EMARQUE 1. mportante). En fait la formule de Leibniz se généralise a tout produit
R 1.1 (Importante). En fait la formule de Leib généralise & prod
(multilinéaire) :

(1) SiB:E x F— G est bilinéaire (E F et G Banach). Sif:1—— E, g: 1 +~— F sont deux
fonctions dérivables, alors le produit B(f,g) : I —— G est aussi dérivable et on a :

B(f) 9)/ =B (f/v 9) +B (fv 9,)
en particulier si B est une forme bilinéaire sur E, l'application t — B(f(t), g(t)) est une
application de R dans R, par Exemple :
(@) t— AW)f(t),\: R— Retf:R— E.
(b) t —— f(t).g(t) produit scalaire dans RP. En particulier si HfH% = cste alors
(Ilfllﬁ)' = (ff) =2f.f=0cadf Lf.
(c) t+—— f(t) A g(t) produit vectoriel dans R3.

(2) En général, pour une application multilinéaire comme l'application det dans une base B
de E qui est une forme p—linéaire sur E (dim E = p). Si fy, f3, ..., fp sont des applications
dérivables sur I a valeur dans E alors l'application ¢ : t —— detg (f1(t), f2(t), ..., fp(t))
est dérivable et on a

P
@'(t) =) detp (f1(t), ..y Fi(t), oory Fp (1)) -
k=1
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Inégalité des accroissements finis

THEOREME 1.2 (Inégalité des accroissements finis). Soient f: [a,b] — E,
g: [a,b] — R continues sur [a, b] et dérivables sur |a, b[ telles que

vt €la,bl: |[f'(1)] < d'(1).

Alors
If(b) — f(a)[| < g(b) —g(a)

<€)
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=
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THEOREME 1.3. Soit f: [a,b] — E, continue sur [a, b] dérivable sur ]a, b[ telle que
vt €la,bl: (1) <M

alors
|f(b) — f(a)]| < M(b— a).

THEOREME 1.4. Soitf:1 — E, continue sur I, dérivable sur I. Alors

f est k-lipschitzienne si et seulement si Vt € I ||[f'(t)| < k.

On en déduit que pour toute application f dérivable sur l'intérieur de I, continue sur
I,onaa:
f est constante sur I &= ' est identiquement nulle.

THEOREME 1.5 (prolongement d’application dérivable). Soit E un espace
vectoriel normé complet et f :Ja, b[— E dérivable, telle que la fonction ' admet une limite

¢ au point a. Alors f se prolonge en une application continue f [a, b[— E. L'application f

est dérivable sur [a,b[ et f'(a) = L.

Formules de Taylor

THEOREME 1.6 (Inégalité de Taylor-Lagrange). Soit f : [a,b] — E de
classe C™; on suppose que f (™ est dérivable sur ]a,b[ et que

o] <




alors

THEOREME 1.7 (Formule de Taylor Young). Soit I un intervalle de R, a € T et
f: I — E, n fois dérivable au point a. Alors, au voisinage de a,

(t—a

)k
——t"(a) +o((t— o))

f(t) =fla)+ )

n
k=1

Fonctions de plusieurs variables réelles

Dans la suite, les fonctions considérés sont définies sur un ouvert U de RP dans R™.

Différentiabilité et différentielle d'une application
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DEFINITION 2.1. On dit gqu'une application f d'un ouvert U de RP dans R"™ est
différentiable en un point a de U, s'il existe une application linéaire appelée différentielle
de f en a et notée df(a) (ou dfy, Df(a), f'(a)) telle que

Vx € U: f(x) = f(a) + df(a)(x —a) + ||x — al|e(x) avec Xli_r)nas(x) =0.

PRropPosITION 2.1. Toute application linéaire est différentiable, et égale a sa différentielle
en tout point.

PROPOSITION 2.2. SiB:ExF — G est bilinéaire alors elle différentiable et sa différentielle
en (a,b) € Ex Fest:
dB(qp) : (hyk) — B(a, k) + B(h,b).

e Tous les produit usuels sont différentiables.

PRropPosITION 2.3. Toute application différentiable est continue.

I Opérations sur les différentielles

e Combinaisons linéaires : d(Af 4+ ng), = Adf, + ndg,
e Composée : d(fog), = dfy odg, . En particulier si f est linéaire d(fog), = fodg,
e Conséquences : Produit et inverse.

PropPosITION 2.4. t: RP — R", f = (fi, ..., fa) différentiable si et seulement si toutes
les f; le sont et f' = (f},..., ).
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Dérivées partielles

DEFINITION 2.2. On appelle dérivée D, f(a) de f en a suivant un vecteur non nul v € E,

la limite
. fla+tv) —f(a)
lim

t—0 t

si elle existe. C'est la dérivée de la fonction de la variable réelle t — f(a + tv) en 0.

REMARQUE 2.1. Les propriétés (somme, C.L, produit : tous les produits) sur les dérivées
s'appliquent aussi aux dérivées directionnelles.

PROPOSITION 2.5. Si f: U c E — F est différentiable en a € U, alors f admet des
dérivées dans tous les sens etd,f(a) = dfy(v) pour tout v € E.

DEFINITION 2.3. Sif: R* — R":

de,f(a) = lim fla+tey) — f(a)

t—0 t

oli (ej)1<i<p est la base canonique de RP est appelée dérivée partielle de f d'indice i en a,

on la note aussi a—(a), st (X1,...,Xp) désigne un point générique de RP.
Xi

Matrice jacobienne

Soit f: U C R” — R" différentiable en a. La matrice jacobienne de f en a est la
matrice de la différentielle df, dans les bases canoniques de R? et R™:

of of
—(a) —(a)
04 (g of,
Jilw) = | - =<a a)) €My (R)
of. of X Isisn
—(a) —(a) 1<j<n
0x4 (g

ot f=(fy, - ,fn).

Dans le cas p = n, la matrice J¢(a) est carrée, son déterminant est le jacobien de

fen a.

REMARQUE 2.2.

Je(la) =

e Sif: R — R™ a variable réelle alors

on
aX]

.- matrice colonne
ofn
aX]

(a)

gu’on confond avec le vecteur de R™ de associé.




e Sif:RP — R, est numérique alors

]f(a)=< of .. of

a_m(a) a—xp(a) ) matrice ligne

qu'on confond avec la forme linéaire associée. Dans ce cas le vecteur

(aa_;(a) aa_);(a))

7 . 7 —)
est appelé le gradient de f en a noté grad f(a) ou Vf(a).
e Les opérations sur les dérivées permettent d'avoir

Iat+ugla) = AJs +uJg et V(Af+pug) =Avf+uvg
VAueR et f,g:RP — R"

et aussi le gradient et la jacobienne de tous les "produits”, par exemple :

Jasla) = f(a)]a(a) + Ala)]¢(a)

fi
oUA:RP — Retf= :RP — R"
fn

PROPOSITION 2.6. Si f: RP — R"™ est différentiable en a, alors
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hy
Yh = (hy,...,hy) € RP : dfa(h) = Js(a) | ...
hy

en particulier St f: RP — R:

P
—
dfe(h) = Z%(a)hd = Vf(a).h produit scalaire.
=1 """

I Composition d’applications différentiables

THEOREME 2.1. Soient U ouvert de R?, V ouvert de RY, f: U — V, et g: V — R™
Si f est différentiable en a € U et g différentiable en b = f(a) alors

Jgot(a) = Jq(f(a))Js(a) produit matriciel.
En particulier sip = q=mn et f: U — V bijective avec f et f~! différentiable, alors

Ji-1(f(a)) = (Je(a) "

I Composée des dérivées partielles

Avec les notations ci-dessus, on a :




(1) Dans le cas général :

691 6fk
dogof . [(0(giof) _ gJE(f( ))ij( |
0x; (a)_< 0X; (a)>1<i<n_ q agn(']:(a))afk(a)

sieme

cest la j colonne de Jyor(a).

(2) Dans les cas particuliers :
e f:R— R =(fy,...,fq) et g: R" — R alors

(gof)( Zayk (a)

-
= Vg(f(a)).f(a) produit scalaire
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f:R— R = (fy,...,fj) et g: R" — R", g = (g1,...,9n), alors go f =
(grof,...,gnof) et

e f: R — RY=(fy,...,fy) et g: RY — R, alors

dogo f s g afk
ax] ; 87 ax] (a)

Voa)].

.a—xj(a) produit scalaire

et donc

Vgof(a) =Vg(f(a))]t(a)

Un cas particulier:

R 5 R 4 R
(u,v) — (XQJ) L— 9(X>U)=90f(u>v)

on a alors
d(gof) 0 0x 0 0
o (V) = e Do) g )+ g H06y) g ()
— of . .
= Vg(x,y). u —(u,v) produit scalaire
e f:RP— Retg:R— R alors

ogof , of
— d(fla))—

(@ =gy (@)




Applications de classe C'
On dit que f: U C R® — R" et de classe C' sur U si elle est différentiable sur U
et toutes ses dérivées partielles sont continues sur U.
e Exemples :
(1) Toutes les fonctions polyndmiales sont de classe C'.
(2) La fonctions A —— A~ est de classe C' sur GL,(R).

PROPOSITION 2.7. L'ensemble C'(U, R™) des applications de C' sur U est un R — ev.
En plus toute composée et tout "produit” de fonctions de classe C' est de classe C'.

THEOREME 2.2 (Caractérisation). f: U c R® — R" et de classe C' sur U si et
seulement si elle admet des dérivées partielles en tout point de U et toutes ses dérivées
partielles sont continues. Dans ce cas l'application

u— L£(RP,R™)
X — dfy

est continue et réciproquement.
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Dérivées successives
e Si les dérivées partielles de f: U C R” — R"™ sont différentiables, on définit les

dérivées partielles secondes
of
0
azf - <aXi>

of
ol —
azf . (an>

= t sii=] =
aXian aXi et st ), aZXiL aXi

et si les dérivées secondes sont différentiables, les dérivées partielles d'ordre 3 et
ainsi de suites, avec la récurrence

ok 1f
ol—m
akf . < aXiz ...aXik >

o 11, eeny i 1 k
aXi]...aXik aXi] pour (lh )lk) S II ,p]]

e On dit que f est de classe C* sur U si, V(i1,...,1ix) € [1,p]*, Uapplication

orf
X aXi] ...aXik (X)
est définie et continue sur U.
e On note C*(U;R") avec k € IN* U {oco}, l'espace vectoriel des applications de
classe C* sur U.
e Tous les opérateurs de dérivations sont linéaires.
Théoreme de Schwarz




THEOREME 2.3. Soit U un ouvert de RP et f: U — R™ de classe C2. Alors

% %

V(i,j) € [1,pl%,¥x e U : =
(I)J)El[)p]l) x € axianX anaXix

en général si f est de classe C*. Alors V(iy,...,ix) € [1,pl¥, Vo € S, ¥x € U :

ok f ok f

g? —(x) = ———(x)
= axo(h )...axg(ik) axil ...aXik
=3
=
= o f
@ REMARQUE 2.3. Dans le cas de fonctions de classe C¥ on note, par exemple, 32 au lieu
) X5
2 o2 ok 1
@ de et en général — . st on dérive k; fois par rapport a ;.

0xi 0% 0x;! ... 0%

Inégalité des accroissements finis

THEOREME 2.4. Soit E et F deux espaces vectoriels normés, U un ouvert convexe de E
et f: Ul — F différentiable telle que

Vx € U: [|df(x)|] < M, M un réel positif

Alors pour tout a,b € U : ||f(b) — f(a)|| < M|b—al.

On en déduit alors que si U un ouvert convexe et f: U — F différentiable. Alors f
est constante sur U si et seulement si df est nulle sur U.

Fonctions implicites et inversion locale

Théoreme des fonctions implicites

THEOREME 3.1 (Cas général). Soit W un ouvert de R" x RP et f: W — RP de
classe C'. On pose X = (X1, .., Xn)y Y = (Y1y -y Yp) et £ = (fy,...,fp). Soit (a,b) € W tel
que f(a,b) =0 et
of; . .
Q= <a—(a,b)) est inversible.
1<i,j<p

Yj
Alors, il il existe des voisinages ouverts U de a et V de b, tels que
Vx € U,3ly € V tel que f(x,y)=0.

Si l'on pose y = @(x), @ est continue sur U et de classe C' sur un voisinage Up de a. En
plus si f est de classe C* alors @ est aussi de classe C¥.




THEOREME 3.2 (Cas pratiques important). e Soit W un ouvert de R? et f :
W — R de classe C'. Soit ' = {(x,y) € W | f(x,y) = 0}. Pour tout (a,b) € T tel que

O (a,b) £0,

oy
il existe deux intervalles ouverts I et | tels que a € I, b € | et une application de
classe C', @ : 1 — J,telle que T soit son graphe. Dans ce cas @(a) =b et

of
0 &(a)b)
o'(a)=—3% "~

@(a)b)
e Soit W un ouvert de R® et f : W — R de classe C'. Soit £ =
{(x,y,2z) € W | f(x,y,z) = 0}. Pour tout (a,b,c) € £ tel que
of
a(avbvc) 7é 0
il existe deux ouverts U et | tels que (a,b) € U, ¢ € ] et une application de classe
C', @ : U — J,telle que I soit son graphe. Dans ce cas @(a,b) = c et

of of
o B 3 (@ bye) 3o - @(a,b,c)
$(a’b)__af— et @( ,b) —5
_(a>byc) _(a)b)c)
0z 0z

Théoréme d’inversion locale

Soit E et F deux R-espaces vectoriels normés, U un ouvert de E et V un ouvert de
F. On dit que f: U — V est un difféomorphisme de classe C' si
(L) f est bijective de U sur V.
(ii) f et f! sont de classe C'.
Dans ce cas

vy € Vd(f ) () = (df(r ()

e En plus si f est 4 la fois de classe C* et un C' difféomorphisme, alors f~! est aussi
de classe C*. On dit alors que f est un C*-difféomorphisme.

e Si E et F sont de dimensions finies, l'existence d'un C' difféomorphisme d’un ouvert
de E sur un ouvert de F nécessite que dimE = dimF

e On peut calculer les dérivées partielles de f~' & l'aide des matrices jacobiennes
grace a la formule :

Jeily) = (W)~

THEOREME 3.3 (inversion locale). Soit U un ouvert de R™ et f: U — R™ une
application de classe C'. Soit a € U tel que df(a) soit un isomorphisme d’espace vectoriel
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de R™ sur R™ (autrement dit la matrice J¢(a) est inversible). Alors il existe un ouvert Uy

contenant a et un ouvert Vy contenant f(a) tel que f induise un difféomorphisme de classe
C' de Uy sur V.

THEOREME 3.4 (inversion globale). Soit U un ouvert de R™ et f: U — R™ une
application de classe C'. On suppose que

(L) f estinjective

(i) ¥x € U, J¢(x) est une matrice inversible.

Alors f(U) =V est un ouvert de R™ et f est un C' difféomorphisme de U sur V.
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Extrema des fonctions réelles

Les fonctions considérées dans cette section sont définie sur un ouvert de RP a valeur
dans R.

THEOREME 4.1 (Condition nécessaire d’'extremum). Soit U un ouvert de R
et f: U — R de classe C'. Soit a € U. Si f admet en a un extremum local, alors

3 ) af —

i

f
(a) = 0 pour tout i € [1,p] est vérifiée, est

Un point a, en lequel la conditon ™

appelé point critique ou stationnaire.

THEOREME 4.2 (Formule de Taylor-Young). Soit U un ouvert de RP, f: U —
R de classe C? et a € U. Alors pour tout h = (hy,...,h,) € RP tel que a+h € U:

C o of
fla+h)—f(a) =) hi=—(a)

1 £ % 9+2% h %
2 .Zhiax Z h’axlax]

i=1 i<j

DEFINITION 4.1. Soit U un ouvert de RP, f : U — R de classe C? et a € U. On
appelle différentielle seconde de f en a la fonction polynomiale de degré 2:

o f
(Daih:(h])') Z 162 +ZZ]’Lthaan
)




de sorte que, grace a la formule de Taylor-Young :

P
fla+h)—fla)=)_ hi%(a) + %d)a(h) +o0 (Ilhllz) :

i=1

THEOREME 4.3 (Condition suffisante d’extremum). Soit U un ouvert de R,
f: U — R de classe C? et a € U tel que

. of
vie [1,pl: 6_>q(a) =0
alors :

(L) Sipour tout h #0, ®4(h) > 0, alors f admet un minimum local strict.

(it) St pour tout h # 0, ®4(h) < 0, alors f admet un maximum local strict.

(ii}) St @, change de signe alors alors f n‘admet pas d'extremum en a (on dit dans ce
cas que a est un point selle ou point col de a, par analogie avec une selle de cheval
ou un col de montagne).

e Cas particulier ot p = 2 : soit U un ouvert de R* et f : U — R. Soit (a,b) € U.
Une condition nécessaire pour que f admette en (a,b) un extremum est que

of of
&(a’b) = @(a,b) =0
On pose
0%f 0%f 0%f
T= W(a’b)’ S = m(%b% t= @(a,b)

Les conditions du théoréme s'écrivent :
i ) t—s?>0etT >0, alors f admet en a un minimum local strict.
i) t—s*>0etr <0, alors f admet en a un maximum local strict.
iii) 1t —s? < 0, alors f admet en a un point selle (pas d'extremum local en a).
iv) Tt — s> =0, alors on ne peut pas conclure.

(
(
(
(

Extrema liés

e Soit . un entier > 2 et U un ouvert de R™. Le probléme d'extrema liés consiste,
étant données des fonctions

f, 91y ..., gp : U — R de classes C', (p<n)

et en supposant l'ensemble

P
Y =N{xeUlgdx) =0} #2,
k=1
a étudier les extrema locaux de f sur ) . On dispose du théoréme suivant sous la

condition
Va e Z : la famille (dgi(a),...,dgp(a)) est libre
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THEOREME 4.4. Avec les notations et hypothéses ci-dessus, si f présente un extremum
local en a € ) . Alors il existe une (unique) famille (A, ...,Ap) € RP telle que

P
df(a) = ) Nedgk(a)
k=1

les Ax sont alors appelés multiplicateurs de Lagrange.







Intégration de fonctions vectoriellesm

Intégration sur un segment

On va généraliser la notion d'intégrale a une classe plus large de fonctions définies
sur [a, b] a valeur dans un evn F de dimension finie, en utilisant la notion de conver-
gence uniforme.

Fonctions réglées

Soit I un intervalle de R. On dit qu'une fonction f: I — E est réglée si elle est
limite uniforme d'une suite de fonctions en escalier sur 1.
e Ainsi toute fonction en escalier est réglée.
e Des propriétés des opérations sur les fonctions et la convergence uniforme, on
déduit :
La caractérisation suivante est plus pratique :
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THEOREME 1.1. Soit f: [a,b] — F Banach. f est réglée si et seulement si elle admet
des limite a droite en tout point de [a, b[ et a gauche en tout point de ]a, b].

Elle permet de voir que toute fonction monotone est réglée.

THEOREME 1.2. Lensemble £([a,b];E) des applications réglées de [a,b] dans E (Ba-
nach) est un sev de B([a,b];E), muni de la norme || ||, cest un espace de Banach. Le
sous-espace vectoriel des fonctions en escalier étant dense dans L([a, b];F).

Dans le cas ol I est un intervalle quelconque, on ne peut pas conclure qu’une fonction
réglée est bornée. On définit alors l'espace vectoriel £>(I, K) ou £>°(I) des fonctions
réglées bornées sur I, il est muni de la norme || || .

e Que deviennent les fonctions continues (par morceaux)! Elles sont réglées.

Pour les fonctions continues, on a un autre résultat d'approximations uniforme :




THEOREME 1.3. Toute fonction continue f : [a,b] — F est limite uniforme d'une suite
de fonctions continues affines par morceaux sur [a,b]. i.e. Pour tout ¢ > 0, il existe une
fonction ¢ : [a,b] — F continue affine par morceaux telle que

Vx € [a,b] : [[f(x) — @(x)|| < e.

Intégrale de fonctions réglées

Le résultat suivant permet de généraliser la notion d’intégrale aux fonctions réglées.

THEOREME 1.4. Soit f: [a, b] — F une fonction réglée. Pour toute suite de fonctions en

escalier @y, : [a,b] — F convergeant uniformément vers f, la suite (fz (pn) est convergente
n

dans F. Sa limite dépend uniquement de f.

La limite nango IZ @, est appelée l'intégrale de f sur [a, b], qu'on note fz f(t)dt, ie.

b b
J f(t)dt = nlLrEOJ @n(t)dt avec @, U f sur [a, b].

a a

e Bien entendu si @ > b, on pose [*f=—[{fetsia=b,on pose [¢f=0
e |l est clair que si f est en escalier la nouvelle définition coincide avec l'ancienne.
e Remarquons que si f = (fi,...,fq) : [a,b] — R?, alors f est réglée si et seulement

si les f; le sont et on a :
b b b
J fo (J ﬂ,...,J fd>
B Propriétés

(1) Lapplication L([a,b];F) — F: f+— fz f(t)dt est linéaire.
(2) Yu € L(E,F) et Vf € L([la,b];F), E et F deux evn de dimension finie, alors

uo @ € L([a,b];F) et
b b
u (J f(t)dt) =J wo f(t)dt

(3) Vf € L([a,bl;F) alors ||f]| € f € L([a,b];R) et
b b
| foae] < [ e

(4) vf € L([a,b];F), Vc € [a,b], alors fq € L([a,c];F) et fiep € L([c,b];F) et

b rc b
J f(t)dt = f(t)dt+J f(t)dt.
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Primitive et intégrale

THEOREME 1.5. Soit I un intervalle de R, et f : I — E réglée. Pour tout a € I, la

fonction
X

F:1—E; x»—>J f(t)dt
a
est continue sur I et dérivable en tout point x ol f est continue, et on a alors F/(x) = f(x).
En particulier si f est continue sur I, pour tout a € I, la fonction x — ﬁ f(t)dt est une
primitive de f

e Comme pour les fonctions réelles, grace au théoréme des accroissements finis, si f
est continue sur I, et F une primitive de f sur I, alors les primitives de f sont les
fonctions F+ ¢, avec c € F.

e Le lien entre intégrale et primitive est alors établi :

THEOREME 1.6. Sif: [a,b] — E, continue, alors

b
J f(t)dt = F(b) — F(a) pour toute primitive F de f.

e A partir de la, le calcul d’intégrale de fonctions vectorielles se raméne a la re-
cherche de primitive. Ce qui permet de retrouver les téchnique usuelles de calcul :
intégration par parties, changement de variable, ...

Et en général, on a le théoréme :

THEOREME 1.7 (Formule de Taylor avec reste intégral). Soit f: 1 — E,
de classe C™t1. Alors, Va,b e 1:

Intégration sur un intervalle quelconque

Dans toute la suite I est un intervalle de R d’extrémités a < b dans R. On considére

des fonctions définies sur I & valeur dans R%, continues par morceaux (ou réglées), de

B

sorte que pour tout segment [x, 3] C I, l'intégrale J f(t)dt soit définie. Dans la suite,

x
on se propose de généraliser la notion d'intégrale et d’intégrabilité a un intervalle I
quelconque.




DEFINITION 2.1. Soit f: I — R? continue par morceaux et F une primitive de f sur I
(F(x) = fzo f(t)dt pour un xo fixé dans I). On dit que l'intégrale IZ f(t)dt est convergente si
lim F(x) et lim F(x) existent dans RY. Dans ce cas, on pose

x—at x—b~

b
Jf:J f(t)dt = lim F(x)— Llim F(x).
I

a x—b~ x—at

Si non on dit que lintégrale est divergente.

Cas de fonctions positives

THEOREME 2.1. Soit f : [a,b] — R continue par morceaux positive. L'intégrale

X

b
J f(t)dt est convegente si et seulement si la fonction x —— J f(t)dt est majorée sur [a,b].
a a

Dans ce cas

be(t)dt: sup rf(t)dt.

a x€la,b[Ja

THEOREME 2.2 (Critére de Cauchg). Soit f : [a,b[ — RY continue par mor-
b

X

ceaux. L'intégrale | f(t)dt est convegente si et seulement si la fonction x —— J f(t)dt
a a
vérifie le critére de Cauchy au voisinage de b, i.e.

Ve > 0,3A € [a,b[ tel que
Y
J f(t)dt

X

Vx,y € [A,b[: <e

Intégrales absolument convergentes

Soit f : [a,b] — R¢ continue par morceaux. On dit que l'intégrale fz f(t)dt est
absolument convegente si IZ ||f(t)]| dt est convergente.

THEOREME 2.3. Toute intégrale absolument convergente est convergente, et dans ce cas

b
gj (0]l dt.

a

Jb f(t)dt

a
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DEFINITION 2.2. On dit quune fonction f : I — RY continue par morceaux est
intégrable ou sommable sur I si U'intégrale [|f est absolument convergente.

On note L! (I, IRd) l'ensemble des fonctions f : I — R? continues par morceaux
telles que l'integrale

11l =J |[£(t)]| dt soit convergente.
I

THEOREME 2.4. ! (I, IRd) est un R — ev. L'application f — |/f||; est une semi norme
sur L] (I, IRd) .

[ Fonctions a carré intégrable

On note L2 (I) l'ensemble des fonctions f : I — C continues par morceaux telles
que l'integrale
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(Hsz)2 = JI f(t)]* dt soit convergente.

THEOREME 2.5. £2(I,C) est un R (et C) — ev. L'application f — [|f]l, est une semi
norme sur £ (I, C) qui vérifie en plus

Vf,g € £2(I,C), fge L' (I,C) et
IIfgll; < Ifll; llgll; (Inégalité de Cauchy Schwarz)

B Intégration par parties

La méthode d'intégration par parties basée sur la formule de dérivation d’'un produit
reste valable.

THEOREME 2.6. Soient f,g : [a,b[ — C de classe C' par morceaux telles que
lirg f(x)g(x) existe dans C. Alors les deux intégrales
x—b—

b b
J f(t)g/(t)dt et J f'(t)g(t)dt

a a

sont de méme nature et dans le cas de convergence, on a

b b
J f(t)g'(t)dt=[f(x)g(x)]E—J F(t)g(t)dt.

a




[ Intégration par changement de variable

THEOREME 2.7. Soient f: [a,b[ — C de classe C' par morceaux et @ : [, f] — [a, b]
de classe C' (par morceaux) bijective (strictement monotone). Alors les deux intégrales

B %(B)
J flo (t))@'(t)dt et J f(x)dx

o @(a)
sont de méme nature et dans le cas de convergence, on a

B @(B)
J o (1))’ (t)dt = J ke

x o(a)

Principe de comparaison

I Comparaison de base

THEOREME 2.8. Soient f, g: [a,b[ — R continues par morceaux positives telles que

f < g sur un voisinage de b.

b b
Si J g(t)dt converge alors J f(t)dt converge.

a a

I comparaison asymptdtique

THEOREME 2.9. Soient f, g: [a,b[ — R continues par morceaux positives telles que

b b
e Si f(x) > g(x) alorsJ g(t)dt etJ f(t)dt sont de méme nature. En plus,
X—0 a

a
— Dans le cas de convergence

Jb f(t)dt ~ Jbg(t)dt

2 x—b™ Jy

— Dans le cas de divergence

fo(t)dt . J " g(t)dt

a x—b~ Jq

e Sif(x) = O(g(x)) (resp o(g(x))) alors
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b b
— J g(t)dt converge implique que J f(t)dt converge et

a

b b b
JX f(t)dt e 0 (L g(t)dt) (resp o (L g(t)dt) )

b b
- J f(t)dt diverge implique que J g(t)dt diverge et

J: fl)dt = O (J: Q(t)dt> (resp o (E g(t)dt) )

e Un moyen efficace pour l'étude de convergence est la comparaison avec les intégrales
de Riemann :

+oo

1
- Sib=4c0etf(t) = O (t_“> avec o« > 1, alors J f(t)dt converge

t—+o0 a
b

- SibeRetf(t) il O ((b—]—t)“> avec o < 1, alors J f(t)dt converge.

e Dans le cas de fonction quelconque, la méthode d’éclatement qui consiste a écrire
un DAS de f en b (comme pour les séries) est trés pratique.
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Comparaison série intégrale

B Cas de fonctions réelles

THEOREME 2.10. Soienta € R et f :[a,co[— R continue, positive et décroissante.

n
On pose x, = f(n) et S, = Zxk. Alors :
k=0

(1) X_xn converge si et seulement si f est intégrable sur [a,+oo.

nf(’c)dt (et donc la série )_ (Jn f(t)dt — f(n))

n—1

(2) La suite (uy) définie par u, = S“_J
a
) converge.
n
(3) St >_xn diverge alors S, n_;rooj f(t)dt.

a

[ Cas de fonctions complexes

THEOREME 2.11. Soit f: [0, +oo[ — C de classe C' telle que ' soit intégrable sur

n

[0, +oo[. Posons wy, = J f(t)dt — f(n). Alors la série }_wy, est absolument convergente.

n—1




THEOREME 2.12. Soit f: [0, +0o[ — C de classe C' telle que f et f' soit intégrables
sur [0, +ool. Alors la série }_f(n) est absolument convergente.

REMARQUE 2.1. dans le théoréme le choix de [0, +ool est juste pour commencer les indices
a partir de zéro. On peut choisir un intervalle [a,+ool.

Quelques espaces fonctionnels

» La "norme” || ||, sur £L([a,b];C) est définie par

b
Il = J (4] dt

a

appelée aussi la norme de convergence en moyenne.
En fait : il ne s'agit que d’'une semi-norme sur £([a, b];C). Par contre si on sup-
pose les fonctions réglées "normalisées”, c'est un terme du programme officiel des
mathématiques de la classe MP des CPGE marocaines, de sorte que l'implication

b
J f(t)| dt =0 = f=0

a

soit vraie pour tout f € L([a,b];C), dans ce cas || ||; serait vraiment un evn. Cela
suppose donc, qu'en tout point xo € ]a, b[ (de discontinuité de f), on pose

f(xo) = % ( lim f(x)+ Llim f(x))

— +
X=X, X=Xy

avec en a et en b,
fla) = llm f(x) et f(b) = lim f(x)

x—at x—b—

e Soit (f,,) une suite de fonctions réglées sur [a, b] et f € L([a, b]; E). On dit que (fy)
converge en moyenne vers f si [|f, —fll; — 0, ce qui signifie que lim f, =f
dans Uevn (L([a,b];E), || ;)

e De méme on dit que la série > f, converge en moyenne vers f si c'est le cas dans
cet evn. De sorte que

d R
N Il = i
fn_ﬂjof:> et
dans(C b
J‘f n—oo J‘af
et aussi

an—fpour Il #ZJ J f dans C.

e On a l'inégalité de la moyenne :

Iflly < (b —a) [Ifl,
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On dit qu’une fonction f: I — K (I segment ou non, K = R ou K = C) réglée est
intégrable, si Uintégrale [|[f| est convergente.
L'ensemble des fonctions réglées intégrables sur I est un K —ev.
» L'espace vectoriel normé £'(I) des fonctions réglées (normalisées) & valeurs com-
plexes intégrables sur un intervalle I de R, muni de la norme || ||;:

Il = | 1.
I

» L'espace vectoriel normé £2(I) des fonctions réglées (normalisées) & valeurs com-
plexes de carré intégrable sur un intervalle I de R, muni de la norme || ||, :

I6l, = | 12
I

cette norme est issue d'un produit scalaire, elle vérifie l'inégalité de Cauchy-
Schwarz :

Vf, g € £L2(1), fg e L(I) et

U f@] < liggll, < Il gl -
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Equations linéaires de premier ordre
C'est une équation différentielle qui peut s’écrire sous la forme :

y' = alx)y + b(x) (£1)

ol a, b sont des fonctions continues sur un méme intervalle I C R a valeurs dans K, K
étant l'un des corps R ou C.
On appelle équation homogéne ou encore équation sans second membre associée,
'équation :
y' = alx)y (H1)

a est une fonction continue sur I (intervalle) a valeur dans K. On cherche donc les
solutions défines et dérivables sur I.

THEOREME 1.1. L'ensemble des solutions de (H1) est l'ensemble des fonctions définies
sur I par :
x — AeM A e R

ol A est une primitive de a sur L

THEOREME 1.2. Si Yp est une solution de (L£); alors les solutions de (L;) sont les
fonctions :

Y:x — yp(x) + Aer¥ A € K. A étant primitive de a sur L.

B Méthode de la variation de la constante
On pose y(x) = z(x)e*™ et on cherche une condition sur z pour que y soit solution

de (,C])




PRrRoPOSITION 1.1. Lensemble des solutions de (L£7) est l'ensemble des fonctions

X
Yy:ixr— (J b(t)eAmdt—i—?\) e A e K. A étant primitive de a sur T et xo € L.

X0

I Le probleme de Cauchy
On appelle probléeme de Cauchy associé a l'équation (L£;) au point (xo,yo) € I X K,
le probléeme qu'on écrit
y' = a(x)y +b(x),
P
{ y(x%) = Yo- (Fe)
Qui consiste a trouver les solutions de (£4) qui prennent la valeur yo en xo.

THEOREME 1.3. Pour toute donnée initiale (x0,Yo) € I x K, le probléeme (P¢z) admet
une solution unique.

Equations linéaires du second ordre

D’abord le cas a coefficients constants, il s'agit d’'équation du type :
ay’ +by +cy =d(x) ((£2))

ol a # 0, b et ¢ sont des scalaires de K et d une fonction continue d'un intervalle I a
valeurs dans K.
L'équation
ay’+by' +cy=0 (Ha)
PRoPOSITION 1.2. La fonction x — €™ est une solution de (H,) si, et seulement si, r est
solution dans K de 12 4+ ar+b = 0.
L'équation algébrique :
reK:r+ar+b=0 (1.1)

est appelée équation caractéristique de (H;).

I Le cas complexe

THEOREME 1.4. Soit 'équation (H;) avec a # 0, b et ¢ sont dans C, on note A le
discriminant de (1.1).

(i) Sil'équation caractéristique (1.1) admet deux racines distinctes 11 et 12 (A # 0), alors
les solutions de l'équation (#;) sont les fonctions

y:xr— Ae'"* 4+ Be™?*, A,BeC.

(it) Sil'équation caractéristique (1.1) admet une racine double v (A = 0), alors les solutions
de l'équation (H;) sont les fonctions

y:x+— (Ax+B)e™, A,BeC.
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[ Passage du complexe au réel
PROPOSITION 1.3. Siy est une solution de ay” + by’ +cy =0, alors T est une solution
de ay” +by +cy=0.
En particulier si a,b,c € R et si y est une solution complexe de () alors Re(y) et Im(y) sont
aussi solutions de (H;).

B Lle cas réel

THEOREME 1.5. Soit I'équation (Hy) avec a # 0, b et ¢ sont dans R, on note A le
discriminant de (1.1).

(i) Sil'équation caractéristique (1.1) admet deux racines distinctes 1y et 2 (A > 0), alors
les solutions de l'équation (#;) sont les fonctions
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y:xr— Ae""* +Be?*, A BeR.

(i) Sil'équation caractéristique (1.1) admet une racine double r (A = 0), alors les solutions
de 'équation (#H;) sont les fonctions

y:x+— (Ax+B)e™, A,BeR.
(i) St l'équation caractéristique (1.1) n‘admet pas de racines réelles (A < 0) mais plutot
deux racines complexes conjuguées z; = u +iv et z; = u — iv, alors les solutions de

l'équation (H;) sont les fonctions

y:x— e"™(Acos(vx) + Bsin(vx)), A,BeR.

THEOREME 1.6. Si Yp est une solution de (£;); alors une fonction y est une solution de
(£2) si, et seulement si, y —y, est une solution de (#;). Ce qui veut dire que les solutions
de (£;) sont les fonctions :

Y :x — Yp(x) +Yolx), Yo solution de (H;).

[ Cas d’'un second membre de la forme P(x)

Soit a,b et c dans K et P fonction polyndmiale a coefficients dans K. On considére
l'équation

ay’ +by +cy =P(x) (Lp)

PRoPOSITION 1.4. Si ¢ +# 0, l'équation (Lp) admet une solution particuliére polyndmiale

de méme degré que P.




. Cas d'un second membre de la forme e**P(x)

Soit a,b et c dans K, « € K et P fonction polyndmiale a coefficients dans K. On
considére l'équation

ay” +by +cy = eP(x) (LpE)

PRropPosITION 1.5. L'équation (Lpg) admet une solution particuliere de la forme e®*Q(x)
ot Q est polyndmiale de degré

(i) égal a deg(P) si & n'est pas racine de 'équation caractéristique (1.1),

(i) éqgal a deg(P) + 1 si « est racine simple de l'équation caractéristique (1.1),

(iii) égal a deg(P) + 2 si « est racine double de l'équation caractéristique (1.1),

REMARQUE 1.1. Si le second membre est de la forme P;(x) cos(ox) (ou P2(x) sin(axx)), on
se raméne au cas précédent en remarquant que cos(xx) est la partie réelle de e'™*.

B Cas de coefficients non constants
Il s'agit du cas ol a # 0, b, ¢ et d sont des fonctions continues d'un intervalle I a
valeurs réelles ou complexes.
e Dans toute la suite On suppose que a ne s'annule pas sur I, on dit que l'équation
(L) est réguliére.
e Le probléme de Cauchy associé a (£;) en (xo,Yo, Y1) € [ X KX K| est le probléme
qui consiste a trouver les fonctions y vérifiant
" / —
{ ay —I—i)y +cy = d(x)_sur I, (Pe2)
y(xo) =yo et yY'(xo) =yi.

THEOREME 1.7. Pour tout (x0,Yo,y1) € I x Kx K| le probleme de Cauchy (P¢2) admet
une unique solution.

PRoPOSITION 1.6. L'ensemble des solutions de (H,) est un K — ev de dimension 2. Si Y,
est une solution de (£;) alors les solutions de (£,) sont les fonctions de la forme

x — Yo(x) + Y(x) ot Y est solution de (H;)

e Dans ce cas tout Systéme fondamental de solutions contient deux solutions (hy, h;)
non proportionnelles, le wronskien est alors donné par :.

() ()
vt € I, w(hy, hy)(t) = det (h’: (1) hi(t))

REMARQUE 1.2. Le wronskien w(hj,h;) est une application de classe C? sur I et deux
applications proportionnelles ont un wronskien identiquement nul.
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PropPosITION 1.7. Soient (h1,hz) un systéme fondamental de solutions de (H;); pour
toute fonction numérique f de classe C? sur I, il existe un unique couple (g7, g>) de fonctions
numériques de classe C' sur I, tel quevt € I,

—_—

= g1(t) + ha(t)g2(t)
"(t) = hj(t)gi(t) + hS(t)ga(t)

ou de maniéere équivalente :

{ f(t) = hi(t)gi1(t) + ha(t)ga(t)

(t
hi(t)g; (1) + ha(t)gy(t) =0

e La méthode de variation des constantes consiste donc a rechercher les solutions
y de (L) sous la forme :

y(x) = y1(x)hi (x) +ya(x)ha(x)
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avec les conditions équivalentes :

y/ = h§y1 + hlzyz — 0= h1y’] + hzylz

en dérivant
Y’ =y + oy + hys + hy;
Ce qui permet de montrer que les fonctions inconnues y; et y; sont donc solutions
du systeme linéaire

{ hi(x)y) + ha(x)y

!/
2
i (x)ys +ha(x)y; =

0
ld(x)
a

d'ol Uexpression des fonctions yj et yj :

1 A

Ce qui permet de déterminer y; et y,, et donc y aprés le calcul de deux primitives.

. Réduction de I'équation homogeéne connaissant une solution ne s'annulant pas

On suppose a = 1. Si h une solution de (H;) qui ne s‘annule pas sur 1; on effectue
le changement de fonction inconnue :

y= h?t) de sorte que x = h(t)y

en dérivant on a

x" =h(t)y + h(t)y’
X" =h"(t)y + Zh'(t)y’ + h(t)y"




En substituant x dans (£,), on obtient su
h(t)y” + (Zh'(t) + b(t)h(t))y =0
et x est solution de (£;) si, et seulement si, y est solution de
h(t)y” + (2R'(t) + b(t)h(t)) y' =0,

qui est une équation différentielle linéaire du premier ordre en la variable y’, équation
que l'on sait résoudre en calculant deux primitives :

Yy =z
z'+ <2h(t) +b(t)> z=0

h(t)

.J. Les deux intégrations successives donnent l'existence de deux constantes
REMARQUE 1.3. Les deux intégrati ives d t l'exist de d tant
pour x, ce qui montre que l'ensemble des solutions de (£;) dépend de deux constantes.

Equations différentielles a variables séparées
Il s'agit d'équation différentielle du premier ordre qui peut s'écrire sous la forme :

fly).y = glx) (&s)

ol g et f sont des fonctions définies respectivement sur deux intervalles I et J.
Une solution de (Es) est la donnée d'un couple (Q,y) ot Q est un intervalle de R
inclus dans I et y une fonction dérivable sur Q) a valeur dans | vérifiant

Vx € Q: fly(x).y'(x) = g(x).

REMARQUE 1.4. Evidemment l'enjeu est de trouver une solution définie sur l'intervalle Q) le
plus grand possible, qu'on appelle solution maximale.

d
Dans la pratique, on écrit y’ = i, puis, symboliquement f(y)dy = g(x)dx, on a :

f(y)dy = g(x)dx < Jf(y)dy = J g(x)dx
& Fly(x)) = G(x) + k

Il s'agit donc de trouver des intervalles U sur lesquels F est bijective , et ensuite
d’exprimer y en fonction de x et de k:

Fly) =G(x) +k = y=F(G(x) + k),

sur chaque intervalle Q ot G(x) +k € F(U).
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Equations différentielles linéaires

Systemes différentiels linéaires du premier ordre
Il s'agit d'équation du type :
X'=AX+B (2.1)

A:l— M,(C) et B: T — M,;(C) sont des applications continues. C'est donc un
systéme d’équations différentielles linéaires du premier ordre :

xi () =an (t)x (t) + -+ am () (1) + by ()
Xy (t) = az (t) %1 (t) + -+ + azn (£) xn (t) + b2 (1) 22)
X;L (t) = Qni (t) X1 (t) + -+ ann (t) Xn (t) + bn (t)
les ay et les b; sont des fonctions continues a valeur complexe.
e Le Systeme différentiel
X = AX (2.3)

est appelé systeme homogene associé.

[ Probléme de Cauchy

THEOREME 2.1 (Cauchg linéaire). Pour tout (to, Xo) € I x My 1 (C), le probleme
de Cauchy

{X/=AX+B (2.4)

X (to) = Xo

admet une solution unique définie sur I.

PRoOPOSITION 2.1. Lensemble Sy (I) des solutions sur I du systéme homogéne (2.3) est un
sous-espace vectoriel de C! (I, My,1 (C)). Pour tout to € I, Uapplication :

So (I) — My ;1 (C)

Oy, :
fo ‘ © — @ (to)

est un isomorphisme d'ev. En particulier dim Sy (I) = n.
Si Xp est une solution de (2.1), alors l'ensemble S (I) des solutions sur I du systeme (2.1)
est Xo + So (I) qui est un sous-espace affine de C' (I, M1 (C)).

. Systeme fondamental de solutions du systeme différentiel

DEFINITION 2.1. On appelle systéme fondamental de solutions de (2.1) toute base :
((Ph ooy (pn) de SO (I) .




DEFINITION 2.2. On appelle wronskien d'une famille (@1, ..., @5) de solutions de (2.1),
l'application
I —C

Wl det (@1 (8) ey @ (1))

THEOREME 2.2. Soient ty € I et une famille (@1 ..., @n) de solutions de (2.1). Le wrons-
kien est donné par :

Vtel: W(t) =W (to)exp <Jt Tr (A (s)) ds) . (formule de Liouville)

e On déduit de la formule de Liouville qu'un wronskien d'une famille de solution de
(2.1) est soit la fonction nulle oubien il ne s'annule en aucun point de I et que
donc, on a:

PRoOPOSITION 2.2. Soit ty € I. une famille (@1, ..., @n) de solutions de (2.1) est un systéme
fondamental de solutions de (2.1) si et seulement si la famille (@1 (to) ..., ©n (to)) est une base
de Mn,] (C) .

B Méthode de la variation des constantes
PropPosITION 2.3. Soit (¢1,..., on) un systeme fondamental de solutions de (2.1). Pour
tout @ € C' (I, My 1 (C)) il existe un unique n-uplet (A,...,An) € C! (I, M1 (C)" tel que

n

vtelig(t) =) A(t)ei(t).

i=1

THEOREME 2.3 (Méthode de variation des constantes). Si le second
membre de l'équation (2.1) est
n
b= Z oG P
i=1

n
alors une application P = Z?\,-_(pi est une solution de (2.1) si, et seulement si,

i=1

Al = o pour tout i € [1,n].

e La méthode de variation des constantes consiste alors a écrire un second membre b
comme combinaison linéaire des @; (a l'aide des relations (?7?)), puis a déterminer
des primitives de fonctions scalaires.
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Systemes différentiels linéaires autonomes du premier ordre

Il s'agit du cas
X' =AX+B (2.5)

ou A € M,(C) et B:1— M, ;(C) une application continue.
[ Exponentielle de matrices

On a déja défini U'exponentielle de matrice et étudier ces propriétés :
e YM e M, (C):

+00 X
M

exp(M) = Z EuE
k=0

exp(M) commute avec tout polyndme en M.
e YM,N € M, (C) telles que MN = NM :

exp(M + N) = exp(M) exp(N)
e VP e GL,(C),YM € M, (C):
P~ exp(M)P = exp(P"'MP)

e Dans M, (C), le calcul de exp(A), passe la réduction de la matrice A et la
formule

A () exp A (+)
exp =
(0) Ax (0) exp A,

dans le cas de matrices triangulaires (par blocs), les A; étant des blocs carrés.
e Pourtout A € M, (C), Sp(expA) =exp (Sp (A)), avec en plus, pour tout (A, X) €
C x My (C):
AX =AX = exp(A)X = exp(A)X

ce qui permet d'avoir :
det [exp(A)] = exp(TrA)

e Pour tout A € M, (C), lapplication

| R— M, (C)
L I exp(tA)

est de classe C*™ est pour tout k € IN,
vt e R: i) (1) = Akpa (t) = @a (1) A¥

ce qui permet d'énnoncer :




THEOREME 2.4. Pour tout Xo € My1(C), l'application définie de R dans M, 1 (C) par
X:tr— exp((t—to)A)Xo
est L'unique solution du probléme de Cauchy

{ X' =AX
X (to) = Xo

Dans ce cas un systéeme fondamental de solution du systéme homogéne est donné par les
fonctions

7

@j:t— exp(tA)E; 1<j<n

(Eq,...,En) est la base canonique de M, 1 (C).

e La méthode de variation de la constante permet de chercher une solution du
systéme (2.5) sous la forme

b(t) = exp((tAJA (t)

ol At — exp(—tA)P(t) une fonction de classe C' sur I, a valeur dans M., ; (C).
Ce qui permet d'énnoncer :
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THEOREME 2.5. Pour tout Xo € Myu1(C) et tg € I, lapplication définie de I dans
M1 (C) par

X:itr— exp((t—to)A)Xo + Jt exp((t—s)A)B (s)ds

to

est l'unique solution du probléme de Cauchy

{ X =AX+B
X (to) = Xo

Fquations différentielles non linéaires

Soit E un evn sur R de dimension finie, ¥ est une application d'un ouvert U de RxE
dans E. Tous les intervalles considérés auront au moins deux éléments. On notera || ||
une norme de E.

e On appelle solution de l'équation différentielle d'ordre un :

y' =Y¥(xy) (3.1)

tout couple (I, @) d’'une fonction ¢ définie et dérivable sur un intervalle I de R, a
valeur dans E telle que

Vxel:(x,0(x)) eUet @ (x) =Y (x,¢(x)).




PROPOSITION 3.1. Si est de classe C¥, k € N, alors toute solution de (3.1) est de classe
CkH.

e Soit (xg,Yo) € U. On appelle probléeme de Cauchy pour 'équation (3.1) associé a
la condition initiale y(xo) = Yo, le probléme

y/ = W(X)y)
{ y(x) = Yo (3:2)

qui consiste a déterminer les solutions (I, @) de (3.1) qui vérifient en plus la
condition

xo € I et @(x0) = yo.
. Equation intégrale

PRoOPOSITION 3.2. Une fonction ¢ est solution du probléme de Cauchy (3.2) sur I si et

seulement si N

Vxel:@(x)=yo ~I—J WY(t, @ (t))dt.
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Fquations différentielles scalaires du premier ordre

Dans cette section, on se limite au cas ot E = IR, U un ouvert de R’et¥V:U — R
de classe C'. On dit alors que (3.1) est une équation différentielle scalaire du premier
ordre.

DEFINITION 3.1. On appelle solution maximale de (3.1) toute solution qui n'est la res-
triction d'aucune autre solution.

SiU=]a,b[x R, (a,b) € R x R, on appelle solution maximale a droite de (3.1) toute
solution (I, @) qui ne peut étre prolongée a droite de la borne sup de 1.

THEOREME 3.1 (Cauchg global). On suppose W est de classe C' sur U. Soit
(x0,Yo) € U. Le probléme (3.2) admet une unique solution maximale Ymax : lo, Bl — R.
Et toute autre solution est la restriction de ymax @ un sous-intervalle de e, BI.

e Le théoreme précise que la solution maximale est définie sur un intervalle ouvert
et quelle ne peut pas étre prolongée (dans le cas &, 3 € R) en «, 3, c.a.d que

1

st (Jo, B[, @) est solution maximale a droite de l'équation (3.1) alors l'u{]; @ (x)

n‘existe pas dans R.

DEFINITION 3.2. Soit U = ]a,b[x R, (a,b) € R%. On appelle solution globale de
(3.1), toute solution définie sur I tout entier.

e Les équations différentielles linéaires admettent des solutions globales.




Systemes différentiels autonomes du premier ordre
Dans ce cas ol E = R% U un ouvert de R® et

u— R’

“’:‘ (%) — (F (% y), g (x,y))

de classe C'. On dit alors que (3.1) est un systéme différentiel autonome du premier
ordre en dimension 2. Il s'écrit :
X =1f(x
{ - (%, y) 33)

DEFINITION 3.3. Soient un ouvert U de R?,

u — R?
(xy) — (f(xy),9((xy))

On appelle courbe intégrale du champ de vecteurs v, tout arc paramétré (a diffomorphisme
pres)y = (Q, @ = (x,y)) oli Q est un intervalle de R et @ est solution du systéme différentiel
autonome du premier ordre (3.3) associé a v : cest a dire

e Le probléeme de Cauchy (3.2), associé a la condition initiale y(to) = (xo0,Yo) avec
to € R et (x0,yo) € U, s'écrit

x = f(x,y) { x (to) = xo
et 3.4

{y’zg(x,y) y (to) =yo S
PRoPOSITION 3.3. Si ¢ : 1+~ U est une solution maximale de (3.3) alors pour tout a € R,

a+I—U

Pa - t— @ (t—a)

est aussi une solution maximale.

e Les deux chemins @ et @, ont méme image dans U, c'est a dire qu'il définissent
la méme courbe intégrale.

THEOREME 3.2 (Cauchg global) On suppose ¥ est de classe C' sur U. Pour tout
(to, (x0,Yo)) € Rx U, le probléme (3.4) admet une unique solution maximale Ymax : J&, B[ —
R. Et toute autre solution est la restriction de Yypax @ un sous-intervalle de Jo, .

e Le théoreme précise que la solution maximale est définie sur un intervalle ouvert
et qu'elle ne peut pas étre prolongée (dans le cas «, 3 € R) en «, 3.
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Algebre bilinéaire

Formes bilinéaires et Formes quadratiques

Dans toue la suite KK désigne l'un des corps R ou C.
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DEFINITION 1.1. Soient E, F deux K — ev. On appelle forme bilinéaire sur E x F toute
application, f: E x F — K, vérifiant

(1) Vx € E, lapplication : fx : F — K, y — f(x,y) est linéaire,

(ii) Yy € F, l'application : fy : E — K, x —— f(x,y) est linéaire.
Elle est dite symétrique si

V(x,y) € E x E: f(x,y) = f(y,x).

PRroPOSITION 1.1. Lensemble £(E,F;K) des formes bilinéaires sur E x F est un K — ev
pour les opérations usuelles. C'est un sev de l'espace vectoriel des applications de E x F dans
K. En dimensions finies,

dim £(E,F;K) = dimE x dimF.

e Si E = F on dit simplement forme bilinéaire sur E, et on notera L£,(E), leur
ensemble; c'est un K —ev. Si dimE =n alors dim £,(E) =n?.

DEFINITION 1.2. Soit f € £,(E) symétrique. L'application q : E — K, x — q(x) =
f(x,x) est appelé forme quadratique associée a f.

PRroPoOSITION 1.2. Avec les notations ci-dessus, on a :
(i) Vx €E, VA € K: q(Ax) = Aq(x)
(i) Vx,y €E:q(x+y)=q(x)+2f(x,y) + q (y) identité de polarisation
(ii) Vx,y e E:q(x+y)+q(x—y)=2(q(x)+ q(y)) identité de la médiane.

e Réciproquement la propriété (ii) permet de déterminer f en fonction de q:




DEFINITION 1.3. On appelle forme quadratique sur E toute application q : E — K,
vérifiant :

(i) Vx € E, VA € K: q(Ax) = A?q (x)

(i) L'application f : (x,y) — = (q(x+y)—q(x)—q(y)) est une forme bilinéaire

1
2
symétrique sur E.
Dans ce cas, q est la forme quadratique associée a f. On dit que f est la forme polaire
de q.

Matrice d'une forme bilinéaire

Avec les notations ci-dessus, la matrice

(f (e, &))1<icn € My p(K)
1<5<p
est appelée la matrice de f relativement aux bases B et B, on la notera Mat(f,5,5’').
St E =F et B= 5, la matrice (f(ej,¢€;j)) est appelée matrice de f dans la
base B, on la notera Mat(f, B).
St f est symétrique la matrice (f (ei, &))<, est symétrique, elle est appelée aussi
la matrice de la forme quadratique g associée a f. On la notera de méme Mat(q, B).

ProprosiTiON 1.3. Si Mat(q, B) = (aj;) symétrique, alors

1<ij<n

n
Vx = inei eEk: q(X) = Z aii (Xi)z +2 Z aq5XiX;.

i 1<i<n 1<i<j<n
I Exemples
(1) E=IK> q(x1,%,x3) =% —x3 + 2x1%; — 4%x7%3,
1 1 0
M(q,Base Canonique) = 1 0 -2
0 -2 -1

f(x,y) = x1y1 — x3y3 + x1Y2 + X2Y1 — 2x2Y3 — 2X3Y5.
(2) En général si E = K",
o si q(x) =x&, f(x,y) = kY.

. 1
® Si q(x) = xix;, f(x,y) = 2 (xiy;5 + xY1) -

B Ecriture matricielle

o Si M(f,B,B') = M = (a;;) € My,(K), alors pour tout x = ixiei ek y=

i=1

P
;Ujsj € F)
]:

Y1
f(x,y) = Z?:]Xizgjz] ayjy; = ( X1 .o Xn ) M .ee
Yp
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On pose

X1 Y1
X=1 .. et Y=

Xn Yp

les matrices coordonnées de x et y.
PROPOSITION 1.4. Avec les notations ci-dessus on a
V(x,y) € E x F: f(x,y) = XMY
et st M symétrique et q la forme quadratique associée a f

Vx € E: q(x) = XMX

. Changements de bases

THEOREME 1.1. Soit E une K — ev de dimension finie. B et B deux bases de E,
P = P la matrice de passage de B a B'. Pour toute forme bilinéaire f sur E, on a la
formule de changement de bases :

Mat(f,B') = PMat(f, B)P.

Rang d’'une forme bilinéaire symétrique

On appelle rang d’'une forme quadratique q sur E (ou de forme bilinéaire symétrique
associée) le rang de sa matrice dans une base.

On dit qu'une forme quadratique g est non dégénérée si sa matrice est inversible
,(ou que son rang est maximal).

Orthogonalité

On considere un K —ev E muni d'une forme quadratique q de forme polaire f.

DEFINITION 1.4. On dit que deux vecteurs u et v de E son q—orthogonaux si f(u,v) =
0.

Si A est une partie non vide de E, on appelle orthogonal de A (par rapport a q) l'ensemble
At ={xeE|WeA:f(x,y)=0}.
On appelle noyau de g (ou f) noté ker(q), le sev

ker(q) =E* ={x € E|Vy € E: f(x,y) =0}

PRropPosITION 1.5. La forme quadratique g est non dégénérée si et seulement si ker(q) =

{0}.



I Propriétés élémentaires de I'othogonalité

(1) {0}" =E, En général l'othogonal d’une partie A, A+ est un sev de E.

(2) Si A C B alors AL D BL. et AL = (vect(A))".

(3) ( ) D A, méme si A est un sev de E, on ne peut affirmer 'éqgalité, (voir plus
loin).

[ Cas de forme quadratique non dégénérée

THEOREME 1.2. Si q est une forme quadratique non dégénérée. Alors pour tout sev F de
E,ona: N
dimF +dimF- =dimE et (F5) =F

REMARQUE 1.1. On na pas toujours F N FL, pour dire que la somme est directe.

Exemple : q(x1,%2) = x% —x%, non dégénérée sur R?, mais (R (1, 1))L =(R(1,1)).
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DEFINITION 1.5. On dit qu'un vecteur u € E est isotrope si q(u) = 0. On dit qu'un sev
F de E est isotrope si FNFL #{0}.

THEOREME 1.3. SiFestsevnon isotrope, et q est une forme quadratique non dégénérée
alors FO FL =E.

Réduction des formes quadratiques

Familles et bases orthogonales

Soit q une forme quadratique sur E. Une famille de vecteurs (uy,...,1,) de vecteurs
de E est dite ¢ — orthogonale si ses vecteurs sont deux a deux orthogonaux.

PRoPOSITION 2.1. Toute famille de vecteurs non isotropes q —orthogonale est libre.

THEOREME 2.1. Si q est une forme quadratique sur E, alors E admet aumoins une base
q q q
q —orthogonale. Si en plus g est non dégénérée, E posséde une base g-orthonormale.

Décomposition en carrés
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THEOREME 2.2. Soit g est une forme quadratique sur E. le rang de q est r si et seulement
si il existe r formes linéaires @1, ..., @, linéairement indépendantes et r scalaires Aq, ..., A,
non nuls telles que

ax) =D Nil(@i(x)?
i=1

CoROLLAIRE 2.1. Soit M € My (K) symétrique. Il existe une matrice P inversible et une
matrice diagonale D telles que M = PDP.

REMARQUE 2.1 (Pratique). Pour avoir une base q—orthogonale a partir d'une réduite
en carrés ) 1 A ((pi(x))z, il "suffit” de déterminer la base antéduale d’'une base (@1, ..., Pn)
de E* obtenue par complétion de la famille (@1, ..., ;).

THEOREME 2.3 (Cas complexe). Si K =C. rang(q) =, st et seulement si il existe
r formes linéaires @1, ..., @, linéairement indépendantes telles que

T

ax) =) (e:i(x)’?

i=1

COROLLAIRE 2.2. Soit M € M, (C) symétrique. Il existe une matrice P inversible telle que

M = PJ,P.

T fois

—
avec J, = diag(1,...,1,0,...,0) et r = rang(M). En particulier si M inversible M = 'PP.

[ Description de l'algorithme de Gauss

L'algorithme de Gauss permet de déterminer de maniere récurrente "une” réduite en
carrés d'une forme quadratique avec des formes linéaires linéairement indépendantes.

Supposons que q(x) est donnée par son expression polyndomiale dans une base de
B =(er,...e,) de E:

n
2
q (X = E Xiei> = E (0FF (Xi) +2 E (linin
i=1 1<i<n 1<igj<n

e S'il existe i tel que ay; # 0, soit a,, # O pour simplifier les notations. On écrit
q(x) sous la forme

n—1 n—1

(x) = ann (Xn)z + 2xn AinXq + Qi (Xi)z
q
i=1 i=1

+ 2 Z ai]- Xin

1<i<j<n—1




+ 2 Z Cli]' Xin

1<i<j<n—1
n—1 a 2
in
= Qnn Xn+Z +P(X1y eeey Xn_1)
— OQnn
i=1
aj . .
on pose alors (Pn(X) = Xn + Z bk Xi ], putLs on conttnue avec P forme
1<i<n—1 Unn

quadratique sur K™,
e Sinon Vi€ [1,n],ay =0, il existe alors i < j tels que ay # 0, soit # 0, pour
simplifier les notations. On écrit q(x) sous la forme

q(x) = 2an_1nXn—1Xn + 2Xn E QinXi
1<i<n—2

+ 2xn1 Z Qin_1X{ + 2 Z QijXiX;

1<i<n-2 1<i<j<n-2
puis

n—-2
zanfhn XnXn-1+ Xn E

i=1
+ 2 E Clij Xin

1<i<j<n—2

aln]
x1+xn 1 E

an— in an-— 1,11

et en factorisant

alnl Qin
zanln Xn+§ —Xi Xn1+§

an—1n an— Ln

n—2 n—2 n—2

Ain—1
— E L) E xi + 2 E @i XiXi

im1 an—1n e An-1n =1

=200 1 PPt FP(X1y ey Xn_2)

et en remarquant que

2P Py = % ((ll)n + P )2 - (ll)n — P )2>

on a

4x) = T2 (@n(x)* = 5 (@ ()

+ p(xh ) anZ)
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e On vérifie sans trop de peine que les formes linéaires issues de l'algorithme de
Gauss sont linéairement indépendantes.
EXEMPLE  q(x1,%2,%3) = X3 — X3 + 2x1% — 4x2%3.
Réponse:
x% — x% + 2x1%2 —4xox3 = x% + 2x1%) — x% —4x7x3
2
= (x1 +x2)" — x% —4x7x3 —x%
2 2
= (x1 +x2)° — (%2 + 2x3)* + 3%}

alors @1(x) = x1 +x2, @2(x) =x2 + 2x3, @3(x) = x3.

Formes quadratiques réelles

On suppose que E est un R — ev de dimension n, pratiquement E = R™.
Formes positives, négatives

On dit qu'une forme quadratique sur E est positive si q(x) > 0, Vx € E.
De méme q est négative si q(x) <0, Vx € E.
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THEOREME 2.4. Si q est une forme quadratique positive sur E. Alors rang(q) = r si et
seulement si il existe r formes linéaires @1, .., @, linéairement indépendantes telles que

T
ax) =Y (@i(x))
i=1
En particulier toute matrice M € GL,(R) symétrique telle que
VX € M 1(R) : XMX >0

est congruente a I, c.a.d, s'écrit sous la forme PP avec P inversible.

DEFINITION 2.1. On dit qu’'une forme quadratique réelle q est définie positive si Vx €
E~{0}:q(x) >0, Le.

Vxe€E:q(x) >0 et q(x) =0 x=0

THEOREME 2.5. Soit q forme quadratique positive (ou négative) de forme polaire f. Alors
vx,y € E:
(f(x,y))2 < q(x)q(y) (inégalité de Schwarz)

THEOREME 2.6. Soit g une forme quadratique positive (ou négative) sur un R—ev E de
dimension finie. q est non dégénérée si et seulement si elle est définie positive (ou définie
négative).




e En général si q est positive (ou négative), alors
Et={x€E|q(x) =0}.
B Signature

e On a déja vu qu'une forme quadratique @ sur R —ev admet une réduite en carrés
T

de la forme > A\ ((pi(x))z. Quitte a faire entrer les |A;| avec les @;, on peut écrire
i=1

q

P
O(x) = Z (@i(x)* = Y (Wix)* avec T =p+gq.

Ce qui signifie qu'il existe une base B = (e, ., ep, €1,.,&q,.) @ — orthogonale
dans laquelle la matrice de @ est

THEOREME 2.7 (Théoréme d’inertie de Sylvester). Avec les notations ci-
dessus le couple (p, q) d'entiers ne dépend que de la forme quadratique et non de la base
® — orthogonale choisie.

DEFINITION 2.2. Le couple dentiers (p, q), tels que

p =card{k € [1,n] | ®(ex) > 0} et
q=card{k € [1,n] | ®(ex) < 0}

ot (ey,...,en) est une base @ — orthogonale de E, est appelé la signature de la forme
quadratique O.
On a alors rang(®) =p +q.

Do
=
D~
u
=
(=]
=5
=}
=)
(=}
(43
(7]
=
=}
5
o
(7]
=2
=
(=]
(=¥
L]
=
a
(7]




Espaces euclidiens

t
»n
=
=1}
o
@
3
@
=
o
=
=
Ld
@
=
»

Espace préhilbertien

Produit scalaire
B Cas réel

Soit E un R—ev. On appelle produit scalaire sur E, toute forme bilinéaire symétrique
définie positive.
I Exemples

(1) Produit scalaire usuel sur R™: (x,y) — >_xiy;
=

(2) Produit scalaire sur E = C°([a,b], R) :

b
(f, ) J f(t)g(t)dt

a

(3) Produit scalaire sur E =R, [X] :

ol (X0, ory Xn) € R™ fixé.
(4) Produit scalaire sur M,(R) (M, N) — Tr(‘MN).
[ Cas complexe

Soit E un C—ev. On dit que f: E x E — C est une forme sesquilinéaire sur E si
e Vx € E, l'application y — f(x,y) est linéaire sur E,
e Yy € E, lapplication x — f(x,y) est semi-linéaire sur E, i.e :
- x, X € E:f(x+x,y) = f(x,y) + f(x,y).
—- Vx € E,VA € C: f(Ax,y) = Af(x,y).
Une forme sesquilinéaire f: E x E — C est dite hermitienne si

vx)U ek: f(y>x) - f(x,y)

dans ce cas Vx € E: f(x,x) € R.




On dit qu'une forme sesquilinéaire hermitienne f : E x E — C est positive (resp
définie positive) si
Vx e BE:f(x,x) >0
(resp Vx € E~ {0} : f(x,x) > 0)

THEOREME 1.1 (Inégalité de Cauchg—Schwarz). Si f est une forme sesqui-
linéaire hermitienne définie positive (ou négative) alors

Vx,y € E: [f(x, y)I* < f(x,%)f(y,y)

avec égalité si et seulement si (x,y) liée.

Soit E un C—ev. On appelle produit scalaire (hermitien) sur E, toute forme sesqui-
linéaire hermitienne définie positive.

C'est une forme non dégénérée.

[ Exemples

(1) Produit scalaire hermitien usuel sur C™":

(%y) — ) Xy
i=1
(2) Produit scalaire sur E = C°([a,b],C):

b

(£, g) MJ [Dg(t)dt

a

(3) Produit scalaire sur E =C,, [X] :

(P,Q)— ) P(x)Q(x:)
i=0

ol (X0, ory Xn) € R™ fixé.
(4) Produit scalaire sur M,(C) (M, N) — Tr(MN).

DErFINITION 1.1. On appelle espace préhilbertien réel (resp complexe) un couple (E, D)
d'un R—ev (resp C—ev) E et d'une forme bilinéaire symétrique (resp sesquilinéaire hermi-
tienne) définie positive.

Un espace Euclidien (resp Hermitien) est un préhilbertien réel (resp complexe) de di-
mension finie.

B Norme euclidienne
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THEOREME 1.2. Si (E, @) est un espace préhilbertien, U'application
X — 4/ D(x,x)

est une norme sur E.

e On utilise les notations
(w|v),u|v),(u,v) ou simplement w.v

pour désigner un produit scalaire et || || pour la norme euclidienne.
e La distance associée a la norme sur E est dite distance euclidienne.
e l'inégalité de Cauchy-Schwarz s'écrit :
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Vu,v € Bz f(u]v)[ < [lul v

I Identités de polarisation
e (Cas réel
I+ yll* = Il + yll* +2(x | y)
4(xly) = x+yl* = [x—yl’
e (Cas hermitien
2 2 2
Ix+yll” = [Ix[I" + [ylI” + 2 Re(x [ y)
4Re (x| y) =[x +yl* =[x —yl’
4(xly) = x+yll* = Ix—ylI* + il + iyl = L x— iyl
I Identité du parallélogramme

e Cas réel et hermitien
Ix+yl*+ Ix—ylI* =2 (IIXII2 + Hyllz)

qui exprime le fait que la somme des carrés des distances des deux diagonales
d'un parallélogramme est égale a la somme des carrés des distances des quatres
cotés.

Orthogonalité

Un produit scalaire étant une forme bilinéaire (ou sesquilinéaire), on définit donc les
notions d'orthogonalité qui vérifient toutes les propriétés du cas général, et bien entendu
d'autre propriétés liées au fait qu'un produit scalaire et une forme définie positive.

On suppose dans la suite que E est un espace préhilbertien réel ou complexe. On a
donc les résultats déja établis pour une forme quadratique.

ProprosITION 1.1. Toute famille orthogonale de vecteurs non nuls de E est libre, en parti-
culier toute famille orthonormale de E est libre.




THEOREME 1.3. Si E est de dimension finie (euclidien ou hermitien), alors E posséde
une base orthonormale.

THEOREME 1.4. Si E est de dimension finie, alors toute famille orthonormale peut étre
complétée en une base orthonormale.

THEOREME 1.5 (Gram—Schmidt). Si E est de dimension finie, alors pour toute base
B = (v1,...,vn) de E il existe une base B’ = (&1, ..., &) orthonormale vérifiant

Vk € [1,n] : vect(vy, ..., vi) = vect(eq, ..., €x)

c.a.d la matrice de passage P est triangulaire supérieure.

Algorithme de Gram-Schmidt:
e On pose ¢1 =vi/|vi]-
e Pour k € [1,n — 1], on suppose construit €1, ..., € ; puis on pose

K
€y = —Z (Viee1 | &) &5 + Vi1 et exr = e/ || expa]] -

=

ExempLe Dans R®:v; = (1,—1,0), v, = (—1,1,1), v = (1,1,1). On trouve

e 1

'

52:(])_])0)+(_])])]):(O)O)])
1

1
:ﬁ(_(o,o,nﬂhh”):

avec la matrice de passage

(]»_])O)

€3

T=]|0 1 —1/V2
0 0 1/\2

[ Ecriture d’'un vecteur dans une b.o.n

1/vV2 1 —1/v2 )

THEOREME 1.6. Si une famille de vecteurs (Vviy...,vp) de E est orthogonale alors

P IP » 5
> vl =2 il
i= o
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THEOREME 1.7. Si (e1y...,en) est b.o.n de E alors pour tout x € E

=

n
2 2
x=) (x]ei)e et [x] :E (x| &)l
=]l i=1
Formule de Parseval

1

PRoPOSITION 1.2. SiFestun sous-espace vectoriel de E alors

F-NF={0}

THEOREME 1.8. Soit F un sous-espace vectoriel de dimension finie de E alors

€

E=FoF et (F) =F

[ Projecteur orthogonal

Si E=F @ F* (Cest le cas si dimF < 00), la projection pr sur F parallélement & F*
est appelée la projection orthogonale sur F.

PropPosITION 1.3. Dans ce cas si (e1,...,en) est une b.o.n de F alors

n

pr(x) = Y (x e e [P = IIpr0o)]> + x — pr(x)

i=1
n
et Z (x| e)* < |Ix||* (Inégalité de Bessel)

i=1

D’aprés ce qui précede on a :

THEOREME 1.9. Pour tout x € E, d(x,F) = ||x — pe(x)|| . Clest a dire que 'Ln}‘: llz —x|| est
ze

atteint en Uunique point pr(x) et

IXII* = lIpr (0 1” + (d(x, )

B Matrice et déterminant de Gram

La matrice de Gram G(vy, ..., vp) d'une famille (vy,...,v,) d"éléments de E (euclidien
réel) est la matrice

G(Vh---)Vp) = ((Vi |vj))1§i,j§p € Mn(lR)

et son déterminant est appelé déterminant de Gram de (vy,...,v;), noté Gram(vy, ..., v;).




THEOREME 1.10. Avec le notations ci-dessus, G =t AA ol A est la matrice de (V1y ey Vp)
dans une base orthonormale de E et rang(G) = rang(A).

THEOREME 1.11. Une matrice symétrique G € M, (R) est définie positive si et seule-
ment si elle est la matrice de Gram d'une base de E.

THEOREME 1.12. F sev de E (euclidien réel), (er, ..., ep) base de F. Pour tout x € E:

Gram(e] veey € X)
. 2 _ Y Y Py
(d(x) )) Gram(e],..., ep)

B Exemples dans R®

Pour tout u,v € R® :

Gram(u,v) = [[u A V]|
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et donc on a :

dx, Ru) = AX
’ [ul
[Det (w,v,x)| _ [[uAv][x]|
d(x,vect(u,v)) = —
luAV]| AN

ict Det (u,v,x) désignent le déterminant dans une b.o.n.d.

Enomorphisme dans un espace euclidien

Dans toute la suite on travaille dans E un espace euclidien (préhilbertien réel de
dimension finie).

THEOREME 2.1 (Théoréme de Riesz). Si E est un espace euclidien (de dimension
finie) Pour toute forme linéaire @ sur E il existe un unique a € E tel que

VxeE:px)=(al|x).

Adjoint d'un endomorphisme
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THEOREME 2.2. Pour tout u € L(E), il existe un unique endomorphisme u* € L(E) tel
que
v,y eE: (xluly)) = (x)y)

u* est appelé adjoint de u. Dans ce cas on a aussi

%,y € B (u(x) [y) = (x|u*(y))

B Propriétés
(1)
(2) Pour tout u,v € L(E), (u)* =uet (uov)" =v*ou*
(3) Pour tout w e L(E), on a

o ker(u*) = Im(u)* Im(u*) = ker(u)*.
e ker(u*u) = ker(u) Im(u*u) = Im(u*). En particulier u et u* ont méme rang.

L'application u+—— u* est linéaire (semi-linéaire dans le cas complexe) sur L(E).

THEOREME 2.3. Soit B une base orthonormale de E, pour tout w € L(E), on a :
Matg(u*) = Matg(u), detu* =detu; Tru* = Tru et xu+ = Xu.

DEFINITION 2.1. Si M € M,(C), la matrice M* = ™M est appelée matrice adjointe
(ou transconjuguée) de M. i.e. si M = (aj;) et M* = (by;) alors by; = @j;. On dira alors que
M est hermitienne st M* = M. Dans le cas de matrice réelle c'est les notions de transposée
et de matrice symétrique.

e Les propriétés suivantes sont alors évidentes, pour tout M, N € M, (C) et pour
tout A€ C:
(M+N)"=M*+ N* (AM)* = AM*
(MN)* = N*M* (M*)" =M
detM* =detM; TrM* =TrM et xm+ = XM
et si M € GL, (C), M* € GL, (C) et

(M) = (M)

[ Endomorphisme autoadjoint
On dit qu'un endomorphisme u € L(E) est symétrique (ou autoadjoint), si u* = u,
Le:
%,y € B (ulx) |y) = (x[u(y))

On dit qu'il est antisymétrique si u* = —u, Le:

v,y € B (u(x) |y) =—(x[u(y))




PROPOSITION 2.1. u € L(E) est autoadjoint si et seulement si sa matrice dans une b.o.n
est symétrique.

PROPOSITION 2.2. Soit F un sous-espace vectoriel de E. Si F est u-stable alors F- est
u*-stable.

THEOREME 2.4 (Théoréme spectral). Tout endomorphisme autoadjoint d'un es-
pace euclidien E est diagonalisable dans une base orthonormale.

I Endomorphisme positif

Soit un endomorphisme autoadjoint u € L(E)
e On dit que u est positif si

VYx e E:(ux)|x)>0
e On dit que u est défini positif si
Vx #0: (u(x)|x) >0

Soit M € M,, (R) symétrique.
e On dit que M est positive si

VX € M1 (R) : XMX > 0,
e On dit que M est définie positive si
VX € My 1 (K) ~ {0} : XMX > 0,

On note par S;(R) (resp S 7(R)) le sev de M,,(R) des matrices symétriques posi-
tives (resp définies positives).

THEOREME 2.5. Soit un endomorphisme autoadjoint uw € L(E). u est positif (resp défini
positif) si et seulement si Sp(u) C Ry (resp Sp(u) C RY).

THEOREME 2.6. Pour tout u € £(E), u*u est autoadjoint positif et

elly = el = /el
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Automorphismes orthogonaux

Un endomorphisme u € L(E) est dit orthogonal si :

V(x,y) € B2 (u(x) [u(y)) = (x| y).

Dans ce cas on a
Vx € E: lu(x)]| = |||

ce qui signifie que u est une isométrie donc un automorphisme de E.
e On note O(E) l'ensemble des automorphismes orthogonaux sur E, remarquons que
O(E) C GL(E).

THEOREME 2.7. O(E) est un sous groupe de GL(E), appelé le groupe orthogonal de E.

THEOREME 2.8. Soit u e L(E), les propositions suivantes sont équivalentes :
(i) u est un automorphisme orthogonal
(it ) w transforme toute b.o.n en b.o.n.
(i) Vx € B flulx)] =[x
(v) w'uv=uu* =Ig

PRoPOSITION 2.3. Pour tout u € O(E), [detu| =1, ie. detu € {—1;1} et Sp(u) C{-T1;1}.

THEOREME 2.9. Lensemble SO(E) = {u € O(E) | detu =1} est un sous groupe de
O(E), il est appelé le groupe spécial orthogonal de E.

[ Symétrie orthogonale, réflexion

Soit F un sev de E. La symétrie autour de F parallélement & F* est appelée symétrie
orthogonale par rapport a F. On la notera s;.
e On a donc
SF = ZpF — |dE

e Si(ery...,€p) est une b.o.n de T,

p

s(x)=2) (xledei—x

i=1

PRoPOSITION 2.4. Toute symétrie orthogonale est un endomorphisme orthogonal.

DEFINITION 2.2. Soit H un hyperplan de E. La symétrie orthogonale par rapport H est
appelée réflexion d’hyperplan H.




les réflexions sont des endomorphismes orthogonaux négatifs (i.e de déterminant —1).
e SiH={u}" avec u| =1,

su(x) =x—2(x|uwu

Matrices orthogonales

THEOREME 2.10. Soit M € M, (R). Les propriétés suivantes sont équivalentes :
(i) MM =1, (oubien M ™M =1,), ie : M € GL,(R) et M~! = M.
(it) Les colonnes de M forment une b.o.n de R™.
(iii) Les lignes de M forment une b.o.n de R™.
Une matrice est dite orthogonale si elle vérifie l'une des propriétés équivalentes (i),(it) ou

(iid).

On note O,,(R) l'ensemble des matrices orthogonales de M, (R).

PROPOSITION 2.5. Si M € O,(R), alors detM = +1 et Sp(M) C {—1;1}.

On note SO,L(R) ou O} (R) (respectivement O, (R)) U'ensembles des matrices or-
thogonales de déterminant 1 (respectivement —1).
e O,(R) est appelé le groupe orthogonal d'ordre n et Of(R) le groupe spécial
orthogonal.
On déduit du théoréme spectral que

THEOREME 2.11. Toute M € My (R), symétrique est diagonalisable et il existe P €
On(R) et une matrice diagonale D telles que

M = 'PDP = P~'DP.

THEOREME 2.12 (Diagonalisation simultannée). Soit E un espace euclidien,
g une forme quadratique sur E. Il existe une base orthonormée pour le produit scalaire et
orthogonale pour q.
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Suites et séries de fonctions

Convergence des suites et séries de fonctions

Dans toute la suite, on considére des suites ou des séries de fonctions
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fny Gny Uny ... :X—F, x+— f(x)

ol X est un ensemble non vide (généralement X est une partie d'un evn F) et E un
evn de dimension finie (dans la pratique E = R ou C mais aussi R” ou un espace de

matrices). La convergence d’'une série de fonctions an(x) étant par définition celle de

la suite des sommes partielles ka(x).

Convergence simple

e La suite de fonctions (f,,) converge simplement sur X vers f (on écrit f, Syt ),
st pour tout x € X, la suite (f,,(x)) converge vers f(x) dans F. i.e.

Vx € X: nEToo fa(x) =f(x) cad:

Vx € X,Ve > 0,AN € N |[vn > N : [[fy(x) —f(x)|| < e

e La série de fonctions an converge simplement sur X vers f si pour tout x € X,

la série an(x) converge vers f(x) dans F. iLe.

+o00
Vx € X: an(x) =f(x) cad:
n=0

<e

Z fi.(x) — f(x)

k=0

vx € X,Ve >0,IN € N |vn > N:

e Pour une série de fonctions, on définit aussi la convergence absolue. On dit que
an(x) converge absolument si la sérieZ ||fn(x)]| converge pour tout x € X.
Si f est complet (c'est le cas si dimF < oc0), la convergence absolue implique la conver-

gence simple.




I Exemples:
(1) La suite (f,(x) = x") converge simplement sur [0, 1] vers la fonction f donnée par :

f(x) = lim fn(x ){? zt gi)](<]

n—-+oo

1
et la série an ne converge pas en 1, et converge simplement vers x — ]
—x
sur ]—T1,1].
X X sinx
(2) Les suites de fonctions f,,(x) = —, gn(x) = sin— et hy(x) = convergent
n n

simplement toutes vers la fonction nulle sur R.

X
(3) La série de fonctions Z—' converge simplement vers la fonction exp sur R.
n!

Convergence uniforme

e La suite de fonctions (f,,) converge uniformément sur X vers f (on écrit f, Uf
), st
Ve >0,IN € N |[Vn > N,¥x € X: [[fn(x) — f(x)]| < e

Important : remarquer U'emplacement de (Vx € X) dans la définition.
De maniére équivalente : (f,,) converge uniformément sur X vers f si et seulement
si la suite numérique de terme général

sup || frn(x) — f(x)]|

xeX

est définie a partir d’'un certain rang et vérifie

lim sup | fn(x) — f(x)|| = 0.

n—H—oo

e La série de fonctions E fn. converge uniformément sur X vers f si

Ve >0,IN e N |Vn > N,Vx € X:

D filx) —f(x)
k=0

oubien
lim sup fie(x =0.
n—-+oo xeX %
le sup Hka H étant défini a partir d'un certain rang.
xeX
B Plan détude d’une suite de fonctions
e Exemples :
i 1
(1) Avec hy(x) = smx) on a sup XX _ o donc hy, =5 0 sur R.
xeR
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X X
(2) Les suites de fonctions f,(x) = —, gn(x) = sin— ne convergent pas uni-
n n

formément sur R :

= +o0.

"i

X
sm‘ =1 et sup
n

sup
xeR IT

x€ER

» Dans la pratique, il est rare que l'on puisse calculer le sup. Il est suffisant de
donner une majoration de la forme

IIf(x) — fo(x)|| < en avec ngT en = 0.

et ce uniformément, autrement dit indépendamment de x € X.
» Un moyen d'étudier la convergence uniforme est la convergence simple, le résultat
suivant est évident.

PropPosITION 1.1. Si(f,) (resp an) converge uniformément vers f sur X, alors (fy,) (resp

an) converge aussi simplement vers f sur X. En d'autres termes, la CU est une propriété plus

forte que la CS.
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THEOREME 1.1. Si (f,) converge simplement vers f sur X, elle converge uniformément
sur X si et seulement si pour toute (x,,) de points de X, LL)T |fn(%n) — f(xn)|| = O.
n o0

» Dans la pratique, on exhibe souvent une suite telle que [[f(x,) — fn(x,)]| reste
supérieur a une quantité fixée pour dire que (f,) ne converge pas uniformément
vers f.

e Exemples :

1
(1) fn(x) = nx™(1—x) sur [0, 1]. f, —5 0 mais avec x, = 1—;, ona limf,(xy) =
1
lim(1—=)"=e' #0.
m(l ——)t=e" #
1
(2) Méme chose et méme suite x, = 1 — - avec la suite de fonctions (x") sur

[0, 11.
[ Critere de Cauchy uniforme

DEFINITION 1.1. On dit la suite de fonctions fn : X — F vérifie le critéere de Cauchy
uniforme sur X si

Ve >0,IN € N |Vn,p > N,Vx € X:
“fn(x) _fp(X)H <e

ou de maniere équivalente

Ve > 0,IN € N[Vn,p > N:sup |[fo(x) —fp(x)|| < e
xeX




Pour une série de fonctions E fn . le critére s’écrit

Ve >0,INeN|Vg>p>N,vVx € X: <e

q
Z frn(x)

n=p

THEOREME 1.2. Si F est complet, alors une suite (ou série ) de fonctions f, : X — F
est uniformément convergente si et seulement si elle vérifie le critere de Cauchy uniforme.

[ Norme de la convergence uniforme

e Sur le R— ev des application bornées B(X;F) de X dans f, on définit la norme

= [[fllc = sup [F(x)]]
xeX

appelée norme de la convergence uniforme. On a alors le théoréme :

THEOREME 1.3. Si F est complet alors (B(X;F), | ) est un Banach. Ce qui signifie
que si une suite de fonctions bornées (f, : X — F),  vérifie le critéere de Cauchy uniforme
alors elle converge vers une fonction f bornée sur X.
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Propriétés avec les opérations

Par définition des deux modes de convergence de suites et série de fonctions, on a :

THEOREME 1.4. Soit (f,) et (gn) deux suites d'applications de X dans F qui convergent
simplement (resp. uniformément) vers f et g. Pour tout &, 3 € R, la suite (af, + fgn)
converge simplement (resp. uniformément) vers of + 9.

e Le résultat analogue pour les séries de fonctions est une conséquence triviale.
e Par contre pour le produit seule la convergence simple passe. La convergence
uniforme n'est pas stable par produit

PropPosITION 1.2. Soit (f,) et (gn) deux suites d'applications de X dans F qui convergent
simplement vers f et g. Alors la suite (f, X gn) converge simplement vers f x g. Si en plus
les fonctions (fn) et (gn) sont bornées et convergent uniformément alors (f, X gn) converge
uniformément vers f x g.
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Convergence normale d'une série de fonctions
Soit (f,) une suite de fonctions bornées sur X. On dit que la série an(x) converge

normalement sur X si la série Z |fnl|, converge.

REMARQUE 1.1. Pratiquement, on ne peut pas calculer les normes |[fnll > ON essaie donc
de trouver une suite (xy) positive telle que

Vx € X [fa(X)|| < an et Z &n converge.

THEOREME 1.5. SiFest complet (c'est le cas si dim F < 00). Alors toute série de fonctions
de X dans F qui converge normalement, converge absolument et uniformément sur X.

e Pour les séries de fonction réelles alternées, on a aussi le critére :

THEOREME 1.6. Sif,: X — R, telle que
(L) Pour tout x € X, la suite (fn(x))n est décroissante.

(it) La suite f, C0 sur X.
Alors > (—1)"fn(x) converge uniformément sur X.

Interversion des limites

Dans cette section, X est une partie d'un evn (pratiquement X C RP, les f,, sont des
fonctions d'une ou plusieurs variables réelles).

THEOREME 1.7 (Théoréme d’interversion des limites). Si f, : X — F
(dimF < 00), et a € X telles que

(L) fngfsurX,

(i) Pour tout n € IN, XlE)"af“(X) = {,, existe dans F.

Alors la suite (£,), est convergente de limite { € F et Xli_r>11af(x) ={, ca.d.

lim (lim fn(x)) = lim ( lim fn(x)>

n—+oo \x—a Xx—a \n—+oo

e Si F = R, et a = 00, un raisonnement semblable permet d'étendre le résultat

précédent.
e Les résultats qui suivent (Théoremes 1.8-1.13) ne sont alors que conséquence du

Théoréme 1.7, précédent.
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THEOREME 1.8. Sif: X —F (dimF < ), et a € X telles que
(L) Pour tout n € N, f;, est continue en a,

(il) Il existe un voisinage U de a tel que fy, St sur UL
Alors f est continue en a.

THEOREME 1.9. Sif,: X — F (dimF < c0), telles que
(L) Pour tout n € N, f;, est continue sur X,

(i) fn <5 sur X.
Alors f est continue sur X.

THEOREME 1.10. Si X est compact, l'ensemble C°(X;F) des applications continues de X
dans F munti de la norme de la convergence uniforme est un espace de Banach.

I Et pour les séries

+00
On a les mémes résultats d'interversion des deux symbédles lim et E :
Xx—a
n=0
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THEOREME 1.11. Sif,: X —F (dimF < 00), et a € X telles que
(i) >_fn converge uniformément sur X.
(i) Pour tout n € IN, Xlﬂ)n(1 fn(x) = £, existe dans F.

Alors la suite )_{, est convergente dans F et

+o00 o
PRI (anm) -
n=0

n=0

e SiF=R, et a =+00, on a aussi

> (s ) = i (31
n=0 n=0

sous l'hypothése de convergence uniforme.

THEOREME 1.12. Sif, : X — F (dimF < o0), et a € X telles que la série Y} fn
converge simplement sur X et est de somme f. Si

(L) Pour tout n € N, f;, est continue en a,

(it) L existe un voisinage U de a tel que >_f, converge uniformément sur U.

Alors f est continue en a.
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THEOREME 1.13. Sif: X —F (dim F < o0), suite d'applications continues telles que
> fn converge uniformément sur X et est de somme f. Alors f est continue sur X.

. Intégrale de la limite d'une suite de fonctions

THEOREME 1.14. Soit (fn) une suite de fonctions réglées sur [a, b] a valeur dans E (evn

de dimension finie). Si fy, S sur [a,b] alors f est réglée et lim fz fn = fz f.
n—oo
+o00
De méme si la série an converge uniformément sur [a, b] alors la somme an est

n=0
b [ +oo +o00 b
J (an(t)) dt=>) (J fn(t)dt> .
a \L—o a

n=0

réglée est

B Dérivation de la limite d’'une suite de fonctions

THEOREME 1.15. Soit (fn) une suite de fonctions de classe C' sur un intervalle I de R
a valeur dans E (evn de dimension finie). On suppose que

(0 fngncsurl,
(it) La suite (f7) converge uniformément sur I vers une fonction g,

alors f est de classe C' sur I et f' = g. En plus f, S £ sur tout segment inclus dans I.
De méme si on suppose que
(iit) la série an converge simplement sur I et f sa somme

(iv) la série E !, converge uniformément sur I et g sa somme

alors f est de classe C' sur I et f' = g, ie.
400 ! +00
Y falx)| =) falx)
n=0 n=0

En plus > fn S £ sur tout segment inclus dans I.

Théoréeme de convergence dominée

THEOREME 1.16. Soit I un intervalle de R, (fn) une suite de fonctions réglées sur I a
valeur dans C. On suppose que

(i) fn S5 fsur I et que f est réglée.
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(i) Il existe @ € L'(I) telle que
vn e N,Vx € 1:[fy(x)| < @(x) (hypothése de domination)

alors les f,, et f sont intégrables sur I et

Llim J f”:J f.
n—,oo I I

REMARQUE 1.2. En fait sous les méme hypotheses, on a

fn M f et donc lim J [fol :J If].

Intégration terme a terme d’'une série de fonctions

THEOREME 1.17. Soit I un intervalle de R, (fn) une suite de fonctions réglées sur I a
valeur dans C. On suppose que

(1) 2_fn S5, fsur I et que f est réglée.
(ii) Pour tout n € N, f, € £'(I) et 3 fI |fn| converge
+00

alors f est intégrable sur I, la série Z 1 fn converge et
n=0

+00 +o00
|[Eu-Ee
Ih=o n=0"1

Séries entiéres

DEFINITION 2.1. Soit (an) une suite de nombres réels ou complexes. On appelle série
entiére d’'une variable complexe z associée a (a,) la série de fonctions de terme général
anz™. On appelle domaine de convergence D de la série entiére l'ensemble des z tels que
la série converge.

[ Exemples
(1) Polyndme

z" z"
@Qrsr= .y

n!’

Rayon de convergence

NS
w
D~
=
Lol
1
@
]
=]
—
i o
l¢°d
]
1]
@
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THEOREME 2.1 (Théoréme d'Abel). Soit ) anz"™ une série entiére. il existe un
unique élément R € [0, +oo] tel que la série D~ a,z™ soit absolument convergente si |z| < R
et que la suite (anz™)n ne soit pas bornée si |z| > R et donc }_ anz™ divergente.

R est alors appelé le rayon de convergence de la série entiére >_ a,z", qu'on notera
RC(>_ anz™).
REMARQUE 2.1. On ne peut rien dire si |z] =R .

e Dans la pratique pour calculer RC()_ a,z") on utilise les régles de D’Alembert.
et de Cauchy :

THEOREME 2.2. Si lim

n—oo

- =1L ou nli>n;|>o YVlan| = L, avec L € [0,+o0], alors

RC(>_anz") = % (avec % = 400 et oo 0).

THEOREME 2.3. Soit > anz™ et ) anz™ deux séries entiéres, de rayon de convergence
respectifs R; et R, alors leurs séries somme et produit associées aux suites a, + b, et
n
Cn = )_ axbn_x ont pour rayon de convergence
k=0
R = min(R1,R2) si R] 75 Rz
R > min(R;,Ry) siRy =Ry
Dans ce cas pour tout [z| < R, on a
(o ¢] (o ¢] o0
D> (an+bn)z" =) anz™+ Y bpz"
—0 k=

i (i akbn—k> " = (f anz“> X <§ bnz“>
k=0 \k=0 k=0 k=0

[ Exemple : la fonction exponentielle

1
Le rayon de convergence de la série entiére ) _ —'z“ est infini, et pour tout z€ C:
n!

> 1
exp(z) = Z Ez“, vérifie exp(z +2z') = exp(z) exp(z')

n=0

Somme d'une série entiere

THEOREME 2.4 (Lemme d'Abel). une série entiére de disque de convergence D est
normalement convergente sur tout compact de D ; la somme de la série entiére est continue

sur D.
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[ Série entiere dérivée

DEFINITION 2.2. La série entiere dérivée de la série ZanzrL est Znanz“_] =

n>0 n>1
Z(n+1)an+1z“. On peut donc définir la dérivée dordre k > 1, comme étant
n>0

n!
Z w1 anz™ k.
n>k ’

14 Al
THEOREME 2.5. Une série entiére et sa série dérivée (et donc toutes ses dérivées) ont
méme rayon de convergence.

NS
w
D~
=
Lo
1
@
]
=]
—
L
l¢°d
]
1]
@

[ Formules et Inégalités de Cauchy

+o00
THEOREME 2.6. Soit > anz™ une série entiére de RC R > 0 et de somme f(z) = Zanz”
n=0

sur D ={z € C| |z] < R}. Alors pour tout r € J0,R[, pour tout n € N, on a :

1 27 ) )
an =5 Jo f(re'®)e m0d@, (formules de Cauchy)

et st on pose M(r) = sup |f(z)| (existe car f continue) , on a
[zI<r

M(r)

lan| < — (inégalités de Cauchy)

Séries entieres dans le domaine réel
e Dans le cas de la variable réelle (les a, sont toujours des complexes) l'ensemble
des réels x pour lesquels la série ) a,x™ converge est l'intervalle ]—R, R[, il est
appelé l'intervalle de convergence.
e S'appuyant sur le Théoreéme 2.5 et les résultats sur les série de fonctions, on peut
donc énnoncer :

THEOREME 2.7. La somme d'une série entiére > anx™ d'intervalle de convergence I =
]—R,R[ est de classe C* sur I. Pour tout p € N*, la dérivée d'ordre p de la somme f est

& n! 2+ p)!
fP)(x) = E ——ax" P = —————Anppx"
(n—p)! n! v
n=p n=0
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c.a.d. qu'on peut dériver terme a terme une série entiére. En particulier

£(n) (0)

vneN:a, =
n!

e Avec les mémes arguments, on peut justifier l'intégration terme a terme d’'une série
entiére :

THEOREME 2.8. Soit f la somme d’une série entiére > anx™ sur I =]—R,R[. Alors pour
tout x e I:

X +o00o a +00a 1
f(t)dt = L P
o= 2 =

[ Fonction développable en série entiere

DEFINITION 2.3. Soient I C R intervalle ouvert, f: I — C et xp € I. On dit que f est
développable en série entiére en xg s'il existe une série entiére > anz™, de RC > 0 telle

ue
a +00
f(x) = > an(x —x0)™, sur un intervalle Jxo —m,xo +n[ C L.
n=0
Dans ce cas, f est de classe C* sur Jxg — 1, xo + nl, et vérifie

£ (x0)
nl

YnelN:a, =

Soient I un intervalle ouvert de R, f: I — C de classe C*™ et xo € 1. On appelle

£(n)
développement de Taylor de f en xo la série de fonctions )_ %(X —xo)"™.
n>0 .

THEOREME 2.9. Soient I un intervalle ouvert de R, f: I — C de classe C* et xp € L.
Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) f est développable en série entiére en xo.

(i) I existe x € I N {xo} tel que la série de Taylor de f en x( converge.

(iit) Il existe x € I\ {xo}tel que

lim <
n—+oo

Dans ce cas les convergence en ( ii) est normale et en (iii) uniforme sur un intervalle
de la forme [xg —1,%x0 +7].

n!

(x —t)" dt) =0.

X0
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Intégrales a parametre

Dans ce petit chapitre, nous étudions des conditions de continuité et de dérivabilité
de fonctions définies par une intégrale sur un intervalle quelconque.
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Théorémes généraux
e Dans cette section I est un intervalle de R, A une partie de R* (d € N*) et f:
A x I — R™ continue, telle que

Vx € A, la fonction t — f(x,t) est intégrable sur I,

st I est un segment [a, b] cette condition est vérifiée d'office.
e On définit sur A la fonction g par

Vx € A:g(x) = J f(x,t)dt.
I

On s'intéresse aux propriétés de g.

Continuité sous le signe [

THEOREME 1.1. La fonction g est continue dans A, dans lune ou l'autre des deux situa-
tions suivantes :
(1) Lintervalle T est un segment [a, b].

(2) f est a valeurs réelles ou complexes et il existe @ une fonction continue positive
intégrable sur I, telle que

V(x,t) € A x I:[f(x,t)] < @(t) hypothése de domination.

REMARQUE 1.1. On déduit donc que l'application

(U, v, x) — JV f(x,t)dt

u

est continue sur I x I x A, sous la seule hypothése de continuité de f.

REMARQUE 1.2. On a la méme conclusion si on suppose seulement que l'hypothése de
domination est vérifiée sur toute partie compacte contenue dans A.
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Dérivabilité sous le signe |
Ici on suppose que A est un intervalle de R et on suppose en plus que f admet une

f
dérivée partielle ™ continue sur A x 1.
X

THEOREME 1.2. La fonction g est de classe C' dans A, et

of
A:g(x)=| —(x,t)dt.
Vee gl = | Txt)

dans l'une ou l'autre des deux situations suivantes :

(1) Lintervalle T est un segment [a,b].

est a valeurs réelles ou complexes et il existe @y et @; deux fonctions continues
2) f est a val dell pl t il exist t deux foncti ti
positives intégrables sur I, telle que

Vi t) € A x 1: f(x, )] < @o(t) et ]%(X,t)' < o)

REMARQUE 1.3. Par une récurrence facile, si f admet des dérivées jusqu’a lordre k € N*,
continues sur A x I tel que I segment ou que toutes les dérivées de f vérifient 'hypothese de
domination alors g est de classe C* sur A, et

orf

(k) - |
6" x) = | Sl e

Intégration sous le signe [

THEOREME 1.3 (formule de Fubini). Lorsque A est un intervalle de R et que f
est continue sur A x [a, b], alors pour tout segment [c, d] inclus dans A :

J:i (J: f(x,t)dt) dx = J: <Ld f(x,t)dx) dt.

Exemples
Fonction I

THEOREME 2.1. Pour tout x € 10, 40l la fonction

t — et

so[dwioxq g
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est intégrable sur ]0,+oo[. La fonction

10, +o00o[ — R

+00
X — J et 1dt
0

I:

est de classe C* sur ]0,+ool et pour tout x € ]0,+ool :

+00
r(x) = j (Int)*e tt*~1dt, pour tout k € IN*.
0

PRropPosITION 2.1. Pour tout x €10, +oo :
Fx+1)=xI'(x),

en particulier
YneN:T'(n+1)=nl!

et

1
x—0+ X

Nx) ~

ProposiTiON 2.2. I'(1/2) = /7.

ProposiTiON 2.3 (Formule de Stirling).

X—-+00 n—-+oo e

x\* n\"
Frx+1)= ~ <E> V2nx et doncn!  ~ (—) 27mn.

Transformée de Laplace

THEOREME 2.2. Soit une fonction f : Ry — C continue par morceaux. On suppose qu'il
existe C € RT, a € R tels que

Vt € R, : [f(t)] < Ce™t

alors pour tout
zell(f)={ze C|Rez > a}

la fonction t — f(t)e ' est intégrable sur R;. La fonction

I(f) — C

+00
Z J f(t)e ?tdt
0

L(f):

appelée, transformée de Laplace de f, est continue sur TT(f).
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[ Exemples de Transformée de Laplace
(1) Pour la fonction

R—R
Y: f s 1 st t>0
0 st t<oO

dite fonction de Heaviside, on a
1
L(Y):z— 2 définie pour Re(z) >0

et pour tout w € R:

L (t — Y(t)ei‘”t> [z définie pour Re (z) > 0

Z—lw

et grace aux formules d’'Euler et la linéarité évidente de la transformée de Laplace,
on a respectivement

z
t Y(t t): —_—
L(t—Y(t)coswt):zr— o1
. w
E(t|—>Y(t)Slnwt) Z m
L (t— Y(t)coshwt) : z+— —ﬁ
L(t— Y(t)sinhwt) : z+— —ﬁ
(2) Pour tout n € N
!
Lt — YY) 2 —
Zn+1

en général, on définit la fonction factoriel a |'aide de la fonction I} pour tout z € C
tel que Re (z) > —1, par
zZl=T(z4+1)

de sorte que pour tout v € R* :

v! Fv+1)

Lt—Y({)tY):z: e

I Propriétés de la transformée de Laplace

(1) Sous les hypothéses du théoréme précédent, si on pose, on a
L (t — eth(t)) cz— L(f) (z—c¢)

pour tout c € C,
LA—f(t—1)):z— e ZL(f)(2)

pour tout T € R" et pour tout A >0

L(t— f(At)):z+—t+— ;\C(f) (;\Z) .

so[dwaxq g
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(2) Si F est une primitive de f sur R, alors pour tout z € TI(f) :
L(f) (z) =zL(F) (z) — F(0)
de sorte que si f est de classe C' par morceaux, continue en 0, alors
L () (z) = zL () (z) — £(0)
et en général si f est de classe C* par morceaux, continue, avec toutes ses dérivées,

en O alors

k
L(fY) (2) =L (f) () = )_ 2P 1(0).
p=1

(3) Le produit de convolution de deux fonctions f et g (continues par morceaux sur

R) est la fonction
X

f*g:x»—>J f(x—1t)g(t)dt
0

PROPOSITION 2.4. La transformée de Laplace du produit de convolution de deux fonctions
f et g est donnée par

L(fxg)=LI(f)L(g)
et est défini sur TT(f) N TT(g).
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Séries de Fourier
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L'espace de Hilbert ¢*(Z, K)

On appelle espace de Hilbert tout espace préhilbertien complet pour la norme associé
a son produit scalaire.
e La théorie des espaces vectoriels normés de dimension finie prouve alors la pro-
position suivante :

PrRoPoOSITION 1.1. Si E est un espace euclidien ou hermitien, alors E est un espace de
Hilbert.

Si I est un ensemble dénombrable (I = N, Z ou N?), on note £2(I,K) (ou ¢3(I) )
l'ensemble des familles (x;);.; d'éléments dans K, de carré sommable, c'est a dire des

familles (xi);; telles que la famille (Ixilz)eI soit sommable.

Dans lecas [ =Z,0n a:

PRroPOSITION 1.2. Une famille (Xn)pez est a carré sommable si et seulement si les deux

séries Z ‘xi) et Z Ix_ﬂl2 sont convergentes. C'est a dire
n>0 n>1

*(z) = {(Xﬂ)neZ | Z <|Xn|2 + Ix_nlz) converge}
n>1

® Six=(xi)y € £2(1), on pose
2
Ixly =[5
iel

et dans le cas I = Z, pour tout x = (Xp), cn € ?(Z), on a :

+o00
Ixll, = fIxol* + Y (Ixal® + x-nl?)

n=1

ce qui définit une norme sur ¢*(I), qui en fait un espace de Banach. En fait il s'agit
d'une norme euclidienne :
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THEOREME 1.1. Si (xt)ic1 et (Yi)ic sont de carré sommable alors (xiyi);c; est sommable.
2(I) est un K — ev, cest un s.e.v de K! et 'application

(%), (W) — () | (W) = D %5ys
1

est un produit scalaire sur ¢*(I), qui en fait un espace de Hilbert, la norme euclidienne
associée est || ||, ci-dessus.

Espace préhilbertien £(T)

DEFINITION 2.1. On dit qu'une fonction f: R — C est périodique si elle posséde une
période T > 0. Dans ce cas f est entiéerement déterminée par sa restriction a tout intervalle
de la forme [a,a+ T[ pour a € R.
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PRrRoPoOSITION 2.1. Soit g: [0, T] — C réglée, telle que g(0) = g(T). Il existe une unique
fonction f, T-périodique sur R, qui coincide avec g sur [0, T].

Dans toute la suite, on ne considere que des fonctions 27t-périodiques. Cela ne res-
treint pas la généralité, on raménera, si l'on veut, l'étude d'une fonction f, T-périodique,
a celle de la fonction 27t-périodique g en posant :

Vx € R:g(x) = f(z-l;_cx

e On dit qu'une fonction 27t-périodique sur R a valeurs complexes vérifie la condition
de Dirichlet en a € R si

).

fla) = - ( lim £(t) + lim f(t))

2 \t—a— t—at
notation 1 . _ .
L i(umf(a ) + limf(a™)).

Cette condition est vérifiée en tout point de continuité de f.
On dira qu'une fonction f est normalisée si elle vérifie la condition de Dirichlet en
tout point t € R.
e On notera L(T) le C — ev des fonctions réglées normalisées 2m-périodiques sur
R a valeurs complexes.

PRoPOSITION 2.2. Toute fonction réglée normalisée 27-périodique sur R est bornée intégrable
sur tout intervalle [a, a + 271 et

JHZ“ f(t)dt = rn f(t)dt.

a
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THEOREME 2.1. L'application

(f,9)— (fl9) = 5-| gt

définit un produit scalaire sur £(T). On notera || ||, la norme associée :

vieLm, |fl,= (%t | |f(t)|2dt>

172

e On munit £(T) des deux autres normes || || et | ||, définie pour tout f € L(T),
par

‘I TC
16l = 55 | IOt et 7], =suplf(e) = sup_If(e).
) teR

te[—m,n]

de sorte que
Ve L(T) : [[flly < [Ifllo 11l < [1fllo

et par l'inéqgalité de Cauchy-Schwarz et le fait que ||f||; = (1 [[f]), on a
Ve L(T) - [|f]l, < If]l;.
e Dans toute la suite on notera, pour tout n € Z, e, la fonction définie sur R par
en it e™
et pour tout n € N*, C,, et S, les fonctions
C,:t+—— cos(nt) et S, : t — sin(nt),

ce sont des fonctions 27t-périodiques.

PropPosITION 2.3. La famille (en)nez est orthonormale. La famille (1;Cy;Sn), cpn+ est or-
thogonale, avec
V2

vn e N":|Cully = [[Sull; = -

e On notera P(T) le sev de £L(T) engendré par la famille (e,), ., et
Pn(T) = vect (e ;—mn <k <n) =vect (1,Cy, Si; 1 <k <n)

celui des polynomes trigonométriques de degré inférieur ou égal a n, il est de
dimension 2n + 1.

PRoPOSITION 2.4. Pour tout f € Po(T), on a

n

f= Z (ex | ) ek—zl i <J ﬂktf dt) ex

k=—m k=—m
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oubien
n

f=(11f)+2) ((C|f)Cr+ (S| f)Si)
k=1

1 (™ 1 n U
- L fde+— Y (L cos (kt) f(t)dt) Ci

k=1

+7lr i (J':[ sin (kt) f(t)dt> S

k=1

e Pour tout f € P, (T), les scalaires
T (™
= f) = — “Ie (1) dt
e
pour k € [-n,n], sont les coefficients exponentiels de f, de sorte que

VteR:f(t) = ) cre™.

k=—n

La formule de Parseval donne

n
113 = D lewl”.

k=—n
De méme les scalaires
ag =2 (C¢ | f) = :—T M; cos (kt) f(t)dt
pour k € [0,n], et
by =2(S¢|f) = r sin (kt) f(t)dt

pour k € [1,n],sont les coefficients trigonométriques de f, de sorte que

(e%)

>+ i (ay cos(kt) + by sin(kt)) .

k=1

Vte R: f(t) =

Dans ce cas, la formule de Parseval s'écrit

[ Série trigonométrique
On appelle série trigonométrique toute série de fonctions sous forme exponentielle :

oubien sous forme trigonométrique :

f(t) = % + i (a, cos(nt) + b, sin(nt))

n=1
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Coefficients de Fourier d’'une fonction

DEFINITION 3.1. On appelle coefficients de Fourier exponentiels d'une fonction f :

R — C, réglée 2m-périodique, les scalaires

n ()= (en 1) = 5~ J_ e (D) dt

pour tout n € Z. La famille f=(cn (f)) ez est appelée famille des coefficients de Fourier

de f. somme partielle Sy (f)
De méme les suites (an(f))nen et (bn(f))nen+ données par

an (f) =2(Cn | f) = Tl[Jj cos (nt) f(t)dt

bn (f) =2(Sk | f) = Tl[f sin (nt) f(t)dt

sont appelées suites des coefficients de Fourier trigonométriques de f.
Enfin la série trigonométrique

400
co(f)+ Y (cnlf)e™+con(f)e™)
n=1

oubien

ao (f) n Jio (an (f) cos(nt) + by (f) sin(nt))
2 n=1 b ’

est appelée série de Fourier de f. Ses sommes partielles sont alors appelée sommes de

Fourier de f.

PRropPosITION 3.1. Si la série trigonométrique

+o00
(co + Z (cnéLnt + c_nemt)>
n=0

converge uniformément vers f sur R, alors les coefficients de Fourier de f sont les cy,.

B Propriétés des coefficients de Fourier
Pour toute fonction f: R — C, réglée 2m-périodique,

(1) St on note a,, b, et ¢, ses coefficients de Fourier On a

Qo
Co=
et Yn € N7,
cn:%(an—lbn) Qn =Cn +C_p
et
Con = ] (an +iby) br =i(ch—c_n)
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(2) cn(f) =c_n(f), et si f est réelle : c,(f) = c_n(f).
(3) Si f=fo (—Idg) alors c_,(f) = cq(f). En particulier
e Si f est une fonction paire, on a

2 ("
b.(f) =0 et a,(f) = — | cos (nt) f(t)dt
Jo
e Si f est une fonction impaire, on a
2 7T
a,(f) =0 et bu(f) = — [ sin(nt) f(t)dt
7T Jo

(4) Lapplication f — f est linéaire de plus f est bornée est

Il <5 | eoiae=el,.

(5) Si f: R — C, est 2m-périodique, continue et de classe C' par morceaux, alors
elle admet une dérivée ' 2m-périodique, continue par morceaux normalisée. Et
pour tout 1 € Z, on a

cn(f') = incn(f).

En général si f est de classe C*! et de classe C* par morceaux alors

Vn e Z: e (f¥) = (in) e (f).
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B Inégalité de Bessel
La théorie des espaces préhilbertien permet d'énnocer :

THEOREME 3.1. Pour tout f € £(T), le polynéme trigonométrique Sy Z cx(f
k=—n
est la projection orthogonale de f sur Pn(T) et on a

1113 = ISn ()13 + d(f, Pn(T))?

l'inégalité de Bessel s'écrit alors

n
> e P < I3

k=—n

THEOREME 3.2. Pour tout f € L(T), les séries numériques

lco (NP + Y~ (len (OF +len ()

n>1

et

2
B0l 4 5 (lan (97 + o (9)F)

n>1

sont convergentes et ont méme somme inférieure ou égale a ||f||%
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Convergence d'une série trigonométrique

B Convergence quadratique

THEOREME 4.1. La série de Fourier d'une fonction f € £(T) converge en moyenne qua-
dratique vers f:
If=Sn(fll2 =7 O

n—-+oo

Par suite la famille (en)nez, ol e, désigne la fonction définie sur R par e, (t) = e™, est
une base hilbertienne de £(T). La formule de Parseval s’écrit :

+o00
1£12 = leaOF + 3~ (le—a(H)F +lea(H)F)
n=I

oubien

2 +o00
113 =9 3 (lant®R + Iou(hP)

n=1

ProrosiTiON 4.1. L'application f — f de L£(T) dans €2 (Z) est une isométrie (donc
injective). En particulier f =0 &= VYn € Z: ¢, (f) =0.

I Comportement asymptotique des coefficients de Fourier

THEOREME 4.2. Pour tout f € L(T),

lim ¢, (f) =0.

n|—+o00

En général si f est de classe C¥~! et C* par morceaux

cn(f) =0 (Inl_k) .

REMARQUE 4.1. Les relations (3.1) permettent d'avoir les mémes propriétés pour les suites
(an (f)) et (bn (f)).

[ Critére de convergence normale

THEOREME 4.3. La série trigonométrique

co+ Z (cne“1t + c_ne"mt) = % + Z (an cos(nt) + by sin(nt))

n>1 n>1

est normalement convergente sur R si et seulement si, les séries numériques

> el +leal) et > (lanl+[bal),

n>1 n>1
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qui sont de méme nature, sont convergentes.

THEOREME 4.4. Si une fonction 2m-périodique f : R — C est continue et de classe
C' par morceaux, alors sa série de Fourier converge normalement (donc uniformément) et sa
somme est égale a f.

THEOREME 4.5 (Weierstrass). Toute fonction f : R — C, continue 27-périodique
est limite uniforme sur R d'une suite de polynomes trigonométriques.

[l Théoréme de Dirichlet

THEOREME 4.6. Si une fonction 27t-périodique f : R — C est de classe C' par
morceaux, alors la série de Fourier de f converge simplement vers la fonction : t +——

1 )
5 (F(£) + £(t))
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Courbes et surfaces

Courbes paramétrées

Dans toute la suite, on considére le plan affine euclidien P = R?* qu'on identifie
a C, muni d'un repere orthonormé R = (O,i,D ou lespace affine euclidien £ = R’

)
=]
=
=]
o
D
7]
2]
—
2]
=
=
=]
(=]
@
7]

muni d'un repere orthonormé R = (O,f,f,]z) , tout deux seront notés R* (i.e. d =2 ou

d = 3). Tout point de R? sera représenté par ses coordonnées (x,y) (ou (x,y,z)) dans
ce repere R.

DEFINITION 1.1. On appelle courbe paramétrée (ou arc paramaétré) sur R toute ap-
plicatin v : I — RY avec I intervalle de R. On dit que l'arc est de classe C* k € N* U {oo}
si y est de classe C* sur 1.

Lensemble '={M (t) =y (t) | t € I} est appelé image ou support de l'arc.

Si I est un segment on dit que l'arc est fini ou un chemin.

[ Interprétation cinématique

Si le point M(t) de coordonées f(t) désigne la position d'un mobile (a linstant t).
o le suppir)t " de l'arc désigne alors la trajectoire du mobile,

o
—4‘

o V(t) = — =X (t)i+ y’(t)f[a vitesse du mobile et
dt
a2t
o Y(t) = Frole x”(t)i—l—y”(t)f son accélération.
e On dit que le point M(t;) € T est multiple (double, triple, ...), s'il existe t; # t;
(ta, t3,..) deux a deux distincts tels que f(t;) = f(t2) = ... . Un point qui n'est pas

multiple est dit simple. On dit que lU'arc I" est simple si tous ses points son simples.
e On dit que le point M(ty) € T est réqulier st M/(ty) # 0. Un point qui n'est pas
réqulier est dit stationnaire. Si tous les points sont réquliers, on dit que l'arc est
régulier.
—
Dans le cas ol le point M(ty) est réqulier la droite M(to) + RM’(ty) est la
tangente a I' en M(t).
e On dit que le point M(ty) € T est bi-réqulier si la famille (M’(to),M”(t()j) est

libre. Si tous les points sont bi-réguliers, on dit que l'arc est bi-régulier.
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Dans le cas ol le point M(ty) est bi-régulier le plan M (to)+Vect (M’(to), M”(to))

est le plan osculateur a I' en M(to).

Arcs équivalents

Soient T : (I,f) un arc paramétré de classe C* k € IN* U {co}, | intervalle de R et
0:] — I de classe C*. On dit que O est un changement de paramétre admissible de T
st 0/ ne s'annule pas sur | (i.e. 0 est strictement monotonne et donc bijective).

Dans ce cas l'arc (J,g = f o 0) admet le méme support " et on dit que (], g) est un
paramétrage admissible de T" et que (I, f) et (], g) sont C*-équivalents.

Si 0 est strictement croissante les arcs sont dits de méme orientation.

THEOREME 1.1. Deux arcs finis, simples et réguliers de classe C* dans RY sont C*-
équivalents si et seulement s’ils ont méme image.

Courbes planes définies implicitement

e Soit U un ouvert de R, f: U — R une fonction de classe C¥, k > 1, si lensemble
C={M(x,y) e U|f(x,y) =0}
n‘est pas vide, on l'appelle la courbe définie implicitement par l'équation
f(x,y) =0.

On dit que la courbe C est réguliére si f est sans points critiques sur U. Dans ce
cas le théoréme des fonctions implicites permet de montrer que C admet un paramétrage
cartésien local en tout point.

St A = (a,b) est un point de C, l'équation de la tangente en A est

Moy x—ay+ X

- 5y (@) (y—0) =0

[ Exemple : Coniques

C'est le cas ol la courbe C est donnée par une fonction f polynomiale de degré 2
sur R?:

C:Ax* +By® +2Cxy + 2Dx + 2Ey + F=0 (1.1)

avec (A, B, C) # (0,0,0), qu'on suppose non vide.

PRropPosITION 1.1. Il existe un repére orthonormé dans lequel 'équation de la conique est
de la forme

C:ax? +by? + 2cx+2dy+e=0 (1.2)

c.a.d ne contient le terme en xy.

)'ﬂ
@
=
=
=
o
@
»
=
=1
=
3
D~
—t
=
D~
@
73

124



@)
=]
=
=
o
@
»
@
—
o
=
=k
o
o
93
73

Dans la pratique : on utilise un changement de repére

x = cos 0.xX' —sin 0.y’
y = sin 0.x’ + cos 0.y’

qui signifie une rotation d’angle © du repére, le coefficient du terme x'y’ s'écrit

2(B—A)(cosOsin0) +2C (cos2 0 — sin’ 9)

= (B—A)sin20 + 2C cos 20

donc pour que terme x'y’ disparaisse, il suffit de prendre

2C ) .
si non

1
0= - arctan [ ———
arctan A_B

2

P13

Puis a l'aide d'un changement d'origine, on aboutit (en éliminant les cas triviaux) a
une équation de l'une des 3 formes suivantes :

, X2 Y?
(1) Ellipse : P + b= 1
X2 Y?
(2) Hyperbole : 2 o 1

(3) Parabole : Y? = 2pX

Etude métrique des courbes

Dans toute la suite, I désigne un intervalle de R ety : I — R% un chemin de classe
C¥, k assez grand.

Abscisse curviligne

Le point M(ty) = My étant choisi commme origine. On appelle abscisse curviligne
du point M(t), la quantité :

£ t d 1/2
qw:jwwmwuzj<zywaw)

to to

[ Llongueur d'une courbe
Si I = [a, b], on appelle longueur de y la quantité :

b

thzjnvumﬁ.

a

I Propriétés de l'abscisse curviligne
o [s(t) —s(t')| = L(M(t), M(t')), longueur de la courbe entre M(t) et M(t').
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e Sirt— t(r) est strictement croissante, alors

t T T
|| o= | vimyelian= | g
to To To

avec g(u) =y(t(u)). s est le méme que l'on prenne y ou g comme paramétrage.
Si r— t(r) est strictement décroissante, alors :

t T u
| twlaw = | —¢rwi i = | g wi
to To Up
s change de signe selon que l'on prenne 'y ou g comme paramétrage. Le signe de
l'abscisse curviligne dépend d'une orientation arbitraire du paramétrage. s dépend
également évidemment de lorigine choisie du paramétrage.

e s'(t) =|[Y/(t)|| ou encore ds = @ )
dt dt
Donc, sauf aux points ou f'(t) s'annule (points stationnaires), s est une fonction
strictement croissante de t et continue. Elle est donc bijective. On peut donc effectuer
un changement de paramétre en prenant l'abscisse curviligne elle-méme au lieu de t. Il
s'agit d'un changement de parametrage admissible.

Si x = s(t), le nouveau paramétre est x, on a :

g(x) =v(s7'(x)) ie : M(t) = M(s™'(x))

Dot ¢'(x) = (s7")/(x)¥'[s7'(x)] = my/[sq (x)].0On en déduit

19" ()l = 1.
En général, on note s = s(t) pour alléger les notations, la relation précédente s'écrit

alors :
dOM

ds

On dit que larc (I,7y) est normal si pour tout t € I, ||y (t)|| = 1.

THEOREME 2.1. Tout chemin régulier de classe C*¥ est C*-équivalent & un chemin normal.

Repére de Frenet

Les courbes sont de classes C? ou plus. Les points sont supposés biréguliers (pas
de point stationnaires, pas de point de rebroussement, pas depoint d'inflexion ...). On
considére alors un paramétrage normal M(s) de I

Important : L'arc étant régulier donc l'abscisse curviligne est un parameétre admis-
sible. Si t est un paramétre de l'arc s est une fonction de t et réciproquement de sorte
que s et t sont deux fonctions réciproques l'une de l'autre. Par conséquent,

ds 1
"(t) = bien — =
S =505 v ben & = dds

ce qui explique les facilités de calcul des dérivées dans toute la suite.
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e Le vecteur normé tangent a l'arc I' au point M(s) est alors défini par :

dOW.

T =
ds

. . _ ds
est la vitesse vectorielle v, — la

dOM

REMARQUE 2.1. Pour la physique, t est le temps, do

vitesse scalaire v, par définition de l'abscisse curviligne s (i.e : % = T ) ,ona:
- dOm dOm ds =
T= ou encore —— = —T.
ds dt dt

dOM  ds.

T ET exprime simplement que Vv = vT.

La relation
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L2
e Avec HTH =1,0n a

le vecteur non nul s est donc orthogonal a ?
s

DEFINITION 2.1. La courbure de larc T au point M(s) est le scalaire :

a7
““las

de sorte que le vecteur N défini par

a7 -
@ N

soit unitaire et orthogonal a T.

e en dimension 2, le repére de Frenet au point M(t) est par définition le repére
mobile (M(t),f,ﬁ) .
La quantité R = — s’appelle rayon de courbure.

[ Calcul de la courbure avec un paramétre quelconque

Avec un paramétrage M(t) quelconque on a :

dOM  ds— d?OM  d¥s- [ds\’1
_ USp g EOM sy

ds)1yg
dt/ R

- - e -
dt dt dt? dt?
REMARQUE 2.2. On reconnait dans Uexpression précédente celle de l'accélération vectorielle

EOM _dve Vo
dt2  dt R
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o dise dve A
d'un point mobile, somme de l'accélération tangentielle WT = aT et de l'accélération normale
2
V- oo
—N.
R

e En dimension 2, d'apres la relation précédente, donnant l'expression de lac-
celération dans le repere de Frenet, on déduit que :

——
doM a?om]  [ds\*1
at ’ dat? | \dt) R

En coordonnées cartésiennes, on obtient :

)

X/y " __ xl/y/

En coordonnées polaires, ot v = 1(0), c.a.d Om = 1(0)up, avec Uy = cosO.i+
sin0.j, et Uiy = —sin0.i+ cos6.j, on a :

(vt )’

2 212 — M

e En dimension 3, on a:
3

aon

dt

doM N a20M
it

R =

dt

e Sion suppose les courbes bi-réquliéres de classe C3 ou plus. On définit le troisiéme
vecteur de Frenet
B=TAN
de sorte que le repére de Frenet en M, (M, f, Kl, ﬁ) , soit orthonormé direct. Avec

les relations :
dOM ~ _dT

ds ’ ds’
on a . - ~ ~
dB dT - = dN - dN
— = —AN+TA—=TAN —
ds ds + ds S

DEFINITION 2.2. La torsion de l'arc T au point M(s) est le scalaire :

B

= @ de sorte ued—— N
Y=14s weqs 7Y
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Avec N :lg/\f, on a

N B - - 4T e = -
AN 4B BA Y NATLBACN = —yB— T
ds ds ds

On résume les relations entre les différentes quantités précédentes dans les formules

de Frenet : ~ . ~
dT - dN > - dB -
— =c¢N — =—cT—vB — =vYN
ds ¢ ds ¢ Y ds Y

Notion de surface

Soit f une application de classe C™ d’'un ouvert non vide U de R* vers R. On appelle
nappe cartésienne associée a f, la nappe paramétrée :

. u— R
1 y) — (%Y, T (x,y)

on dit alors que X est la surface (ou nappe) d'équation z = f(x,y), on écrit £ : z =

f(x,y).
. Plan tangent a une nappe cartésienne

Plan tangent a une nappe cartésienne en A = (xo, Yo, zo = f(x0,Yo)) :

of of

z—2zy = (x — o) I (x0,Yo) + (Y —Yo) 2 (x0,Yo)

[ Surfaces définies implicitement

e Soit U un ouvert de R, f: U — R une fonction de classe C*, k > 1, si l'ensemble
C={M(x,y,z) e U|f(x,y,z) =0}
n‘est pas vide, on l'appelle la surface définie implicitement par l'équation
f(x,y,z) =0.

On dit que la nappe C est réquliere si f et sans points critiques sur U. Dans ce cas
le théoréeme des fonctions implicites permet de montrer que C admet un paramétrage
cartésien local en tout point. St A = (a,b,c) est un point de C, l'équation du plan
tangent en A est:

0 0 0
3 (A) (= @)+ 5 (A (y—b) + - (A) (=€) =0

I Exemple : Quadriques

C'est le cas ou la surface £ est donnée par une fonction f polynomiale de degré 2
sur R? :

L :Ax? + By® + Cz* + 2Dxy + 2Exz + 2Fyz (3.1)
+2Gx +2Hy 4+ 2Iz+ ] =0

avec A, B, C,D, E,F ne sont pas tous nuls.
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Le premier membre de l'équation (3.1) de X est un polyndme du second degré, somme
d'une forme quadratique, d'une forme linéaire et d'une constante. On écrira vectorielle-
ment cette équation sous la forme

L:iqxy,z) +20(xy,2) +] =0 (3:2)

ol les matrices de q et £ dans la base canonique sont

A DE
DB T et(GHI)
E F C

La forme quadratique g s'appelle la forme quadratique principale de X et son rang,
le rang de X. On notera @ la forme bilinéaire symétrique polaire de g.

PROPOSITION 3.1. Il existe un repére orthonormé dans lequel £ posséde une équation sans
termes croisés de la forme :

YA +By? + C22 4+ 2Gx + 2Hy + 2124+ ] =0 (3.3)

En effet: 1l s’agit d'une base orthonormée dans laquelle la matrice de q est diagonale, celle-ci
existe d'apres le théoreme spectral. .

En travaillant l'équation (3.3) comme dans le cas des coniques, et en discutant selon
le rang et la signature de la forme quadratique, on aboutit (en éliminant les cas triviaux)
a une équation de l'une des 9 formes suivantes :

2 2
(1) Ellipsoide : ’i n % + Z7 _
2 2 2
(2) Hyperboloide a une nappe : % + % — % =1
2 2 2
(3) Hyperboloide a deux nappes : % — % — % =1
5 Xy 2
(4) Cone du second degré : 2tm a2 0
. . x* Yy oz
(5) Paraboloide elliptique : 2t . 0
2 2
(6) Paraboloide hyperbolique : % — % — % =0
2 2
(7) Cylindre elliptique : X— + % =1
X2yl
(8) Cylindre hyperbolique : 2 b =1

9) Cylindre parabolique : x> —2py =0
y p q Py

Utiliser la commande implicitplot3d de Maple pour visualiser les différents qua-
driques.
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Formes différentielles

Forme différentielle de degré 1

Soit U un ouvert de R", dans la pratique n =2 ou n = 3.
On appelle Forme différentielle de degré 1 sur U/ toue application w définie sur U
a valeur dans le dual de R".
e Si w est une forme différentielle, alors pour tout x € U, w (x) est une forme
linéaire, qui s'écrit sous la forme

=g
=}
£
%)
73
o
o
=
o~
Lr-]
q”]
=
=p
4”)
=
13
2]

B* = (ej,...,e:) désigne la base duale de la base canonique (ey,...,e,) de R™,
les applications
U— R

1<i<n,
X — wji (x)

a; - y
sont alors les coordonnées de w dans B*, on a donc:

PROPOSITION 1.1. w est de classe C¥ si et seulement si pour tout i € [1,n], w; est de
classe C*.

B Notation différentielle
Pour tout i € [1,n] ef n'est autre que la forme linéaire coordonnée :

R" — R
X = (X1, ey Xn) — X4

on la note dx;, de sorte
w = widxy + wdx; + - - - + wnadx,

Un exemple de forme différentielle est donné par les différentielles d’applications
différentielles a valeur réelle :

PRoPOSITION 1.2. Soit f: U/ — R de classe C¥, k € N*. La différentielle

U — (RY)"
df: X — dfy
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de f est une forme différentielle de degré 1 de classe C*~'. Les composantes de df, sont les

0
—f(x), 1<i<n:
axi

n
of
df = Z a—idXi .
i=1

Ce qui permet de définir la notion de primitive d'une forme différentielle :

Formes différentielles exactes

On dit qu'une forme différentielle w est exacte s'il existe une application f: i/ — R
de classe C' telle que w = df. On dit alors que f est une primitive de w, si w =

n
Zwidxi, alors
i1
of
aXi.
Déterminer f revient donc a résoudre un systéeme d'équations aux dérivées partielles.
B Formes différentielles fermées
Si w = df est une forme exacte de calsse C', alors grace au théorémes de Schwarz,

on a pour tout i #j dans [1,n]
awi . i of - azf B awj
an N an axi a aXian N aXi

vie[l,n]:w;=

n
On dit qu'une forme différentielle w = Zwidxi est fermée, si pour tout i # j dans
i1
[1,n]
awi . aw]-
an a aXi )

On a donc la proposition :

PRrorPoSITION 1.3. Toute forme différentielle exacte de classe C! est fermée.

Intégrale d'une 1-forme différentielle

n
Soient w = Zwidxi une forme différentielle continue sur U et

i=1

) la,b] — U
Yol (31 (1) ooy X (1))

un arc paramétré de classe C'.

DEFINITION 1.1. On appelle Intégrale de la forme différentielle w suivant le chemin fini

v, le réel :
nob

b
[[o=] eomorme=3 | wrmnxms
Y

a i=1 a

o
=l
=}
3
a
(=¥
5
D~
L]
@
=
@
=
(¢°]
(=W
(q°]
u
(97
Q
]
D~
—
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PROPOSITION 1.4. Si w = df est une forme exacte de calsse C' sur i, alors pour tout arc
v :la,b] — U, on a

dezf(v(b))—f(v(a)).
;

On appelle lacet dans U tout chemin vy : [a,b] — U fermé, c.a.d vérifiant y (a) =
v (b).

THEOREME 1.1. Soit U est un ouvert connexe par arcs. Une forme continue w sur U est
exacte si et seulement si l'intégrale de w suivant tout lacet dans U est nulle.

On dit que louvert U est étoilé s'il existe un point A € U tel que pour tout point M
de U le segment [AM] est inclu dans U.

THEOREME 1.2 (Poincaré). Toute forme différentielle fermée sur un ouvert étoilé U
est exacte.

. Changement de parametre

PRropPosSITION 1.5. Sivy:[a,b] — U, est un chemin de classe C* et ¢ : [x, B] — [a, b]
est un changement de paramétre admissible de classe C¥, alors

Jw:J woubienjw:—J w
Y Yoo Y Yoo

selon que @ est croissante ou décroissante.

B Linéarité
PROPOSITION 1.6. Si w et v sont deux formes différentielles continues sur U et y un arc
paramétré de 24, on a alors pour tout &, 3 € R?:

w—i—BJ L.

v

J (aw + Bv) = ocJ
Y Y
B Relation de Chasles

PropPosITION 1.7. Sivy:[a,b] — U est un chemin paramétré de classe C', ¢ € [a,b] et
w une forme différentielle continue sur U, alors

J w = J w —I-J w.
Y Y Ylc,d]

e La relation de Chasles permet d'étendre immédiatement la notion d'intégrale cur-
viligne d'une forme différentielle sur un arc paramétré au cas des arcs paramétrés
continus et de classe C' par morceaux.

Ila,c]
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B Inégalité de la moyenne

ProrosiTioN 1.8. si v : [a,b] — U est un chemin paramétré de classe C' et w une
forme différentielle continue sur U, alors

Je

fz |lY' (t)]| dt nest autre que la longueur de l'arc .

b
= sup flo @l [y 1)) e
x€lm(y) a

=
@
Champs de vecteurs =
Définitions — exemples o
Dans toute la suite n =2 ou n = 3 et U est un ouvert de R™ munt de sa structure <
euclidienne canonique. S
e On appelle champ de vecteurs sur U, toute application de ¢ dans R" : =
7]
= U— R"
M +— F(M) °

les éléments de U sont considérs comme points.
e Une application de U dans R est par fois appelée champ de scalaires.
e Soit f un champ de scalaire de classe C' sur U, on appelle gradient de f le

—
champ de vecteurs gradf ou ﬂ définit sur U par :

gradf — (2F OF O
et =\ax oy’ 2z )’

. of . .
si n =2 la composante P est ignorée.
e Si f est de classe C? sur U, on appelle laplacien de f le champ scalaire Af défini

sur U par :
*f O O
AMf=——S+ -+
a2 © y? Tz
2
si n = 2 la quantité —— est ignorée.

0z?
e SoitF: (x,y,z) — (P(x,y,2), Q(x,y,2z),R(x,y,z)) oti P, Q et R sont des champs
scalaires de classe C' sur U.
(1) On appelle divergence de Fle champ scalaire divF défini sur U par :
oP 0Q OR

VB 98 L 90R | OK
div ax+6y+az’

: .., OR . .
si n =2 la composante z et la quantité 2 sont ignorées.
z

(2) On appelle rotationnel de Fle champ vectoriel r_oztﬁ défint sur U par :

oR 0Q oP 0OR 0Q 0P
rotF=(—— — ———,— — | -
oy 0z 0z Ox 0x Oy
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[ Formules d'analyse vectorielle

Soient f, g des champs scalaires et F,G des champs vectoriels de classe C' sur U et
soit A € R. On a les formules suivantes :

e grad (f +Ag) = grad (f) + Agrad (g)
div (F+AG) = div (F) + Adiv (G)
rot (F+AG) = rot (F) +7\r_o‘>[(é)

(

il

e grad (fg) = fgrad (g) + ggrad (f)
div (fF) = fd‘w (F) + grad (f) .F
r—o‘>[ (fF) = frot (F) + m (f)AF

e div (l?/\ G) = (rot (F)) .G—F. (rot (é)) .
Si de plus les champs sont de classe C?, on a :
+Ag) = Af + AAg

f

) —
fg)_:) fAg + Zgrad (l)grad (g) + gAf
( ad (f )) = O, div (rot (ﬁ)) =0,
rot (fgrad (g)) = graé (f) N\ grad (g).
Potentiel scalaire

DEFINITION 2.1. SoitFun champ de vecteurs sur U, on dit que F dérive d'un potentiel

- —
s'il existe un champ scalaire f de classe C' sur i tel que F = grad (f). Dans ce cas f est
appelé potentiel scalaire de F.

THEOREME 2.1. Soit F un champ de vectegs de classe C' sur U.
(i) St F admet un potentiel scalaire, alors rot (]_f) —0.

—_—) /= — =
(it) Réciproquement, si rot (F) =0 et si U est étoilé alors F admet un potentiel scalaire.

Circulation, intégrale curviligne

DEFINITION 2.2. Soit T = ([a,b],t — M(t)) un arc paramétré orienté de classe C'
par morceaux, dont le support est inclus dans U, et soit F un champ de vecteurs continu sur
U. L'intégrale

b ——
J F(M(t)).M'(t)dt

a

est appelée intégrale curviligne, ou circulation de F sur I} on la note : 4; F(M) dT\Z
r
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REMARQUE 2.1. Si l_f(x,y) = (P(x,y), Q(x,y)), on note aussi cette intégrale
b
| Povuax+Queylay = | {Prxui + Qeuiy'} ot

PROPOSITION 2.1. Si F dérive d'un potentiel f (i.e : F = grﬁ (f)) alors :
jE?(M) dM = (B) — f(A),
r

A et B sont respectivement origine et extrémité de I.

REMARQUE 2.2. Si la courbe T est férmée, alors la circulation sur T de tout champ de
vecteurs dérivant d'un potentiel est nulle.

B Formule de Green-Riemann

Soit D un domaine élémentaire de R?*. On suppose que le bord dD de D est la
réunion de courbes de classe C' que l'on oriente de telle facon que le vecteur normal
soit dirigé vers l'intérieur de D. On admet la formule de Green-Riemann suivante :

ProposiTION 2.2. Si ]?(x,y) = (P(x,1), Q(x,y)) est un champ de vecteurs de classe C'
sur un ouvert ¢ (contenant D), alors :

froomi (9o

p\0x 0dy

I Application au calcul d’aire

Pour trouver l'aire de D, qui vaut U dxdy, il suffit de trouver deux fonctions P et Q

D
oP -
telles que x oy =1, prendre par exemple P =0, Q =x et F = (0, x).

=
@
=r
=
=
=
7
[=¥
(4%
<
(97
e
2
a
=
=
%
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Intégrales doubles

[
=
—_
D~

N=}
=
=)
e
@
2}
u
=]
=]
=x
e
D
7]

Fubini

DEFINITION 1.1. Soit D = [a, b] x [c,d] un rectangle R? et f une fonction continue sur
D, a valeurs réelles. On définit
d
J f(x,y)dy) dx

[, s = (]

Le le théoréme de Fubini énonce que le role des deux variables est symétrique,
c'est-a dire que l'on peut aussi écrire :

[ townas = [ {

e Dans le cas ou f(x,y) = g(x)h(y), il est évident que

a

b
J f(x,y)dx> dy

b d

”[a’b}x[c’d] g(x)h(y)dxdy = J g(x)dx.J h(y)dy.

C

e On étend aussi cette définition au cas ol le domaine d'intégration D est de la
forme :

D={(xy) €R*:a<x<bex) <y<WP(x)}

appelé domaine élémentaire, simple du plan euclidien R?, @ et sont continues.

En posant :
b/ rb(x)
” f(x,y)dxdy :J (J f(x,y)dy) dx.
D a

o(x)
e La méthode générale de calcul de ” f(x,y)dxdy consiste donc a intégrer d'abord

par rapport a une variable, y par gxemple, les bornes dépendant de x puis a
intégrer par rapport a l'autre variable.

e Pour les fonctions continues, on peut intervertir l'ordre d’intégration (théoréme de
Fubini) dans le cas de domaines simples.
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Propriétés

(1) Linéarité par rapport au domaine : Si D et D’ sont disjoints on a :

rr

J f(x,y)dxdy = ” f(x,y)dxdy + f(x,y)dxdy
DuD’ ’

D JJD

J

(2) Linéarité : Pour f, g continues sur D et A réel on a :
rr

J (f+7\g)dxdy:” f(x,y)dxdy +A || g(x,y)dxdy.
JD D JJD

(3) Monotonie : Pour f, g continues sur D on a :

f<g= ”D f(x,y)dxdy < ”D g(x,y)dxdy.

En particulier si f > 0: [ f(x,y)dxdy > 0.

Do
=
Lyr ]
(=]
=
L}
Dl
o~
BN
o
73

Changement de variables

On admet le théoréme suivant qui donne la formule de changement de variable en
général :

THEOREME 3.1. Soit D et A deux domaines simples de R%. Si W est un difféomorphisme
de AsurD,f:D — R? continue, alors

”Df("’”)d"dy - “AfO‘l’(u,v) Jw (1, )| dudv

Jw (u,v) désigne le jacobien de W en (u,v).

B Cas affine :
On pose
x=au+bv+c
y=du+bv+c
alors on a
” f(x,y)dxdy = ” flau+bv+c,adu+bv+c)lab — a’bldudv
D A

Ou A= {(u,v) € R*: (x,y) € D}.
[ Coordonnées polaires :
Il s'agit de la formule de changement de coordonnées :

X =71cos0
Yy =rsind

Dans ce cas on a:

” f(x,y)dxdy = ” f(rcos O, rsin0)rdrdo.
D A

Ou A={(r,0):(rcosO,rsin0) € D}.




Fonctions holomorphes

Dans tout ce petit chapitre QO désigne un ouvert non vide de C. Si z; est un complexe
et v est réel strictement positif, D(zy, R) désignera la boule ouverte de C de centre z,
et de rayon 1. L'ensemble U = {(x,y) € R*| x+1iy € Q} est un ouvert de R? car cest
'image réciproque de Q par l'application linéaire, et donc continue, (x,y) — x + iy.
Une fonction f: Q — C peut &tre confondue avec la fonction f: U — C, (x,y) —
f(x 4+ 1iy), on notera en particulier, lorsque z = x + iy

e
o
=
<
S
=
72}
=
S
e
S
3
S
=
3
=
D
2]

of of

l —_
fz), ox ¢ dy

respectivement la différentielle et les dérivées partielles de la fonctions f au point (x,y).
On adoptera les notations du calcul différentiel. Si f est différentiable en zy € Q) alors

f'(zo).h désignera la différentielle de f en zy appliquée au vecteur h; et se référant a
la base (1,1) de C on peut donc écrire

of , of o
~—(z0) = '(z0).1 et ——(z0) = f'(z0).l
0x oy

Fonctions holomorphes

Définitions, condition de Cauchy — Riemann

Soit une fonction f: Q — C.

(1) soit zy € Q. On dit que f est C-dérivable en z; si et seulement si la fonction :

2oy 1B =) vz
z— 2o

admet une limite dans C en zy. cette limite est alors notée f'(zo).

(2) On dit que f est holomorphe sur Q si et seulement si f est C-dérivable en tout
point de Q est sa fonction dérivée f': z —— f’(z) est continue sur Q.

THEOREME 1.1. Soit une fonction f: Q — C.
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(1) soit zy € Q. f est C-dérivable en zg si et seulement si

of (z0) = lg(zo) (Condition de Cauchy—Riemann )

{f est différentiable en zg
@ 0x

(2) f est holomorphe sur Q si et seulement si

Vz € Q, ﬁ(Z) Of (z)

{f est de classe C' sur Q (en tant que fct des 2 variables x et y)
= |—
oy 0x

PRoPOSITION 1.1. Soit une fonction f : Q — C. On note P et Q les parties réelle et
imaginaire de f.
vz e Q, f(z) =P(z) +1Q(z)

f est holomorphe sur Q) si et seulement si

P " 2Q , 9Q P

{P et Q sont de classe C' sur Q
= t =
oy ox ¢ oy 0x

REMARQUE 1.1. Si f est holomorphe sur Q alors la matrice jacobienne de f et son jacobien
en un point z € Q dans la base (1,1) sont

oP 0Q
a(l) —g(l) P, 2Q
Ji(z) = et Ji(z) = 5 (2" + 5 ()
0Q oP X X
a(l) a(l)
Noter que sauf si f'(z) =0, on a toujours J¢(z) # 0. Noter aussi que J¢(z) = g—Z(z)z-i- g—yp(z)2 =

IVP(2)||* = |[VQ(2)||* et donc que si jamais VP (ou VQ) est partout nul sur Q alors ' est
nulle sur Q.

Propriétés

Soient deux fonctions f,g: Q — C.

(1) Si f et g sont holomorphes alors pour tout A € C, f+Ag est holomorphe sur Q et
(f+Ag) =f +Ad
(2) Si f et g sont holomorphes sur Q) alors fg est holomorphe sur Q et
(fg)' =f'g+fq’

(3) On suppose que g ne s'annule pas sur Q). Si f et g sont holomorphes sur Q alors

() -roge
g g°

— est holomorphe sur Q et
9

o
e
o
=
()
=
S
=
(7]
=
=5
S
=
S
=}
e
=
D
(7]
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1 1 /
En particulier — est holomorphe sur Q et () = —9—2.
g g g
REMARQUE 1.2. Comme pour les fonctions réelles, on a les propriétés :

(1) Sif et g sont des fonctions holomorphes, la formule de Leibiniz reste valable :

P
vp € N, (fg)(p) — Z CEf(k)g(P*k)
k=1

(2) Soit A un autre ouvert de C. Soit des fonctions f: Q — C et g: A — C telles que
f(Q) C A. Si f est holomorphe sur Q et g est holomorphe sur A alors gof est holomorphe
sur ( et

(gof) =F xg'of

(3) On suppose que Q est connexe par arcs. Soit f une fonction holomorphe sur Q. f est
constante sur Q si et seulement si ' est nulle sur Q.

(4) Inégalité des accroissements finis. On suppose que () est convexe. Soit une fonction f

holomorphe sur Q. Pour tous a,b € Q
If(b) — f(a)|| < ||b— a sup] [ (1T —t)a+ tb)||
1

telo,
PRoPOSITION 1.2. Soit une fonction holomorphe f: Q — C.

(1) Soit I un intervalle non trivial de R et @ : I — C une fonction de classe C' telle que
f(I) c Q.
Alors fo @ est de classe C' sur I et :

Vtel, (foe)(t) =@ (t)f (e(t)

(2) Soient V un ouvert de RZet®:V — C, (s,t) — D(s,t) une fonction de classe C!
telle que @ (V) C Q.
Alors f o @ est de classe C' sur V et pour tout (s,t) € V :

oo d , of
5,0 = (5,1 5 (5,1)

oo ® , of
(s, t) = 7 (@[5, 1) 5,1

Exemples fondamentaux

(1) Toute fonction polynomiale a coefficients dans C est holomorphe. La dérivée cor-
respond au polyndme dérivé.

(2) La fonction exponentielle est holomorphe et égale a sa dérivée.

(3) Les fonctions trigonométriques définies pour tout z € C par

1 . . 1 . .
cosz==(e“+e ) et sinz=—(e"—e ¥
2 21
sont holomorphes sur C et pour tout z € C
1. .4 . .
cos'z = i(le“‘ —ie%) = —sinz et sin'z=cosz
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Fonctions de classe C*°, fonctions analytiques

Définitions et premieres propriétés
Soit une fonction f: Q — C.

(1) f est dite de classe C*™ sur Q si et seulement si f est holomorphe sur Q; ' est
de classe C*™ sur (). On définit alors la suite des fonctions dérivées successives
(f™),, de f par

/!
fO = fiyn € N, £ = ()

(2) f est dite analytique sur (), si et seulement pour tout zy € Q, f est “développable
en série entiere sur un voisinage de z,", c'est a dire

Vzo € Q, Ir >0, I(an)n € CV; D(zo,7) € Q

+o00
et Vz € D(zo, 1), f(z) = Z an(z —zo)"

n=0

PropPosiTION 2.1. Soit > anz™ une série entiére de rayon de convergence R > 0, et soit
f sa somme sur le disque ouvert D(0, R)
(1) f est de classe C* sur D(0,R), et pour tout p € N

¥z € D(0,R), Zn —1)-(n—p+1)2"

f(n)(o)

(2) Pour toutn e N, a, =
(3) Pour tout r €]0,R[ et n € N,

1 (% 0\ _ing
= U —1m!
L y— L f (re ) e "7do (Formules de Cauchy)

CoROLLAIRE 2.1. Soit f une fonction analytique sur Q

(1) f est de classe C* sur Q.
(2) Soit zy € Q, et soit 1 > 0 tel que D(zp,7) C Q et

alors
£
e VnelN, a, = (20)
n!
1 ) )
[ ] Vp E]O,T[, V’n € IN, an = W (2)71 f(ZO + pele)e—lnede‘

Analycité d'une fonction holomorphe

po
=l
=]
=
()
=
o
=)
(7]
[=¥
(4%
o
.
[=})
(7]
«»
(4%
aQ
2
—
=]
=
()
=5
o
=)
(7]
=3}
=
[=))
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<
=
=2
=
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(7]
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THEOREME 2.1. Toute fonction holomorphe sur Q est analytique sur Q. Plus
précisément, soit f une fonction holomorphe sur Q et soit zy € Q. Posons

R =sup{r>0| D(zy,1) C Q}

avec la convention R = +o00 si ce dernier ensemble n'est pas majoré. Alors il existe une suite
(an)n € CN telle que

400
Vz € D(zo,R), f(z) = ) an(z—2zo)"
n=0

COROLLAIRE 2.2. Toute fonction f holomorphe sur Q est de classe C* sur Q. En particulier
f’ est aussi holomorphe sur Q.

PROPOSITION 2.2. Soit f la somme d’une série entiére de rayon de convergence R > 0. Si

1
f ne s’annule pas sur D(0, R), alors 7 est développable en série entiére sur D(0,R).

Principe des zéros isolés

LEMME 2.1. On suppose que Q est connexe par arcs. Soit f une fonction holomorphe sur Q.
S'il existe zg € Q) tel que
vneN, fM(z) =0

Alors f est nulle sur Q.

THEOREME 2.2 (Principe des zéros iSOléS). On suppose que louvert Q est
connexe par arcs. Soit f une fonction holomorphe sur QO qu'on suppose non partous nulle
sur Q. Soit zy € Q. Si zg est un zéro de f, alors il existe v > 0 tel que

D(zo,1) CQ et (Vz € D(z,7)\{z0}, f(z) #0)

On dit que les zéros de f sont des points isolés de Q.
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