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Variables aléatoires discrétes

l

- Variables aléatoires discretes

(Q,T,P) est un espace probabilisé.

Variable aléatoire discréte

Définition 1

Soit E un ensemble. On appelle variable aléatoire discréte définie sur (2, T) a valeurs dans E, toute
application X de Q) dans E telle que :

1. X (Q) est au plus dénombrable ;
2. PourtoutxeE, X 1({xheT
Si de plus E c R, la variable est dite réelle

Remarque :

Si T =22(Q) (en particulier si Q est au plus dénombrable ), toute application de Q dans R est une variable

aléatoire
I Exemple I
| N
Soit A € T, alors I'application
Q — R
1a: 1 siweA
a) [ —
0 sinon
est une variable aléatoire réelle

Définition 2

Soit X : ) — E une variable aléatoire discréte. Pour tout x € E, on note (X = x) ou [X = x] I'événement
X h={weQ, X(w) =1}
Pour tout A c E, on note (X € A) ou [X € A] I'événement

[XeAl={weQ ,X(w)eA}

Remarque :

La notation (X € A) est compatible avec les opérations ensemblistes

XeA)nXeB) = (Xe€eAnB)

XeA)uXeB) = (XeAuB)
(XeZ) = (XeA)

(XeA)\(XeB) = (XeA\B)

Définition 3

Si X est de plus est réelle. Pour x,a,b € R, on introduit les événements
[X=x]=X"1(x,+00)) = {weQ , X (w) = x}

> [X<x]=X"1(-00,x)={weQ, X ()< x}

> [X>x]=X"1(x,+o0)) = {weQ, X (w)> x}

> [X <x]=X"1(x,+o0)) = {weQ, X (w) < x}

b a<X<bl=X"Ya,b)={weQ,a<X(w)<b}

v

Propriété 1

[Loi d’une variable aléatoire discréte] Soit X une variable aléatoire discréte définie sur (QQ,T) a valeurs
dans un ensembel E. Alors




1.1 Variable aléatoire discréete

H

1. Pour tout A sous-ensemble de E,[X € A]e T et
Px(A)=P(X€eA)= Z P(X =x)
xeX(Q)NA
2. L’application

p..] ZE@ — [01]
X A — P(XeA)

est une probabilité sur (X (), 2(X (Q2))). On I'appelle la loi de probabilité de la variable aléatoire X
ou probabilité image de P par X

Preuve:

1. X(Q) étant au plus dénombrable,

[XeAl= |J [X=x«]
xeX(Q)NA
est une réunion au plus dénombrable d’événements.
2. Px est bien définie
» Px(E)=PXecE)=P(Q)=1.

» Soit (Ap),en une suite d’événements deux a deux incompatibles de X (Q). Les événements (X € Ay,) sont deux @
deux disjoints et

U&Xedapn=|Xxe An]
n=0 n=0
On en déduit
+00 +00
Px|UJAn|=Y PXeAp) =) Px(A,)
n=0 n=0 n=0

Remarque :

[Importante] Si X est discrete, alors pour tout A cR,on a :

Px(A)=P(XeA)= Y PX=x
xeX(Q)NA

Propriété 2

Soit X une variable aléatoire discréte. Alors
1. La loi Px est déterminée par les couples (x,P(X = x))xex(Q)

2. La famille ([X = x]),ex(q) est un systéme complet d’événements, appelé le systéme complet d’événe-
ments associé X

3. La famille (P(X =x))zex(q) est sommable de somme 1

Preuve:

1. Pour tout AcR, ona:

Px(A)=P(Xe€A)= Y PX=x
xeX(Q)NA
2. Q= U [X =x] union au plus dénombrable d’événements deux & deux incompatibles
x€X(Q)

3. Par o-additivité

Définition 4

Soit X et Y deux variables aléatoires discrétes sur Q) prenant les mémes valeurs.
» SiPx =Py, ondit que X etY suivent la méme loi et I'on note X ~Y
» Si la variable X suit une loi usuellement notée L, on écrit X — L

Théoréeme 1: Fonction de répartition

Soit X une variable aléatoire discréte réelle. On appelle fonction de répartition de X I'application

Fe R — R
1 2 — Px(-ocox])=P(X <x)

Ona:




1.2 Lois usuelles “

VxeR, Fx(x)€[0,1]

Fx est croissante.
lim Fx(x)=0et lim Fx(x)=1.
X——00 x—+00
Pour tous a,b R tels que a < b, P(a <X <b)=Fx(b)—Fx(a);

Fx est continue a droite en tout point de R

S o

Fx est continue a gauche en x € R si, et seulement, si P(X =x) =0

Preuve:
1. Provient de la définition d’une probabilité.
2. Soit x<y. Alorson a [X sx]c[X <ylet donc P(X <x)<P(X <y), cest-a-dire Fx(x) < Fx(y).

3. Comme Fx est croissante, elle admet des limites en —oo et +oo. Alors
lim Fx(x)= lim Fx(-n)= lim P(X <-n)
X——00 n—+oo n—-+oo

Posons B, =[X < —-n], alors ﬂ B,=¢,carsi we ﬂ B, alors pour tout n € N on a X (w) < —n, donc X (w) = —oo,
neN* neN*
ce qui impossible puisque X ne prend que des valeurs finies. D’apres la limite monotone

n
lim P(X <-n) lim P(Bj)= lim P ﬂBk
n—+oo n—+oo n—+oo k:].

P( N Bn)zP(®)=0

neN*
4. Y(a,b)eR2, [a <X <b]=[X <b]\[X <al donc grace aux propriétés des probabilités,
P(a<X <b)=Fx(b)-Fx(a)

5. Pour démontrer la continuité a droite, il suffit de poser

1
Ay, = x<XSx+—]
n+1

1 +00
de probabilité P(Ap)=F (x + m) —Fx(x). La suite (Ap)yen est croissante telle que (| A, = @ et d’apres la conti-
n=0

n+
sait que Fx(x*) = hlin(r)l+ Fx(x +h) existe par suite de la croissance de F, il en résulte que Fx(x") = Fx ().

nuité monotone liI_P P(A;)=0. Il en résulte que la suite de terme Fx (x + 1) converge vers Fx(x). Comme l'on
n—+0oo

6. On veut montrer que P(X =x)=Fx(x)— lirg Fx(x), on pose alors
P

Ay =

x—

<X<x
1

n+

1 +00
de probabilité F(x)-P(X =x)-F (x— Tl) La suite (Ap),eN est croissante telle que ﬂ A, = @ et d’aprés la conti-
n

1
nuité monotone nlirile(An) =0. Il en résulte que F(x)-P(X = x)—F(x— —_— 0. Comme lon sait que

n+1l) n—+oco
F(x™)= hli18+ F(x — h) existe par suite de la croissance de F, il en résulte que P(X =x)=F(x)-F(x™)

Lois usuelles

Définition 5: Loi uniforme

Soit n e N*. On dit que X suit la loi uniforme % ([1;n]l) si :

X(Q) =[]l et VEkellnl, PX=k)=—=

n
On note X — 2 (I1;n1)

| Exemple I
| N |

1. Un dé parfaitement équilibré est lancé. La variable aléatoire X égale au numéro de la face supérieure
suit la loi uniforme sur [[1,6] .




1.2 Lois usuelles

2. Une urne contient n boules numérotée. On en tire une au hasard. La variable X égale au numéro de

la boule tirée suit une loi uniforme sur[[1,n]) .

Définition 6: Loi de Bernoulli

Soit p € [0;1]. On dit qu’une variable aléatoire X suit la loi de Bernoulli de parameétre p si :

X(Q)={0;1}
PX=0=1-p et PX=1)=p
On note X — % (p) ou X — %B(1,p)

[ Exemple: Modeéle probabiliste }

On considére un espace probapilisé (2, T,IP) et I'on s’intéresse aa un événement S appelé succés. On définit

la variable
{1 siweS
X:wo—

0 sinon

X est Iindicatrice du succés. Si I'on suppose p =P (S), alors X suit la loi de Bernoulli du paramétre p

l Exemple I
| N |

La variable indicatrice d’un événement A tel que 0 < P(A) <1 est une variable de Bernoulli. Réciproque-
ment, toute variable de Bernoulli est la variable indicatrice de I'événement P(X = 1).

Définition 7: Loi binomiale

Soit p €[0;1] et n € N. On dit que la variable aléatoire X suit la loi binomiale de taille n et de paramétre
p (notée %B(n,p)) si :

X(Q) =[0;nl et VkelO;nll P(X=k)=Ckp*ta-p*

On note X — % (n,p)

| Exemple I
| N |

Une urne contient des boules blanches en proportion p et des boules noires en proportion 1— p. On fait
n tirages avec remise dans l'urne. La variable égale au nombre de boules blanches obtenues suit une loi
binomiale de parameétre (n,p).

Définition 8: Loi géométrique

Soit p €]0;1[. On dit qu’une variable aléatoire réelle discréte X suit la loi géométrique de paramétre p
(notée Y(p)) si:

X(@Q)=N* et YVneN*, P(X=n)=1-p)" 'p.

On note X — %4 (p)

| Exemple I
| N |

On lance successivement un dé équilibré jusqu’a obtention d’un six. On pose X le nombre de lancers
nécessaires. On a

5" 11
P(X=n)= (6) E

etdonc X — ¥ (%)




1.2 Lois usuelles n

Propriété 3

Si la variable aléatoire X suit la loi géométrique de paramétre p € 10,1[ a valeurs dans N*, on a, pour tout
entier naturel k € N.

PX >k)=qg"
Preuve:
Soit k€N,
+00 +00 qk
PX>k)= ) PX=n= ) pq"-lzpl_zqk
n=k+1 n=k+1 -q

Définition 9

Une variable X discréte a valeurs dans N* est dite sans mémoire si
1. VneN, P(X>n)>0
2. Vn,keN,P(X >n+EkX>Ek)=P(X >n)

Théoreme 2: Loi sans mémoire

Une variable X discréte a valeurs dans N*. Alors X est sans mémoire si, et seulement si, elle suit une loi

géométrique

Preuve:
Soit ¢ =P(X > 1). La condition imposée donne

PX>n+1X>n)=PX>1)=¢q

Or
PX>n+1)=PX>n+1,X>n)=PX >n+1|X >n)P(X >n)=qPX >n)

Par une récurrence immédiate et sachant P(X > 0) =1, on obtient
vneN, PX>n)=q"
Puis pour tout n € N*, on a

PX=n)=PX>n-1)-PX>n)=¢" 1-¢g"=(1-q)g" !

Ainsi, la variable X suit une loi géométrique de parametre p =1—q.

Définition 10: Loi de Poisson

Soit A > 0. On dit qu’une variable aléatoire réelle discréte X suit une loi de Poisson (notée (1)) si :
n

A
X(Q)=N et VneN, P(X:n):—‘e—’L
n:

On note X — P(A)

Propriété 4: Approximation de la loi de Poisson par la loi binomiale

Soit (X,,)nen une suite de variables aléatoires. On suppose que pour tout n € N la variable X,, — %(n,p,)
avec lim np, =1>0. Alors
n—oo k

AT a
VkEN, P(Xn—k)mye
Preuve:
Soit keNdoncVn=1:
_ _ k_ ki _ n-k___ M ko n—k
PX,=k) = Cipi(l-pp) —k!(n_k)!pn(l Pn)
1 k -k n!
= )L -p)
7 pn) (1-pn) (n— Ik
Ona:
e npn A donc (npn)k AR,

n—-+oo n—-+oo



1.3 Image d’une variable aléatoire discrete

e npn Adonc pp, 0 donc
n—+oo n—+o00
In(1-p)"* = (-kIn-pn)
~ —(n—k)pn
~ =2
donce (1 —pn)n_k e,
n—+oo
n! n(n-1)---(n—(k-1))
. = ~1.
(n—k)Ink nk
: AR
Donce ngrlloop(Xn:k):e R

I} Image d’une variable aléatoire discrete

Soit X une variable aléatoire sur I’espace probabilise (2,7,P) a valeurs dans un ensemble E .

Définition 11

Si f est une application définie au moins sur X(QQ) c E a valeurs dans un ensemble E', on note f(X) la
variable aléatoire Y = f o X
Y:Q—E' avecY(w)=f(X(w))

Remarque :

On vérifie qu’il s’agit bien d’ une variable aléatoire car

VyeY(Q), [Y=yl= |J [X=xleT
yr

Remarque :

Si la fonction f est une fonction présentant une notation usuelle particuliére, on adapte celle-ci a la descrip-
tion de la variable aléatoire f(X). C’est ainsi qu'on pourra écrire VX, |X|, sin(X),---

Théoreme 3

La loi de Y = f(X) est entiérement déterminée par celle de X :

VBcY(Q), Py(®B)=Px(f(B)

Preuve:

Par définition Py (B)=P(Y € B)=P(f (X)eB). Or (f (X)eB) = (X € f"1(B))
I Exemple I
| R |

Si X — % (n,p),alorsY =n-X — %B(n,1-p)
En effet Y () =[0,n] et pour tout £ € [0,n]], on a :

PY =k)=P(X=n-k)=C"*p"*1—-p)

Propriété 5

Soit X1,---, X}, des variables aléatoires réelles définies sur le méme espace probabilisé (0, T,P) et f : RF —
R une fonction continue. Alors

Q — R

X+.---.X2):
fX1,, Xz) { 0w — [Xiw), X))

est une variable aléatoire réelle (2, T,P)

Preuve:

Conformément au programme ce résultat est admis



1.4 Vecteurs de variables aléatoires discrétes “

Remarque :

Si les variables X1,---,X} sont toutes discréetes, f(X1,:--,X}) est une variable réelle discréte sans I’hypo-
these de la continuité de f

Conséquence 1
Si X1,---,X, une famille finie de variables aléatoires réelles définies sur le méme espace probabilisé

n n
(Q,T,P), alors )_X;, [[Xi, min X et max X; sont des variables aléatoires réelles
; i=1

i=1 ie 1<isn <isn

.

Vecteurs de variables aléatoires discretes

Soit X et Y deux variables aléatoires réelles discretes définies sur un méme espace probabilisé (2, T, P) a valeurs
dans des ensembles E et F' resectivement.

Définition 12

On appelle couple deéfini par les variables aléatoires X etY la variable Z = (X,Y):Q — E x F déterminée
par:
VoeQ, Zw)=X),Y ()

Remarque :

Il s’agit bien d’'une variable aléatoire discréte. En effet Z(Q)c X (Q)xY (Q) et

Vx,eZ(Q), [Z=(x]=[X=xIn[Y =y]leT

Définition 13: Loi conjointe et lois marginales

1. On appelle loi conjointe du couple Z =(X,Y), I'application

.| XQxY(©@ — [0,1]
z: (x,9) — P(IX =x]n[Y =y

2. La loi de X est appelé la premiére loi marginale de Z.

3. LaloideY est appelée la deuxiéme loi marginale de Z.

Notation :

P(X =x]INn[Y =y]) se note P(X =x,Y =y)

Propriété 6

PX =x,Y =y yexxy @ st une famille de réels positifs sommable de somme 1

Preuve:
Y est une variable aléatoire discrete , donc ([Y = yl)yey(q) est un systéeme complet d’événements. Par la formule des
probabilités totales, pour tout x € X (QQ), la famille (P(X =x,Y = y))yEY(Q) est sommable et

PX=x)= ) PX=xY=y)
yeY(Q)
Comme X est une variable aléatoire discréte , donc ([X = x])yex(q) est un systéme complet d’événements, alors par o-
additivité la famille (P(X = x))yex(q) est sommable de somme 1. On en déduit, par le critére suffusant de sommabilité, que
la famille (P(X = x,Y = ¥))(x,y)ex(Q)x Y (Q) €St sommable de somme 1.

Corollaire 1
Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires discretes. Alors on a :

VxeX(Q), PX=x)= Z PX =x,Y =y)
yeY(Q)

VyeY(@), PY =y)= Y PX=xY=y)
xeX(Q)

La loi conjointe détermine entiérement ses lois marginales




1.4 Vecteurs de variables aléatoires discrétes “

Preuve:
Soit x € X(Q). La famille ([Y = yl)yey(q) est un systéme complet d’événements, alors par la formule des probabilités totales

PX =x)= Z PX =x,Y =y)
YEY(Q)

| Exemple I
| N |

Dans une succession de pile ou face pour laquelle la probabilité d’obtenir pile est p €]0;1[ et la probabilité
d’obtenir face est ¢ =1— p, on note X le rang d’apparition du premier pile et Y le rang d’apparition du

deuxiéme pile.
1. Déterminer la loi du couple (X,Y);

2. Déterminer la deuxiéme loi marginale du couple (X,Y)

1. Ona X(Q)=N* et Y(Q)=N\{0,1}. Soit i e X(Q) et je Y (Q).
o Il est impossible que le deuxiéme pile arrive avant le premier doncsii=jon a

P(X=i,Y=j)=0

e Sii<j,onalX =ilnlY =jl=Fin---nF;_1nP;nF; 1N---NF;j_1NP; et les lancers sont indépendants
donc on a
P(X =ilnlY =jD=q" ' xpxq/ " xp=q/%p?
2. On rappelle tout d’abord que Y (Q) =N\ {0;1}.
Pour tout j € Y(Q), d’apres la formule des probabilités totales utilisée avec le systéme complet d’événe-
ments ([X =i]);exq),ona:
+00

P(Y =j)=) P(X=iln[Y =]
i=1

j-1 +00

=) P(X=iln[Y =jD+ ) PIX =iln[Y = j])
i= i=j

Jj- . +00

= p2 x qJ*2 + Z 0
i=1 i=j

Définition 14: Lois conditionnelles

Soit y € Y (Q) tel que P(Y =) #0.
On appelle 1a loi conditionnelle de X sachant [Y = yl, I'application

X©Q) — [0,1]
Pry=y: {

Remarque :

De méme pour x € X(Q) tel que P(X =x) # 0, on définit loi conditionnelle de Y sachant [X = x]

| Exemple |
| N |

Soient X et Y deux variables aléatoires réelles discreétes telles que Y suive la loi de Poisson de parameétre
A, ou A est un réel strictement positif, et que la loi conditionnelle de X sachant[Y = m] soit la loi binomiale
de paramétre (m, p) pour tout entier m, ou p est un réel de ]0, 1[.

Donnons la loi conjointe de (X,Y) et la loi de X

Pour tout entier m, par définition de la loi conditionnelle et de la loi binomiale de parametre (m,p). Par
définition
PX=FkY=m)

VRelO,mll, Pry-m(X=k)=—F=——




1.5 Couples de variables indépendantes

Donc, pour tout entier m et pour tout entier £ de [0, m]]

A/m
P(X=k,Y =m)=Pry-m X =k)xP(Y =m)=Ckp* (1 -py** $e‘1

On obtient donc ainsi la loi conjointe
m

A
kok(1_pym—k" _ -7 .
P(X=k,Y=m):{Cmp (1-p) p sike[0,m]

0 sinon

Comme ([Y = m]),,en €8t un systéme complet d’événements, pour tout entier k£, on a

+00
Y Py-m(X=k)P(Y =m)

m=0

P(X=Pk)

2k k nt A"

= mz:kc,,p 1-p =

ei,lpk/lk +00 (l_p)m—k /lm—k
k! (m—k)!

e—/l

m=Fk

k
e—apkflk Lot _ ATy
k! k!

On en déduit que X suit la loi de poisson de parametre Ap

Définition 15: Lois conditionnelles

Soit BcY (Q) tel que P(Y € B) #0.
On appelle 1a loi conditionnelle de X sachant [Y € B], I'application

X©Q — 0,1
P[YeB]:{ Q) [0,1]

— Pryep(X =x)

Remarque :

De méme pour A < X(Q) tel que P(X € A) #0, on définit loi conditionnelle de Y sachant [X € A]

Définition 16: Vecteurs de variables aléatoires

Soit X1,---,X,, des variables aléatoires discrétes sur ’espace probabilisé (2, T,P).
On appelle vecteur aléatoire discret défini a partir des variables aléatoires X1, --,X, la variable aléatoire
discréte Z donnée par

VoeQ, Zw)=X1(w), -, Xpw))

La loi de la variable Z est appelée loi conjointe des variables X1,---,X, tandis que les lois de X1, -, X,
sont les lois marginales de Z.

WY Couples de variables indépendantes

Définition 17

On dit que deux variables aléatoires discrétes X et Y sont indépendantes si :

V(x,y) e X(Q)xY(Q), PX =x,Y =y)=PX =x)P(Y =y)

Théoreme 4

Soit X et Y deux variables aléatoires discréetes. Les assertions suivantes sont équivalentes
1. X etY sont indépendantes
2. Pour tous A c X(Q) et Bc Y (Q), les événements [X € A] et [Y € B] sont indépendants.
Autrement-dit pour tout A c X(QQ) et BcY(Q2), on a

P(XeA,YeB)=P(XeA)P(Y €B)




1.5 Couples de variables indépendantes

Preuve:
2=1) Soit (x,y) € X (Q) xY (Q), on prend A ={x} et B ={y}. Les événements (X =x) et (Y = y) sont indépendants donc
PX=xY=y)=PX=x)PY =y)

2<1) Soit AcX(Q)et BcY(Q), alors A x B est au plus dénombrable. Par la formule des probabilités totales

P(XeAYeB) = Y PX=xY=y
(x,y)€AxB
= Z PX=x)xP(Y =y)
(x,y)EAxB
En sommant par paquets
P(X€eAYeB) = Y Y PX=x)xP(Y =y)
x€A yeB
= Y PX=x)x ) PY=y
x€A yeB
= PXeA)xP(Y eB)

Corollaire 2
Soit X et Y deux variables aléatoires réelles discretes. Les assertions suivantes sont équivalentes

1. X et Y sont indépendantes

2. Pour tous x,y€R,on a:
PIX <xIn[Y <y)=PX <x)xP(Y <y)

| Exemple I
| N |

e Un urne contient n jetons numérotés de 1 a n. On en tire deux avec remise. Soit X et Y les variables
aléatoires égales au premier et au second numéro tiré. On a pour tout 1 <i,j<n,

PX =i,Y =)= iz =P(X = )P(Y = j)
n

donc les variables X et Y sont indépendantes.
e On effectue la méme expérience mais sans remise. On a alors P(X =i,Y =i)=0 mais P(X =i)P(Y =

1
1) = — donc les variables ne sont pas indépendantes.
n

Théoreme 5: de Coalitions

Si X etY sont deux variables aléatoires discrétes indépendantes et si f et g sont deux fonctions numériques
définies respectivement sur X(Q) et Y (Q) alors f(X) et g(Y) sont indépendantes.

Preuve:
Soit xe f(X(Q)) et yeg(Y (Q)). On a

P(f0=x,g(¥)=y)=P([X efxn|n|¥ eg™ (ty])
Les variables X et Y étant indépendantes, donc

P(fX)=x,8(Y)=y)

P([Xef_l({x})

n[reg ™|

P(Xef™(wh)xP(Y eg™ (o))
P(f(X)=x)x P(g(Y) =)

Définition 18

Soit (X;)1<;<, une famille de n variables aléatoires discréetes sur I'espace probabilisé (0, T,P).

1. On dit que celles-ci sont deux a deux indépendantes si pour tous entiers i,j € [1,n] tels que i # j les
variables X; et X ; sont indépendantes

2. On dit que celles-ci sont mutuellement indépendantes, si

V(x1,-+-,xn) € HXi(Q),P(ﬂ[Xi in]) =[[PX; =x)
=1 i=1 =1

1 1




1.5 Couples de variables indépendantes 1

Propriété 7

l

Soit X1,---,X,, des variables aléatoires réelles discrétes. Les assertions suivantes sont équivalentes
1. Les variables aléatoires X1,---,X, sont mutuellement indépendantes

2. Pour toute famille (A;);cp1,ny avec A;  X;(Q), les événements ([X; € A;]) sont mutuellement indépen-
dants

Lemme 1 (des coalitions ou indépendance héritée)
Si X4,---,X, sont des variables mutuellement indépendantes, alors pour tout m compris entre 1 et n—1,
et toutes fonction f et g, les variables X = f1 (X1, ,Xn) et Y = g(Xp+1,-,X5) sont indépendantes

Preuve:
Non exigible.

Remarque :

Cela signifie que pour tous 2 € N* et j1,---, jp distincts dans J

B

P(le €lj,-,Xj, EIjk) = IP(XJ'i €Iji)
14

| Exemple I

| N |
n
Soit (X,),en+ une suite de variables indépendantes, alors pour tout n € N*, les deux variables S, = Z X
k=1

et X,+1 sont indépendantes

Corollaire 3
Si X1,---,X, sont mutuellement indépendantes chacune de loi %(n;,p), alors

DM~

.
X;~%B (Z ni,P)
i=1

i=1

’

\.

3

Corollaire 4
Si Xq,---,X, sont mutuellement indépendantes qui suivent la loi de Bernoulli 9(p), alors

Y Xi~%B(r,p)
i=1

J

Propriété 8

| .

Si X4,---,X, sont mutuellement indépendantes chacune de loi 2(A;), alors

ZX,‘ ~<@(Z /1,‘)
i=1 i=1

Définition 19

On dit que les variables aléatoires de la famille (X;);,c; sont mutuellement indépendantes si toutes ses
sous-familles finies sont mutuellement indépendantes.

Théoreme 6

Soit £ la loi d’'une certaine variable aléatoire discréte.
11 existe un espace probabilisé (QQ,T,P) sur lequel existe une suite (X, ),cn de variables aléatoires discrétes
mutuellement indépendantes et qui sont toutes de loi £




Moments d'une variable aléatoire discréte

n Moments d’une variable aléatoire discrete

Les variables aléatoires discrétes sont réelles

Espérance

Définition 20: Espérance d’une variable aléatoire discrete

On dit que la variable discréte X admet une espérance, ou que I'espérance de X existe, lorsque la
famille (xP(X = x))yex(q) est sommable. On appelle alors espérance de X, le réel

EX)= ) xP(X=x)
x€X(Q)

Remarque :

1. Toute variable bornée admet une espérance
2. Si X est finie, alors X admet une espérance

3. Sil’ensemble X (Q) est infini (nécessairement dénombrable), alors en introduisant (x,),en une énumé-
ration de celui-ci, la variable X admet une espérance si, et seulement si, il y a convergence absolue de

la série Z x, P(X = x,). Auquel cas, on a alors
n=0

+00
EX)= ) x,P(X =x,)
n=0

La valeur obtenue ne dépend pas de '’énumération choisie.

Propriété 9: Indicatrice

Soit A € T, alors 14 admet une espérance et E(14)=P(A)

Preuve:
Rappelons que la variable aléatoire indicatrice de | 2événement A est la variable aléatoire

Q — R

1y: 1 siweA
A w —_—
0 sinon

14 est finie, donc elle admet une espérance et

E(1a) = 0P (A)+ 1P(4) =P (4)

Propriété 10

Pour tout a € R, la variable aléatoire réelle discréte X certaine égale a a admet a comme espérance.

Preuve:
Soit X la variable aléatoire réelle discréte certaine égale a a. On a X(Q) ={a} et P(X =a) =1, donc A admet une espérance

et

EX)=aP(X =a)=aP(Q)=a

Propriété 11

Soit X une variable aléatoire discréte
1. SiX — B(p), alorsE(X)=p

2. Si X — B(n,p), alorsE(X)=np

1
3. Si X — % ([1;n), alors E(X) = %

1
4. SiX —%(p), alorsE(X) = —
p
5. Si X — 22(A), alors E(X)=A




II.1 Espérance

Propriété 12: Critéere de comparaison

Soit X et Y deux variables aléatoires discrétes telles que Y admet une espérance et | X| <Y . Alors X admet
une espérance et

IECOI <E(X]) <E®Y)

Preuve:

La famille (yP(X =x,Y = y))(x y)e|X|(Q)xY(Q) €5t sommable, car il sagit d’'une famille de réels positifs
» Pour y € Y(Q) et la famille (X = x])ex(q) est un systéme complet d’événements, alors par la formules des probabilités
totales la famille (yP(X = x,Y = y))ex(q) est sommable de somme yP(Y =)
» La famille (yP(Y = y))yey(q) est sommable car Y admet une espérance
Or | X|<Y donc
[x|P(X =x,Y =y)<yPX =x,Y =y)

En effet, si le terme de probabilité est nul, 'inégalité est vraie, sinon il existe w € Q tel que | X (w)| =x et Y(w) =y donc |x| <y

et l'inégalité est encore vraie. Par le critére de comparaison la famille (xP(X =x,Y = ¥))(x y)ex(Q)xY(Q) €St sommable. En
particulier

» Pour tout x € X(Q) la famille (xP(X =x,Y = y))yey(q) est sommable
» la famille Z X|IP(X =x,Y =) = (|x|P(X = x))xex(q) est sommable

yeY () xeX(Q)
Donc X admet une espérance et par le théoréeme de la sommation par paquets

EX)I<E(XD= ) Y yP(XI=xY=y)
yeY (Q)xe|X|(Q)
et par probabilité totales

E(XD< ) yP(¥Y =y)=EX)<+oo
yeY (Q)

Théoreme 7: Positivité de I’espérance

Soit X une variable aléatoire réelle discréte définie sur un espace probabilisé (Q,T,P) admettant une
espérance

1. SiX(Q)cR*, alorsE(X)=0
2. Side plusE(X)=0, alorsP(X=0)=1

Preuve:
Soit X une variable aléatoire telle que X(Q)cR™.
1. Ona

EX)= ) a2PX=x)=0
xeX(Q)

Comme somme des termes positifs

2. Si E(X) =0, alors pour tout x € X(Q)\{0}, ona P(X =x)=0,donc P(X=0)=1

Théoreme 8: Inégalité de Markov

Soit X une variable aléatoire réelle discréte définie sur un espace probabilisé (QQ, T, P) telle que X(Q) c R*
et possédant une espérance, alors

E(X
VA>0 P(X;)L)s(T)

Preuve:

Soit X une variable aléatoire telle que X(Q)cR™.

EX)= Y PX=2)> ) PX=20> ) IMPX=x).

xeX(Q) xeX(Q) xeX(Q)
x=A x=A

OrPX=A)= Z P(X = x), d’ou le résultat.
xEX%D

Corollaire 5 (Inégalité de Markov)

Soit X une variable aléatoire réelle discréte définie sur un espace probabilisé (Q2,T,P) possédant une



II.1 Espérance

espérance, alors

E(X
VA>0 P(|X|>A)s¥

Théoreme 9: du transfert

Soit X une variable aléatoire discrete et g une fonction définie au moins sur X (Q2) et a valeurs dans R. On

a équivalence entre :
1. La variable g(X) admet une espérance ;
2. la famille (g(x)P(X = x)),cx(q) est sommable.

Auquel cas

EgX)= ) guPX =x)
x€X(Q)

Preuve:
Posons Y = g(X).

1) = 2) Supposons que Y admet une espérance.
e Soit y €Y (Q), la famille (g(x)P ([Y = y]1N[X =x])) ex(q) est sommable. On a l’égalité
yP([Y =yln[X =x]) = gx)P(Y = yIn[X =x])

car l’égalité est vraie quand la probabilité est nulle, mais aussi quand elle est non nulle car il existe un événement
o vérifiant g(X(w)) =y et X(w) = x donc g(x) = y. Or la famille (yP ([Y = y]n[X = x]))yex(q) est sommable, par la
formule des probabilités totales, et

Y 1g@IP(Y =yln[X =x]) Y. IYIPAY =yIn[X =x])
xeX(Q) xeX(Q)

lyIP(Y =yD

e La famille (|ly|P (Y = y]))yEY(Q) est sommable car Y admet une espérance
Donc (g(x)P ([Y = y1N[X = xD)x,yyex Q)<Y (Q) est sommable. En particulier
o Pour tout x € X (Q), la famille (|g(x)|P([Y = yIn[X = x]))yey(g) est sommable de somme, par la formule des proba-
bilités totales, |g(x)| P ([X =x])
o La famille (g(x)P ([X = xD)xex(Q) est sommable

2) = 1) Méme argumentation.
Supposons que Y admet une espérance et montrons l’égalité :

EgX)= ) g@PX=x)
x€X(Q)

La variable g(X) admet une espérance, alors la famille (yP (g(X) = y))y€ 2(X)(Q) est sommable et

EgX)= Y yPEX)=y)
yeg(X)(Q)

Par probabilités totales

EgX)= Y ) yPeX)=yInlX=x)
yeg(X)Q)xeX(Q)

Or
yP([g(X) =yIn[X =x]) = gx)P ([g(X) = y]n[X =x])

En permutant les sommes
EgX)= Y Y g@P([(gX)=yln[X =x])
x€X(Q) yeg(X)(Q)
Par probabilités totales

EgXN= ) g@PX=x)
x€X(Q)

Corollaire 6 (Cas de X(Q)=N)
Soit X une variable aléatoire discrete avec X(2) =N et g une fonction définie au moins sur N et a valeurs
dans R. On a équivalence entre :

1. La variable g(X) admet une espérance;

2. La série Z g2(n)P(X =n) est absolument convergente
n=0
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Auquel cas

+00
E@gX) =) gn)P(X =n)
n=0

| Exemple I
| N |

1
Soit A >0 et X — P (A). PosonsY = X1
Montrer que Y admet une espérance et la calculer

A -A A -A

On a X(Q) = N. La série de t énéral positif —— —je™" =
n a X(Q) a série de terme général positif ——— ~te n+1°

converge. Donc Y admet une

espérance

+00 An 1

EY) = L G

Propriété 13
Soit X et Y deux variables aléatoires admettant des espérance. Alors
1. Pour tous réels a et b, la variable aX +bY admet une espérance et

E(aX +bY)=aE(X)+bE(Y)

L'ensemble des variables aléatoires réelles discrétes admettant des espérances est un R-espace vectoriel
2. Si X =Y presque siirement, alors E(X) = E(Y)
3. Si X =Y presque stirement, alors EspX =E(Y)

4. Side plus X etY sont indépendantes, alors Z = XY admet une espérance mathématique vérifiant

E(Z) = EXY)=EX)KY).

Preuve:
3 Avec sommabilité

EX)EY) = 3 xyP(X =x)P(Y = y)
(x,)eX(Q)xY (Q)

Par indépendance

EX)EY) = Z xyP(X =x,Y =y)
(x,)eX(Q)xY (Q)

Par le théoréme de transfert
EX)EY)=E(XY)

[ Exemple: Inégalité de Jensen }

Si X est une variable aléatoire discrete réelle admettant une espérance, si f : R — R est une application
convexe sur R et si Y = f(X) admet une espérance alors

f(EX) <E(f (X))
f est convexe donc f admet une dérivée a droite en tout point de R et on a

Y,y €R, f(x)+(y —x)f5(x) < f(y)
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Posons m = E(X), alors pour tout k€ X (Q)on a:
fm)+ (k- m)f('i(m) < f(k)

donc
fm)p(X =k)+(k— m)f,;(m)p(X =k)<f(R)pX=Fk)

Par sommabilité, il vient

Y fmpX=k)+ Y k-mpX=kfim)< Y fk)pX=F)

keX(Q) keX(Q) keX(Q)
d’ou
fm) Y pX=k)+fim) Y *k-mpX=k< ) [f(RpX=Ek)
keX(Q) keX(Q) keX(Q)
Or
Y pX=k=1
keX(Q)
Y (k-EX))pX =k)=EX-EX))=0
keX(Q)
Y f(R)p(X =k)=E(f(X))
keX(Q)
donc f(m) < E(f(X)).

Corollaire 7
Si f(X) et g(Y') admettent des espérances avec X et Y variables indépendantes alors

E(f (X)g(Y) = E(f (X)E(g(Y))

7
| \.

Propriété 14
Soient X1,---,X,, des variables aléatoires discrétes admettant toutes des espérances. Alors

n n n
1. La variable ) X; admet une espérance et [E(Z Xi) =) EX;)
i=1 i=1 i=1
n n n
2. Si les variables sont indépendantes, alors H X; admet une espérance et E Xi|= H E(X;)
i=1 i=1 i=1

Définition 21: Variable centrée

Si X est une variable aléatoire telle que E(X) =0, on dit que X est une variable centrée.

Propriété 15

Soit X une variable aléatoire discréte admettant une espérance.
La variable aléatoire X = X —E(X) est une variable aléatoire discréte centrée appelée la variable aléatoire
centrée associée a X .

Définition 22: Espérance d’un n-upplet

Soit (X1,---,X,) un n-uplet de variables aléatoires réelles discrétes sur I'espace probabilisé (2, T,P) ad-
mettant une espérance, on définit le vecteur espérance E((X1,---,X,)) du vecteur aléatoire (X1,---,X,) par
Pégalité

E((X71, -, Xp)) = (EX1), - ,E(Xy))




II.2 Moments

Définition 23

Soit X une variable aléatoire réelle discréte et r e N*. Si X™ admet une espérance alors on dit que X admet

un moment d’ordre r qui est le réel

m(X)=EX")

Remarque :

e Le moment d’ordre 1 est 'espérance

e Toutes les variables aléatoires discretes finies admettent des moments d’ordre r pour tout r € N*.
Remarque :

Notons qu’il découle du théoréeme du transfert

EX")= ) *'P(X=x)
xeX(Q)

Propriété 16

Soit r e N*. Si X admet un moment d’ordre r alors
1. X admet des moments d’ordre s pour tout s € [[1;r]l;

2. Pour tout a € R, la variable X + a« admet un moment d’ordre r

Preuve:
Si X admet un moment d’ordre r

1. On a, selon |x| > 1 ou non,
xS <1+ |x|”

ce qui permet d’établir par comparaison la sommabilité de (er X = x))xeX(Q)
r

2. On fait appel a la formule du binéme de Newton (X + a)" = Z C,]? akxTFk
k=0

Corollaire 8
Si E(X?2) existe alors E(X) existe

Il Variance et écart-type

Définition 24

Soit X une variable aléatoire admettant un moment d’ordre 2. On appelle variance de X le réel :

V(X)=E (X -EX))?)

De plus lorsque V(X) existe, on appelle écart-type de X le réel

o(X) = VV(X)

Remarque :

e Si X n’admet pas d’espérance, X ne peut pas admettre de variance.
e La variance est la moyenne du carré de la distance entre les valeurs de X et la moyenne de X. La

variance est donc une mesure de dispersion de X par rapport a E(X).

Théoreme 10

Soit X une variable aléatoire admettant un moment d’ordre deux, alors
1. VX)=0
2. Formule de Koenig-Huygens : V(X) = E(X?) - E(X)?
3. VX)=0=PX=EX))=1




I1.3 Variance et écart-type

4. Pour tout réels a et b, aX + b admet une variance et V(aX +b) = a?V(X)

Preuve:
Soit X une variable aléatoire admettant un moment d’ordre 2

1. X-EX ))2 est une variable positive admettent une espérance, donc V(X)=E ((X -EX ))2) =0

2. Posons m =E(X). En développant
X -m)? =X2-2mX +m?

Par le théoréeme de transfert

V) = Y (e -2mxem?) PX = 1)
xeX(Q)
= Y Z2PX=x-2m Y xPX=x)+m? Y PX=x
xeX(Q) xeX(Q) xeX(Q)

= [E(X2) —2m2 + m? = E(X?) - E(X)

3. V(X) =0, si et seulement si, E ((X — [E(X))Z) =0, si et seulement si X —E(X) = 0 est presque partout
4. Soit a,b€eR, alors

V(aX +b)

[E((ax +b—EaX + b))z)
= E(@X -aEX)?) =E o (X -EX)?)
= d?V(X)

| Exemple I
| N |

Soit X une variable aléatoire discréete avec X (Q)=NetP(X =n)= ol

Justifier I'existence de la variance de X et la calculer ?

2

T est convergente.

La variable X est & valeurs positives et la série ) _ ol
n=0

Pour calculer cette somme, exploitons la série entiere
+00 +00 ! x
Vxel-1,1], nx" =x x| =—
ngl n;o (1-x)?

Redérivons une autre fois

!
+00 +00 1+x
Vxel-1,1], n2x" 1= na| = —— 7
n;l ;1 (1-x)3

+00 2

. 2y _ n-_ .
donnant : F(X*) = nZ1 ol = 3, puis

V(X)=EX?) -EX)? =2

| Exemple I

| S |

[Loi de Zipf] Soit s € 11, +oo[. On se donne une variable aléatoire X a valeurs dans N* de loi

* — _n_s
VneN~", P(Xs_n)_C(s)

1. Pour quelles valeurs de s, la variable X; admet une espérance et la calculer

2. Pour quelles valeurs de s, la variable X; admet une variance et la calculer

1. X; admet une espérance si, et seulement, si la SATP Z nP (X =n) converge, c’est-a-dire si s > 2.
n=1
Auquel cas
&1 -1
E(Xs)= =
’ ,; {ns=t L(s)

2. X; admet une variance si, et seulement, si la SATP Z n?P (X, = n) converge, cest-a-dire si s > 3.
n=1
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Auquel cas

=1 {(s-2)
IE X2 = =
(X:)= 2 {Hns=2  L(s)

n=1

Par la formule de Huygens keenig

{(s—2){(s)— (s — 1)
{(s)?

V(X)=E(X%)-E(X,)? =

Propriété 17

[Variance des lois usuelles] Soit X une variable aléatoire discréte
1. Si X — B(p), alors V(X) = pq
2. Si X — B(n,p), alors V(X)=npq
n?-1
12

3. Si X — % ([1;n])), alors V(X) =

4. Si X <9 (p), alors EX) = L
p

5 SiX — PN),alorsV(X)=A

Définition 25

X -EKX)

Si X admet un écart-type non nul, la variable X* = o X
o

est appelée la variable centrée réduite

associée a X.

Théoreme 11: Inégalité de Bienaymé-Tchebychev

Soit X une variable aléatoire réelle définie sur un espace probabilisé (2, T, P) possédant un moment d’ordre
2, alors on a
V(X)

Ve>0 PIX-EX)|zels —;
€

Preuve:

On applique Uinégalité de Markov pour la variable Y = (X —m)? et A = £2

JIR‘Y Covariance et coefficient de corrélation linéaire

Propriété 18: Inégalité de Cauchy-Schwarz

Si les variables X et Y admettent chacune un moment d’ordre 2. Alors XY admet une espérance et
E(XY)? <E(X?)E(Y?)

Il y a égalité si et seulement si P(X =0) =1 ou il existe A € R tel que P(Y =1X)=1

Preuve:
Pour tout x,y €R, on a 2|xy| = x2 +y2 donc
|XY1=1(X2+Yﬂ
2
Puisque les variables X 2 ot Y2 admettent une espérance, la variable XY aussi.
Soit A € R. Introduisons la variable Z = (AX +Y)2 = 12X2 + 2AXY +Y?2. Par combinaison linéaire, Z admet une espérance
et puisque Z est positive
A%E(X?)+ 22EXY)+E(Y2) >0
Cette identité est vraie pour tout A €R.
o Cas E(X?2)>0 : le trinbéme associé au premier membre ne peut posséder deux racines réelles et donc

A=4EXY)? - 4EXDEY2) <0

Soit
EXY)? < EX2)EY2)
E(Y2)

e Cas [E(Xz) =0 :0n a nécessairement E(XY) =0 car sinon 2AE(XY)+E (Yz) change de signe en —m.
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| En cas d’égalité, soit X est nulle p.p out il existe Ao € R tel que E((19X + Y)z) =0,donc A0X+Y =0pp

Définition 26

Soient X etY deux v.a.r admettant des moments d’ordre 2.

1. On appelle covariance de X et deY le nombre réel :
cov(X,Y) =E(X -EX))Y —-EY)))

2. On appelle coefficient de corrélation de X et deY sio (X)o(Y)#0:

cov(X,Y)

XY= @)

3. On dit que X et Y sont non corrélées si cov(X,Y)=0.

Soit X,Y ,Z des v.a.r admettant des moments d’ordre 2 et soit a et b deux réels
cov(X,Y) =EXY)-EX)E®Y)

cov(X,X) =V(X),

cov(X,Y) =cov(Y,X),

coviaX +bZ,Y)=a.cov(X,Y)+b.cov(Z,Y)

cov(X,Y)2 s V(X)V(Y)

Sio(X)o(Y) #0, alors

a) [pX,Y)I<1

b) p(X,Y)=1<= daeR* tel que Y = aX est presque partout.

g

S Cv A LN

¢) p(X,Y)=-1<=3JaeR* tel queY = aX est presque partout.

Preuve:
Soit X,Y ,Z des VARD admettant des moments d’ordre 2 et soit a et b deux réels

1. Calcul

Formule de Huygens ou de Kenig

Facile

Conséquence de la linéarité de l’espérance

Linégalité de Cauchy-Schwarz appliquée aux variables X =X —EX) et Y =Y —EY)

SIS R

a) De 4.) de la propriété précédente, on obtient |p(X,Y)| <1

b) p(X,Y)=1donne E(XY)=1/E(X2)\/E(Y2). Or X et Y ne sont pas nulles presque sir car V(X).V(Y) #0, alors il
existe a € R* tel que Y = aX.

D'autre part en remplagant Y par aX dans E(XY) = /E(X2),/E(Y2), on obtient a =|al, donc a € R}.

Inversement Y = a’X, avec a € [RL donne
E(XY) ~ aE (X2) 1
VEX2)VE([Y2)  lal\/E(X2)/E(X2)

Finalement Y = aX p.p équivaut & Y = aX + B presque stirement, avec = E(Y) — aE(X)

p(X,Y)=

Remarque :

1. La premiére assertion de la propriété est utilisée le plus souvent pour calculer la covariance.
2. Si X et Y sont indépendantes alors elles sont non corrélées cov(X,Y)=0.

3. Sicov(X,Y)#0, alors X et Y ne sont pas indépendantes.

Attention

Deux v.a.r indépendantes sont non corrélées mais la réciproque est en générale fausse.




II.4 Covariance et coefficient de corrélation linéaire

l Exemple |
| N |

Soit X suivant une loi uniforme sur {-1,0,1}, on pose Y = X2.
Montrer que X etY sont non corrélées, et I'indépendance ?

On aY (Q)={0,1} avec [Y =1]=[X = —1]U[X = 1], ainsi, par le théoréme du transfert
EXY)=P(X=1,Y=1)-PX=-1Y=1)=PX=1)-PX=-1)=0

et E(X) =0, alors cov(X,Y) =0. Donc les variables ne sont pas corrélées.
1 2
Dautre part P(X=1,Y =1)=PX =1)= 3 etP(Y=1)= 3’ doncP(X=1Y=1)#2PX=1)P(Y =1)

Propriété 20

[Variance de la somme de deux variables] Soit (X,Y) un couple aléatoire discret tel que X et Y ont une

variance,

VX +Y)=V(X)+V(Y)+2cov(X,Y).
Si de plus X et Y sont indépendantes, alors V(X +Y)=V(X)+ V(Y)

Preuve:
Lexistence de V(X +Y) est justifiée car E(XY) existe avec Cauchy-Schwarz et donc le moment d’ordre deux existe pour
X +Y, donc la variance.

E(X +Y)2) = E(X2) + E(Y2) + 2E(XY)
et
(EX +Y))2 = EX)2 +E(Y)2 + 2E(X)EY),
Par différence et formule de Koenig-Huygens, on obtient le résultat

| Exemple I
| N |

Soit (X5,),>1 une suite de variables aléatoires deux a deux indépendantes et de méme loi admettant une
variance 0. Calculer I'espérance de la variable aléatoire définie par

1 n-1 5
Yy=—o:Y X,-X
n_lkg,l( k n)

Les variables X}, — X,, sont centrées puisque X, et X,, ont la méme espérance. Par suite ’espérance de
Xy -X,)? est égale a? la variance V(Xj, — X,,), soit & V(X3) + V(X,,) = 202 par indépendance de X}, et de
X,,. Par suite 'espérance demandée de V(Y,) = 202

Propriété 21: Variance d’'une somme

Soit (X1,---,X,) un vecteur de n variables aléatoires discrétes admettant de moments d’ordre 2, alors
n

)" X; admet une variance et on a
i=1

Vv iXi)Zi\/(Xi)+2 Z COV(Xi,Xj).
i=1 =1

i= 1<i<jsn

Z\/(Xi).
=1

=]

n
Si de plus les variables sont indépendantes, alors V (Z X i) =
i=1

| Exemple |
| U |

Soit X une variable aléatoire discréte suivant une loi binomiale 98(n, p). On interpréte X comme la somme
de n variables aléatoires indépendantes X; suivant une loi de Bernoulli de paramétre p. Donc

n
X = ZXi avecVie[[1,n]] X; ~%(1,p)
i=1

dou E(X)=np et V(X)=npq par indépendance des X;.




I1.5 Loi faible des grands nombres

Remarque :

Terminologie probabiliste | Terminologie euclidienne
Covariance cov Produit scalaire < .|. >
Variance V Norme au carré |. IIE
Ecart type o Norme ||.||
Non corrélation Orthogonalité
VAR nulle presque stir Vecteur nul

Loi faible des grands nombres

Théoreme 12: Loi faible des grands nombres

Soit (X, ),en+ une suite de variables aléatoires réelles indépendantes définies sur un espace probabilisé

(Q,T,P), de méme loi, possédant une espérance m et une variance o2. Alors pour tout &€ >0

Px(‘s—n—m
n

>e) 0
n—+oo

n
AvecS, =) X;
i=1

Preuve:

S S o?
On a [E(—n) = m et puisque les variables sont indépendantes, alors V (—n) = —. On applique linégalité de Bienaymé-
n n n
Tchebychev et on obtient
Sn

—-m
n

2
2&‘)$——>0

Ve>0 IF’(
ngz n—+oo

m Fonctions génératrices

Soit X une variable aléatoire a valeurs dans N. La série entiere Z P(X =n)z" converge pour zg = 1, donc, d’apres
n=0
le lemme d’Abel, elle est de rayon de convergence Rx = 1

Définition 27

On définit sa fonction génératrice Gx par

+00
Vse[-1,1], Gx(s)= rE(sX) =Y PX =k)s"
k=0

Remarque :

Si X ne prend qu'un nombre fini de valeurs, Gx est un polynéme en s, elle est donc définie sur R tout entier.

[ Exemple: X suit la loi de Bernoulli }

Si X la loi de Bernoulli (1, p), alors

Gx(t)=1-p+pt

{ Exemple: X suit la loi binomiale }

Si X la loi de Bernoulli 98 (n,p), alors

n
Gx(t) = Y CkitpFa-py*
k=0

(1-p+pt)"




Fonctions génératrices

{ Exemple: X suit la loi de poisson }

Si X la loi de poisson 2(A) avec A >0, alors

+00 tkﬂ«k B
Gx(t) > 0 A
n=0 :

LMD

f Exemple: X suit la loi géométrique |

L )
. . . 11
Si X la loi de poisson ¥ (p) avec p €10,1[, alors Vie |——,—| :
q q
+00
Gx(t) = Y t"¢"'p
n=1
_ tp
o1- qt

Propriété 22: Caractérisation d’une loi par sa fonction génératrice

Soit X une variable aléatoire a valeurs dans N et Gx sa fonction génératrice, alors

[e3al()
n!

VneN, PX=n)=

Preuve:
Gx est la somme d’une série entiére de rayon R = 1

Propriété 23

Les assertions suivantes sont équivalentes

1. X admet une espérance
2. Gx est dérivable en 1.
Dans un tel cas E (X) = G’ (1)

Preuve:

1=>2) Si X admet une espérance, alors la série Z nP(X =n) converge. Les deux séries Z P(X =n)t" et
n=0 n=0
Z nP(X =n)t" =1 sont alors normalement convergentes sur [—1,1], donc G x est dérivable en 1 de dérivé GS{(I) =EX)
n=1
1 < 2) Supposons que Gx est dérivable en 1. Le taux d’accroissement

+oon-1

Gx()-Gx(1) *t® -1
x0-GxM _ PX=n)=) Y t*P(X=n)
-1 n=1 -1 n=1k=0
admet une limite finie quad t — 1~.
Soit NeN,ona :
N N n-1
Y nP(X=n) = lm Y Y #*P(X=n)
n=1 =1 =1k=0
+oon-1
< lim Y Y #PX =n)=G%(1)
=17y 21%=0

La série Z nP (X =n) est donc convergente car c’est une série a termes positifs aux sommes partielles majorées.

n=1

| Exemple I
| N |

Retrouver les espérances des lois usuelles




Fonctions génératrices
Propriété 24

Les assertions suivantes sont équivalentes

1. X admet un moment d’ordre 2
2. Gx est deux fois dérivable en 1.
Auguel cas V(X) = G/, (1) + Gl (1) - (G (1)

Preuve:

1=2) Si X admet un moment d’ordre 2, il y a convergence de la série Z n2P(X =n) mais aussi de la série
n=0

Z n(n—-1)P(X =n).

n=0

Les trois séries Z P(X =n)t", Z nP(X = n)t"_1 et Z n(n—1)P(X =n)t" sont alors normalement convergentes sur
n=0 n=1 n=0

[-1,1], donc Gx est deux fois dérivable en 1 de dérivé premier GS(( 1) = E(X) et de dérivé second
GS'{(I) =EXX-1)=E (Xz) -EX)
Soit E (X?) = Gg((l) + GIX(I). Par la formule de Huygens, on obtient
2 2 I I I 2
VX) =B (X2 -EX)? = G§ )+ Gy (D~ (G (1)

1 <2) Supposons que Gx deux fois dérivable en 1. La fonction Gx est dérivable en 1, donc X admet une espérance. On

sait de plus l’expression de Gk(t) sur [-1,1].

+00
GyW=Y nPX=ni""!
n=1
G,(t)-G',(1) +oo m-1_1 +o0 n-2
X X _%Ya PX=n)=) nY t*P(X=n)
t-1 n=g t-1 n=2 k=0
admet une limite finie quad t — 1~.
Soit NeN, on a :
N N n-2
Y na-DPX=n) = lim Y nY #PX=n)
n=2 t=1"n29 k=0
+oo n-2
< lim Y nY *PX=n)=G%Q)
=179 k=0

La série Z n(n —1)P (X = n) est donc convergente car c’est une série a termes positifs aux sommes partielles majorées.

n=2
Or la série Z n(n —1)P (X = n) converge, alors Z nZp (X = n) converge, c’est-a-dire, la variable X admet un moment
n=2 n=0
d’ordre 2
| Exemple I
| N |

Retrouver les variances des lois usuelles

Propriété 25

Soit X et Y deux variables aléatoires indépendantes a valeurs dans N de fonctions génératrices respectives
Gx et Gy. Alors

Gx.y =Gx xGy.

Preuve:
Comme X et Y sont indépendantes,

Gx.y(s)= [E(sX+Y) = [E(sXsY) = [E(sX)[E(sY) =Gx (s)xGy (s)

| Exemple I
| N |

Soit X et Y deux variables aléatoires indépendantes de lois de Poisson de parameétres respectifs A >0 et

1> 0. Déterminer, en calculant sa fonction génératrice, la loide X +Y .




Fonctions génératrices

On sait que Vs € R, on a Gx (s) = e*'~" et Gy (s) = e#“~V. Lindépendance donne
Vs e [R, GX+Y (S) = GX (S)GY (S) — e(/1+ﬂ)(t—1)

On conclut ainsi la loi de la somme :

(n)
G)'(’JrY(O) A+ -
n! T nl

Propriété 26

n
Si X1,---,X, sont des variables aléatoires discrétes indépendantes a valeurs dans N. On note S, = Z Xz,
k=1

VneN, PX+Y=n)=

alors

Gs, =[] Gx,
k=1
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