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/® Exemple
Poura € G, gr(a) = {a* , k € Z}.
En notation additive gr(a) = {ka , k € Z}

e Le groupe gr(a) est de cardinal n et gr(a) :=

e gr(a) estisomorphe a ( Z/LZ’ +)

{e,a,--- a1}

e N\ N\ Z p
GROUPES MORPHISMES DE GROUPES GROUPES MONOGENE, CYCLIQUE
Soit (G, .), (G',*) deux groupes de neutres respectifs e et ¢’. . .
@ Groupe ~ . {3 Groupe monogéne, groupe cyclique
On appelle groupe tout ensemble G muni d'une loi de composition in- Morphismes de groupes 1. S’il existe a € G tel que G = gr(a), le groupe est dit monogene.
terne * vérifiant : Une application f : G — G est dite morphisme de groupes si:
2. Un groupe cyclique est un groupe monogene fini.
e laloi x est associative: Va,y,2 € G (xxy)* 2z =x % (y*2) Ve,ye G, f(zy) = f(z)* f(y) .
e (G posséde un élément neutre: Je € G tel que: Vo € G, zxe = # Propriété
exr=e Si de plus f est bijectif, on dit que f est un isomorphisme de groupes | Tout groupe monogene est abélien
e Tout élément z de G admet un symétrique, c’est-a-dire Vo € G, . . .
Jda' € Gtelquexxa’ =2’ vz =¢ ¢# Opérations de morphlsme§ ) # Classification de groupes monogénes
Si de plus Va,y € G: x %y = y * z, on dit que la loi x est commutative, et ° L,a composee dfa deux mOrPhlS.meS estun morphlsm'e; ) Soit G = gr(a) un groupe monogeéne, alors
que le groupe est abélien. e L'application réciproque d"un isomorphisme est un isomorphisme S estinfin. il est hea
o Si G est infini, il est isomorphe a
. Propriétés de morphismes
@ w f’ ; P 7 P : e Si G est d’ordre n, il est isomorphe a ( % +
- o Soit f : (G,.) — (G',*) un morphisme de groupes. ’ P nZ’
Soit (G,*1), .., (G, *,) des groupes. En définissant dans Gy x --- x G, . .
. AlorsVa,y € Getn € Z:
laloix par: V(1 xn), (Y1, 2 yn) € G1 X -+ X G L fle)=¢ 5 f () = f@) « f ) # Générateurs d’un groupe monogéne
. =€ . Ty = f(x)* f(y - — <
(1, ) % (Y1, Un) = (T1 %1 Y1, > T *n Yn) 2 fla ) = fa)" 4 F(am) 2 flo)n Soit G = gr(a) un groupe monogene
Al G G " délé t neutre (e ¢ 1. Si G est infini, alors a et a~! sont les seuls générateurs de gr(a)
ors (G x - - x Gy, ) est un groupe d’élément neutre (eg,, - ,eq, ) e 44 Images de sous-groupes
pour tout (z1,-++ ,2,) € G1 X +-- X G, ona Soit f : (G,.) — (G, %) un morphisme de groupes. Alors 2. Si G est cyclique d’ordre n, alors les générateurs de G sont exacte-
1 o . menta” avecr € [0,n — 1] etrAn=1
(1, ) = (27, ,x,) e Si H estun sous-groupe de G, alors f(H) est un sous-groupe de G'.
Si H' est - de @, al L (H') est - y Géné )
Un tel groupe est appelé le groupe produit o dle i est un sous-groupe de G/, alors f~! (H') est un sous-groupe 4@ Générateurs de 7/ nZ2 ft de U,
’ Soit k € [0,n — 1] etw = €'
Sous-groupe En particulier _
@# . P okengendre(Z/Z,+)<:>7L/\k:1
Soit (G, .) un groupe. Une partie // C G est un sous-groupe de G o Ker(f) = f~! ({¢'}), le noyau de f, est un sous-groupe de G. .
H£0; e Im(f) = f(G), 'image de f, est un sous-groupe de G’. e w* engendre (U,,x) <= nAk=1
= { Jpy ettty eI gf jéf ;f{ ) 4 Injectivité et surjectivité p N
H0 Un morphisme de groupe f : (G,.) = (G, %) est THEOREME DE LAGRANGE
{Va:,y €H:zy '€eH (v—yeH) L inje_Ctif,Si’ et seulement, si K,erf = {ec} # Théoréeme de Lagrange
2. surjective si, et seulement, si Imf = G’ Soit G; un groupe fini. Alors:
| Un sous-groupe d’un groupe est un groupe. - ORDRES N 1. Tout élément de G est d’ordre fini;
5 L de (Z, +) 2. 'ordre de tout élément de g divise le cardinal G.
€s sous-groupes de (~, PR ’ En particulier: Va € G, o396 = ¢
Soit H un sous groupe de Z, alors il existe un unique entier n € N tel que ﬁ Caractérisation de I'ordre
H=nZ Un élément a € G est d’ordre fini s'il existe k € Z* tel que a* = e. Au quel Exemple: Groupe d’ordre premier
- cas o(a) = min{k € N* | a* = e} est appelé 'ordre de a et aussi I'unique <? e ple: f.P. Tord P Alors (i est cvdli
# Sous-groupe engendré entier n de N* tel que l'onait: Vk € Z, o =e<=n|k 01t & un groupe It d ordre premier p. AlOrs r est cychique.
e L’intersection d'une famille non vide de sous-groupes est un sous- T
groupe ¢¢ Ordre des itérés
. , - nn
e Soit S C G. L'ensemble gr(9) intersection de tous les sous-groupes | Sia € G estd’ordre finin etr € Z,alors o (a”) = AT
de G contenant S est le plus petit sous-groupe de (G, .), au sens de
I'inclusion, contenant S, dit le sous-groupe engendré par S ﬁ Ordre et cardinal
Si a est d’ordre n, alors
4 )
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(

ANNEAUX ET CORPS )

r

MORPHISME D’ANNEAUX

~

(

INDICATEUR D’EULER

3 Anneau

Soit A un ensemble et + et x deux lois de composition interne sur A. On dit
que (A, +, x) a une structure d’anneau lorsque :

e (A, +) est un groupe abélien d’élément neutre 0 4; dit le neutre de A
e x est associative, distributive par rapport a + et elle admet un élément
neutre 14; dit I'unité de A

Si de plus x est commutative, on dit que (4, +, x) est un anneau commutatif.

{3 Anneau intégre

Un anneau (A, +, x) est dit integre s'il est commutatif et

Va,be A, axb=0=a=0o0ub=0

# Formules importantes

Soit a, b deux éléments d'un anneau A tels que ab = ba. Alors pour tout n € N
n

o Formule de bindme de Newton: (a + )" = Z Crakpn=F
k=0

n
o Formule de factorisation: o™ ' — 4"+ = (a— b)Y a"p" "
k=0

# Groupes des unités

Soit (A, +, x) un anneau. U (A) 'ensemble des éléments inversibles muni de
x est un groupe appelé groupe des inversibles.

{3 corps

(K, 4, x) est corps si, et seulement, si :
o (K,+, x) est un anneau commutatif;
e U(K)=K*=K\ {0}

® Tout corps est un anneau integre

# Lensemble Z/n7

° ( Z%;Z" =+, ><) est un anneau commutatif.

. U(Z%J) ={z ze0,n—1] etzAn=1}

. ( ZAZ" +, ><) est un corps si et seulement si n est premier;

@ Sous-anneau

Soit (4, +, x) un anneau. Un sous-ensemble B de A est dit sous-anneau de A
si, et seulement, si

elp,eB

e Pourz,ye Bx —yec Betexye B
Auquel cas B muni des lois restreintes est un anneau

{3 Sous-corps

Soient (K, +, x) un corps. On dit qu'une partie L de K est un sous-corps de K
si et seulement si :

o lxclL
e Pourz,yc L,z —yeclLetxxyecl
e VzelL\ {0}, 27t el

Auquel cas L. muni des lois restreintes est un corps

{3 Morphisme d’anneaux

Soient A,A” deux anneaux. Une application f : A — A’ est dite morphisme
d’anneaux si:

o f(la)=1a;

o V(w,y) € A% f(z +y) = f(z) + f(y) et f(ay) = f(2)f(y).
Si de plus f est bijective, on parle d’isomorphisme d’anneaux
® Meme définition que morphisme de corps.
Kerf = f~! ({0.4'}) etIm(f) = f(A).
f estinjective ssi Kerf = {04}

Lemme de Chinois
: « = Z ~ Z VA
Soit m,n € N* tels que m A n = 1, alors %rmZ o~ %”Z X A,Z

”
|
”
|

Propriété
Les images, directe et réciproque, d'un sous-anneau par un morphisme
d’anneaux est un sous-anneau

{3 Indicateur d’Euler

Soit n € N*, on note ¢(n) = Card (IU ( Z H,Z))'
L'application ¢ est appelée I'indicateur d’Euler

# Calcul de ¢

1. Sim An =1, alors p(mn) = ¢(m)p(n)
2. Soit p un nombre premier et k& € N*, alors
o(p") = pF — ph1
3.Sin = pr est la décomposition en facteurs premiers de 1’entier n.
i=1

Alors ”

e =11 (pf‘ 7pf"’1) = ng (1 - l)

Di
i=1 Pi

/ Théoréme d’Euler

Soit n un entier strictement positif et a un entier premier avec n, alors a?() =1
(mod n).
@

Si n est premier on retrouve le théoréme de Fermat

~

IDEAUX D'UN ANNEAU COMMUTATIF )

Idéal
On appelle idéal d’'un anneau commutatif A tout sous-groupe additif 7 de A
vérifiant la propriété d’absorption : ¥(a,b) € A x I, abe I

Propriété
Soit I unidéalde A. Alors | = A<= 1, € [ <= UA)NIT#0
Les seuls idéaux d'un corps K sont K et {0}.

Images d’un idéal
e L'image réciproque (directe ) d'un idéal par un morphisme d’anneaux
(surjectif) est un idéal
e Le noyau d'un morphisme d’anneaux est un idéal

Idéal engendré par une partie

Soit S une partie d’'un anneau A. On appelle idéal engendré par S
l'intersection de tous les idéaux de A contenant S: c’est donc le plus petit idéal
(au sens de l'inclusion) de A contenant S.

- —@ | —8 | —_ | —@

Idéal principal
L'idéal qui engendré par un singleton {a} est dit principal: aA = {ab | b € A}

/ Les idéaux de 7Z

Soit I un idéal de Z, alors il existe un unique n € N tel que I = nZ.
En conséquence pour tous a, b € Z, alors

e aZ+ bZ = pged(a,b)Z.

e aZNbZ = ppcm(a,b)Z.

s

ALGEBRES

_@ Algébre

Soit un corps commutatif K et un ensemble A muni de deux lois de composi-
tion interne +, x et d'une loi de composition externe ".". On dit que (A, +, x, .)
est une algebre sur K si et seulement si :

1. (A, +,.) est un K-espace vectoriel;

2. (A, +, x) estun anneau ;

3. Vo,y € A, Va e K, a.(zx X y) = (a.x) x y =z X (.y)

~N

{3 Sous-algébre

Soit (A, +, x,.) une K-algebre et B C A. On dit B est une sous-algebre de A si,
et seulement, si

1. 1,€B
2. Vz,y € B,Va,F €K ax+pfyecB
3. Vz,ye B, zxyeB

Alors munie des lois restreintes, B est une K-algebre.

{3 Morphisme d’algébres

Soient (A, -+, x,.) et (A’,+, x,.) deux K-algebres. On dit f : A — A’ est un
morphisme d’algebres si et seulement si:

L f(1a) = 1a
2. Ve,y e AVo,B e K,  flax+ By) =af(x)+ Bf(y)
3. Vzye A, flzxy)=f(x)x fly)

@ un morphisme d’algebres est a la fois une application linéaire et un mor-
phisme d’anneaux

/ Les idéaux de K[X]

Tout idéal I de K[X] peut s’écrire de facon unique sous la forme : PK[X] avec
P € K[X] normalisé. En conséquence pour tous P, Q) € K[X]

« PK[X] + QK[X] = pged (P.Q) K [X];

o PK[X]NQK[X] = ppcm (P, Q)K[X].

s
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( ELEMENTS PROPRES

~N

r

POLYNOME MINIMAL N (

TRIGONALISATION

3 Eléments propres
Soit E un K-espace vectoriel et u € L (E).
e Soit A € K. On dit que X est valeur propre de u s'il existe z € E'\ {0} tel
que u(z) = Ax.
e Soit z € E. On dit que x est vecteur propre de u si  # 0 et s'il existe
A € K tel que u(z) = Az.
o L’ensemble des valeurs propres d"un endomorphisme est appelé le spec-
tre de u et noté Spy (u).
e Soit A € Sp(u). Ex(u) = Ker(u— X-Idg) est un sev de F distinct de
{0} appelé le sous-espace propre de u associé a A

# Caractérisation en dim finie

Si F est de dimension finie n > 1, alors
AeSp(u) < (u—\-Idg) n'est pas injectif

(u—X-Idg) n’est pas surjectif

(u—X-Idg) n’est pas bijectif

rg(u—XA-Idg) <n

det (u—A-Idg) =0

teee

@ Polynomes annulateurs et minimal

e Le noyau {P € K[X] | P(u) = 0} du morphisme d’évaluation P ~—
P(u) est un idéal de K[X]. On l'appelle I'idéal annulateur de u.

e Onappelle polynéme annulateur de v tout élément de I'idéal annulateur;

e On appelle polyndme minimal de u € £ () 'unique polyndme unitaire
qui engendre I'idéal des polyndmes annulateurs.

®Meéme définition pour les matrices

/ Théoréme de décomposition des noyaux

Si Py, ..., Py sont k polyndmes deux a deux premiers entre eux, alors :
k k
Ker (H P> (u)} = PKer (P; (u))
i=1 i=1
k k
Si P = | | P; un polynéme annulateur de u, alors F = @ Ker (P; (u))

i=1 i=1

/ Théoréme de Cayley-Hamilton

@ Eléments propres d’une matrice

Les éléments propres d’une matrice A sont ceux de 'endomorphisme canon-
iquement associé

f Mua(K) — M, (K)
A X — AX
& Onécaitdala place de u
(" POLYNOME CARACTERISTIQUE )

E est de dimension finie
{3 Définition
e Le polynome caractéristique de A est x4 = det (XT, — A).

e Le polynome caractéristique de u est x,, = det (XIdg — u).

# Endomorphisme induit
| Si F est stable par u, alors Xu . |Xu-

/ Spectre et polynéme caractéristique
| Sp(u)={X €K, xu(\) =0} = Rac(y,) 'ensemble des racines de x,,

# Coefficients du polynome caractéristique
Soit A € M, (K), alors x 4 est un polyndme unitaire, de degré n et

xa=X" —tr(A)X"1 o (—1)" det(A)

c’est-a-dire a,, = 1, a,—1 = —tr(A) etap = (—1)" det A

{3 Ordre de multiplicité

La multiplicité d"une racine A de x,, est appelée I'ordre de multiplicité de A, et
ona: elle est noté m(\).

1 < dim Ex(u) <m(N)

Soit x., le polyndme caractéristique de u , alors x,(u) = Oz(p)-
En conséquence 7y | Xy

Soitu € L (FE) et A € M,, (K).

{3 Définition

e u est dite trigonalisable s’il existe une base B de E pour laquelle My (u)
est triangulaire supérieure.

e A est dite trigonalisable si elle est semblable a une matrice 7" triangulaire
supérieure.

/~ Propriétés caractéristiques
Les quatres affirmations sont équivalentes :

1. u est trigonalisable.
2. Xy est scindé.

3. wannule un polynéme scindé

4. 7, est scindé.

# Corollaire
Si K = C, alors tout u € L(FE) est trigonalisable.
@ Toute matrice A € M,,(C) est trigonalisable.

r

ENDOMORPHISMES NILPOTENTS

r

DIAGONALISATION R

{3 Définition
Soitu € £ (E) et A € M, (K).

e On dit que u € L(F) est diagonalisable s'il existe une base B de E telle
que Mp(u) est diagonale.

e On dit que A € M, (K) est diagonalisable si elle est semblable a une
matrice diagonale.

& Propriété

Si A est diagonalisable et A = P~!AP, alors les valeurs propres sont les
éléments de la diagonale de A et la multiplicité de chacune est son nombre
d’occurence dans cette diagonale.

Les vecteurs colonnes de P sont des vecteurs propres de A

Soitu € L (FE) et A € M,, (K), avec dim E = n.

{3 Définition
Un endomorphisme u € £ (E) est dit nilpotent sil existe p € N tel que u” = 0.
@  Ce vocabulaire se transpose aux matrices

/~ Propriété caractéristique
e u est nilpotent <= u est trigonalisable avec Sp(u) = {0}

e A estnilpotente <= est trigonalisable avec Sp(4) = {0}
® Aest nilpotente ssi elle est semblable & une matrice triangulairs sup stricte

r

DECOMPOSITION SPECTRALE )

/~ Propriétés caractéristiques
Soit Sp (u) = {A1,- -+, A\x}. Les affirmations suivantes sont équivalentes.

1. u est diagonalisable.
2. E possede une base de vecteurs propres de u;

k
3. E=(PEx;
i=1
k
4. Zdim(EA,) =n;
i=1
5. xu estscindé et Vi € [1, k], dim Ey, = m;.
. m, est scindé a racines simples.
7. wannule un polynéme scindé a racines simples.

(=2}

En particulier si x,, est scindé a racines simples, alors u est diagonalisable.

# Décomposition spéctrale
Si u est diagonalisable ot E est de dim finie, avec Sp(u) = {X;,i € [1,k]}.
k

Pour i € [1, k], on pose p; la projection de E sur E), (u) ( de direction €B Ej).
=1
i
Alors

k
1. u= Z AiDi
i=1

k
2. VP e K[X], P(u) = > P(\)p;

i=1

r
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(" NORMES Y ( BOULES, SPHERES ET BORNITUDE N ( SUITES EXTRAITES h
{3 Norme Boules et sphéres {3 Suites extraites
On appelle norme toute application ||.|| : £ — R7 telle que : Vz,y € E et (E,]|.|l) un espace normé, a € E etr € R}. On dit que (v,,) est une suite extraite de (u,) il existe une application stricte-

aecK
e Séparation: |[z||=0=z=0p
e Homogénéité: |-z | =|a| ||z ||
o Inégalité triangulaire: |z + y| < ||z | + ||y |

Augquel cas FE est dit un espace vectoriel normé.

@ Sideplus E est une K-algebre,

e la norme est dite sous-multiplicative si: Va,y € E, |yl < [[z[|yl]-
e la norme est dite d’algebre si elle est sous-multiplicative et || 1z || = 1

# Seconde inégalité triangulaire

Ve,y € B, o] = llylll < llz —yll

# Distance

Soit ||| une norme sur E

e On appelle distance associée a la norme ||.|| sur £ 'application d : F x
E— R, (2,y) — [lz —yll

e Soit € E et A une partie non vide de E. On appelle distance de z a A
le nombre
d(x, A) = inf {d(x,y) . y € A}

EtonaVz,yc E, |d(z, A)—d(y,A)| <d(z,y)

e Boule ouverte: B(a,r) ={z € E ||z —al <7}
e Boule fermée: By(a,r) ={r € E ||z —a| <71}
e sphere: S(a,7) ={z € E| ||z —al =r}

Sia = O etr =1, on parle des boules et sphére unités.

# Boules et convexité

Les boules de E sont convexes de E.

@ Partie bornée

Une partie A non vide de E est dite bornée si 3k € R tel que Va € A, ||z| < k.
Autrement-dit A C B (O, k)

{3 Fonction bornée

Une fonction f : X — E ott X est un ensemble quelconque non vide est dite
bornée si la partie f(X) = {f(z) | z € X} est bornée. Ou encore 3k € R tel
queVz € X, | f(z)||lg < k.

{3 Suite bornée

Une suite (uy,)nen d’éléments de E est bornée si

M >0, VneN, |u,| <M

ment croissante ¢ : N — N telle que Vn € N, v,, = ().

Propriété
Les suites extraites d'une suite convergente sont convergentes vers la méme
limite

Valeur d’adhérence

Soit (u,), € EN et € E. On dit que «v est valeur d’adhérence de la suite (u,,),,
si elle est limite d"une suite extraite de (uy,),,.

Propriété
o Toute suite convergente admet une et une seule valeur d’adhérence.
e Toute suite ayant au moins deux valeurs d’adhérence est divergente.
e Toute suite n’ayant pas de valeur d’adhérence est divergente.

|
£
|
B
|
T
/4
|

Théoréme de Bolzano-Weierstrass
Si E est un K-espace vectoriel de dimension finie, toute suite bornée
d’éléments de E admet au moins une valeur d’adhérence.

s

ESPACES DE BANACH h

r

SUITES CONVERGENTES )

@ Normes équivalentes

Soit N, et Ny deux normes sur £. On dit que N est équivalente a N, si Ja, 3 €
R’ tels que:
Vo € E, aNy(x) < Ny(x) < BNa(x)

On note N; ~ N. Une telle relation ~ est d’équivalence

/* Propriété fondamentale

Soit N1 et N deux normes sur E. Alors les assertions suivantes sont équiva-
lentes

1. Ny ~ Ny

2. {]\\ZE:; Jx e E\ {U}} et {]]&E;;/I SN {0}} sont majorés.

3. Toute suite d’éléments de F convergente pour une norme converge pour
l'autre vers la méme limite.

& Méthode pratique

Pour montrer que les deux normes N; et N ne sont pas équivalentes, on
cherche une suite (z,) € EN telle que

No(zn)

oo Ny(zy)

No(z
lim 2(on) =0
n—+oo Ny (x,)

= +00 ou

/* Théoréme de Riesz

Dans un espace vectoriel normé de dimension finie, toutes les normes sont
équivalentes.

(E,].]|) désigne un espace normé.

{3 Suite convergente

On dit qu'une suite (u, )nen d’éléments de E tend vers ¢ € E si [|u, —£|| ~—+——>
n—-+oo

0, c’est-a-dire

Ve>0,3ngeN, n=ny= |lu, — ¢ <e
{ est unique, appelé la limite de la suite (u,)nen, et on note ¢ = limu, ou

Uy —— L.
n—+0o00

Une suite non convergente est dite divergente.

# Domination

Soit (u,) une suite de E et ¢ € E. Alors la suite (u,) converge vers ¢ si, et
seulement, s'il existe une suite réelle et positive («,,), convergeant vers 0 et
telle que

VneN;  u, = < ay

# Convergence et bornitude

Toute suite convergente est bornée

# Opérations algébriques

o Siu, —— (€ E,alors [[u,| —— [|¢];
n—-+oo n—too

e Sia, € K— aetu, — (€ F alors a,,.u,, — a.(;
e Siu, — letv, — (' alors \u, + pv, — N + ul’;
e Side plus, F est une algeébre normée, u,v,, — (('.

el

Suites de Cauchy
Une suite (u,),en € EV est dite de Cauchy si:

Ve >0, Ing € N,Vn =2 m > ng = |lu, —un|| <e

Propriété caractéristique
Une suite (u,)neny € EV est de Cauchy si et seulement s’il existe une suite
(en) ey de réels positifs telle que

Vn,p €N, [tnip — tn |l < e
En 0

n—+oo

Propriété
o Toute suite convergente est une suite de Cauchy.
o Toute suite de Cauchy est bornée.
o Toute suite de Cauchy qui admet une valeur d’adhérence est conver-
gente.
o Une suite de Cauchy possede au plus une valeur d’adhérence.

Espace de Banach

On appelle espace de Banach tout espace vectoriel normé dont lequel toute
suite de Cauchy est convergente.

B
|
&
|

Propriété
Tout espace vectoriel normé de dimension finie est un espace de Banach

s
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TOPOLOGIE, LIMITESET CONTINUITE

@: Définition. #': Résultat de cours. /: Résultat pratique.

: Astuce. @: Démarche. 8. Exemple classique. A: Attention. ®: Information

OUVERTS h

r

ADHERENCE D’UN PARTIE

N\ (

CONTINUITE

Définition

Soit O C E . On dit que O est un ouvert de F si

Vz € 0,3 > 0,B(a,e) C O

Propriété

1. () et E sont des ouverts de E.

2. Union quelconque d’ouverts est un ouvert.
3. Intersection finie d’ouverts est un ouvert.

Propriété

Une boule ouverte est un ouvert.

Ouverts relatifs a une partie

On appelle ouvert dans A ou relativement a A tout ensemble de la forme ANO
ol O est un ouvert de E.

{3 Définition
Soit A une partie de E'eta € E.
e Ondit a est ditadhérenta Asi:Vr > 0, B(a,r) N A # &.

i)
o On note A I'ensemble des points adhérents a A.
o On dit que A est dense dans E'si A = E.

/~ Caractérisation séquentielle
o ac A= Iay), € AV, tq

ap, —— a.
n—+oo

o A=F <+ J(ay), € AV, tqa, ——a
n—4o0

{3 Continuité
Soit f: AC E— Fetac A
e On dit que f est continue en a si lim f(z) = f(a)
zEA

e On dit que f est continue sur A si elle est continue en chaque point de A.

C (A, F) désigne I'ensemble des fonctions continues de A a valeurs dans F'

INTERIEURS

Définition

Soit A une partie de E eta € E.

On dit que a est intérieur a Asi: 3r >0, tel que
On note A 'ensemble des points intérieurs a A.

B(a,r) C A

Propriété

Soit A, B deux parties de E.
. AcAetAcB= AcC B
. Aestouvertet A = fi;

1

2

3. Aouvert < A= A.

4. A estle plus grand ouvert contenu dans A .

—%

Propriété

—_—
Soita € Eetr >0, alors By (a,r) = B(a,r)

# Propriété
Soit A et B deux parties de E.

.CA=CA CA=CA, donc A est un fermé ;
.ACAetACB=ACB;

. Aestunferméet A=A

. Afermé & A = 4;

. Aestle plus petit fermé contenant A .

Q1= W N =

/~ Caractérisation séquentielle
Soit f: ACE — Fetac A
f est continue en a si, et seulement si, ¥(z,,) € A",

T e 07 Fen) S5 (@)

{3 Frontiére
| Soit A une partie de E. La frontiere de A est I'ensemble: Fr (A) = A\A = AnCA

# Opérations algébriques

e C (A, F) est un K-espace vectoriel

e Si F est une algebre normée, alors C (A, F') est une K-algebre

eSia: ACE — Ketf:ACFE — F sont continues alors o.f est
continue.

. 1
e Sia: A C E — K est continue et elle ne s’annule pas, alors — : A C
a

E — K est continue

# Composition

| La composée de deux fonctions continues est continue

r

LIMITE D’UNE FONCTION EN UN POINT

~

(E - Nlg), (BNl z) et (G| . ||) sont des K-espaces vectoriels normés

@ limite d’une fonction en un point

Soit f : A C E — F une application, a € Aetl e F.
On dit que f admet pour limite £ en a selon A, lorsque Ve > 0, Ja > 0 tel que
|z —alle <aetx e A alors ||f(z) — {||r < e Onnote lim f(z) =¢

zEA

# Propriété
Soit f:ACE—F
e Si F' est un espace produit alors f est continue si, et seulement si, ses
fonctions composantes le sont.
e Si F' est de dimension finie alors f est continue si, et seulement si, ses
fonctions coordonnées dans une base de F le sont.

FERMES

/ Caractérisation séquentielle
lim f(z) = ¢ si, et seulement si, toute suite (z,)nen € AV qui converge vers a,

TEA
la suite (f (xy)),, converge vers /

Continuité et densité
Soit f,g : E — F deux fonctions continues. Si A est dense dans E et f et g
coincident sur 4, alors f et g sont égales.

%

Définition
On appelle fermé tout ensemble F dont le complémentaire [ F est ouvert.

Propriété
1. 0 et E sont des fermés.
2. Intersection quelconque de fermés est fermé
3. Union finie de fermés est un fermé.

Propriété
Une boule fermée est un fermé.

# Opérations sur les limites

Soient f,g € F4, a € K¥ et a adhérent a A telles que:
=1 g——>eta———\ Alors

z—a
zeA zEA TzEA

1 f+g — (+ 0
2.Si F esi u(rlle algebre normée f.g - 0
3. af — AL
z—a
4. Si X # 0, alors W € V4(a) sur lequel o ne s’annule pas et % - % S
K*

zEA

/~ Continuité et topologie
Soit f : A C E — F. Les trois affirmations suivantes sont équivalentes :

1. f estcontinue sur A;
2. I'image réciproque de tout ouvert de I est ouvert de 4;
3. I'image réciproque de tout fermé de F' est fermé de A.

Continuité uniforme

Ve>0,9np>0Ve,yc Az -yl <n=|flz)—fly)||<e

Caractérisation séquentielle
f:AC E — F est uniformément continue sur A ssi ¥(z,,), (y,) € AY
fyn) ———0

n—+oo

| Ondit que f: A C E — F est uniformément continue si

Tn — Yn moéf(fu)*

Caractérisation sequentielle

Une partie 7 d'un espace vectoriel normé E est fermée , si et seulement, si
toute suite (u, ),en d’éléments de F qui converge admet une limite qui appar-
tienta F.

& Composition
Soient f: AC E — Fetg: B CF — G telles que f(A) C B et a adhérent
aA.SifHbetgﬁe,alorsgofiw

r—a xr—b Tr—a

r
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APPLICATIONS MULTILINEAIRES, COMPACITE ET CONNEXITE PARARCS

@: Définition. #': Résultat de cours. /: Résultat pratique.

: Astuce. @: Démarche. 8. Exemple classique. A: Attention. ®: Information

(

APPLICATIONS LINEAIRES )

r

COMPACITE

~

(

CONNEXITE PAR ARCS

(& 1lp) et (F,

.|| ) des K-evns

/* Théoréme fondamental

Soit u € L(E, F). Les affirmations suivantes sont équivalentes :
1. u est continue;
2. u est continue en 0;

3. 3k e Ry tel que Vx € E, ||ju(z)|r < k|2 £;

4. I'ensemble {W lzeE\ {0}} est majoré;
5. w est lipschitzienne;
6. u est bornée sur la boule B(0, 1)

7. u est bornée sur la sphere S(0,1)

(E, |l lg) et (F.]|.||z) des K-evns

Partie compacte

Une partie A de E est dite compacte dans E si toute suite d’éléments de A
admet une valeur d’adhérence dans A

% —3

Compacité, fermeture et bornitude
Tout compact est nécessairement fermé et borné.

%

Fermé dans un compact
Tout fermé d’un compact est compact E.

—%

Produit cartésien des compacts
Le produit cartésien de compacts est compact

Propriété

# Propriété fondamentale en dim finie

| Si E est de dimension finie, alors toute u € £ (F, F') est continue

# Propriété

Soit N et Ny deux normes de E un espace vectoriel normé. Les affirmations

suivantes sont équivalentes :

1. N, et N, sont équivalentes ;
J (E,N1)
2. Idg : { "

3. les ouverts de £ pour la norme N; sont les ouverts de E pour la norme
No.

— (E,N»)

. est bicontinue ;
-

s

APPLICATIONS MULTILINEAIRS )

/~ Propriété

Siwu: E x F — G estbilinéaire. u est continue si et seulement si

3k € R, Ve € B,Vy € F, | Ble,y)| < klalllyl

@ Lorsque E et F sont de dimensions finies, alors toute application bil-
inéaire sur £ x I est continue

# Propriété
Soient Fj, ..

., E,, F des K-espaces vectoriels normés. Si Ey, ..., E, sont de

dimensions finies alors toute application multilinéaire M : £y x ---x E,, — F
est continue. Au quel cas 3k € R, tel que ¥(zy,...,7,) € By X --- X Ey:

Mz, wn) || <l -l
49 Inégalité de Hadamard
Soit M une matrice carrée dont les vecteurs colonnes sont C', - - - , C,,. On note

[|Ci]|2 1a norme euclidienne de C;. On a I'inégalité suivante :

det(M) <

C1

2" HCHH2

Les compacts d'un espace vectoriel normé de dimension finie sont ses fermés
bornés.

W —%

Propriété
Soit f € C(E, I') et A un compact de F, alors

o f(A) estun compact de F.
o f(A) estborné etil existe a, b € A tels que

I/ (a)ll = inf [|F ()l et [ f(B)]] = sup | f ()]
x z€A

On dit que f atteint ses bornes de sa norme.
e ' =T, alors f estbornée sur A et elle atteint ses bornes: il existe a,b € A
tels que:

f(a) = inf f(z)et f(b) = sup flz)

Définition
On dit que I'application f : A C E — F est uniformément continue si:

Ve>0, In>0: Ve,yecA, |ao—yll<n=|flx)-flyl<e

%

Propriété
Toute application lipschitzienne f : A C E — F est uniformément continue.

Caractérisation séquentielle de la continuité uniforme
f:AC E — F estuniformément continue sur A ssi

- N . _ o) — P
V(wn), (yn) € A 2y — Y T:r:j 0= f(zn) = f(yn) T:r:j

| ——W

Méthode pratique

Pour montrer que f n’est pas uniformément continue sur A on cherche deux

suites (z,), (yn) € AV tels que x, — y ——— Oet f(zn) = f(yn) #— 0.
n—+oo n—r+o0

%

Propriété
Toute application uniformément continue est évidemment continue

B

Connexité par arcs

On appelle chemin de a a b dans A toute application continue v : [0,1] — A
telle que y(0) = aety(1) =b.

On dit que A est connexe par arcs si pour tous z,y € A il existe un chemin de
x aydans A.

.4
I

Convexité et connexité par arcs
Si A convexe alors A est connexe par arcs.

Partie étoilée
A une partie d'un espace vectoriel normé E est dite étoilée si Ja € A tel que
Vb e A, [a,b] C A

- —@

Propriété
Toute partie étoilée est connexe par arcs

Connexité par arcs et continuité
Soit f : A C E — F continue. Si A est connexe par arcs alors f(A) est connexe
par arcs.

| —"

Les connexes par arcs de R
Les connexes par arcs de R sont les intervalles.

Théoréme des valeurs intermédiaires
Soient A connexe par arcs, f € C(A,R) et (a,b) € A* . Alors pour tout m entre
f(a) et f(b) il existe ¢ € A tel que f(c) = m.

N | —

Propriété
Soit A une partie d’espace vectoriel normé E. La relation R définie sur A par:
pour tout (z,y) € A?

0)==x
Ry = Fyec(o1,4), {10 ="
)=y
est une relation d’équivalence.
La classe de a pour cette relation est appelée la composante connexe par arcs
de a dans A est connexe par arcs et notée C(a).

®

Groupe orthogonal
Pour n € N, avec n > 2. On note O,, (R) le groupe orthogonal

O, (R)={AeM,R),'AA=1,}
e O, (R) est compact et non connexe par arcs
e Les composantes connexes par arcs de O, (R) sont O;} (R) et O, (R). Ou
057 (R) = Op (R) Ndet ™" ({1})

et
05 (R) = 0, (R) Ndet™ ({—1})

4
I

Théoréme de Heine
Toute fonction continue sur un compact est uniformément continue.

s
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LES SERIES DANS UN ESPACE VECTORIEL NORME DE DIMENSION FINIE

@: Définition. #: Résultat de cours. /*: Résultat pratique. T: Astuce. @: Démarche. ®: Exemple classique. A: Attention. ®: Information

(

CONVERGENCE ET CONVERGENCE ABSOLUE

~N

r

SERIES A TERMES POSITIFS R

( SOMMATION DES RELATIONS DE COMPARAISON

B

E un K-espcae vectoriel de dim finie et Z u, une série de F

n>0
Définition
On dit que Z u, converge ssi (S,) la suite des sommes partielles converge
n>0
+o0
dans E. la limite de (S,,) est appelée somme de la série Z Uy, NOtée Z Up.
n>0 n=0

@  Une série est dite divergente si elle n’est pas convergente

Série télescopique

La série télescopique E (tn+1 —un) converge ssi la suite (u,) est convergente.

Condition né aire

Si la série Z u, converge, alors la suite (u,) tend vers 0
n=0

l
£

|
#

Série géométrique

o

1
Soit ¢ € C. Alors " converge ssi |¢| < 1. Au quel cas "=
q >a ge ssi g q dodt=1— ;
n=0 n=0
# Reste d’une série convergente
+o0
Le reste d’ordre n d"une série convergente Z uy, est défini par R, := Z up,
n=0 k=n+1
oo n
etona: Vn € N, Zun = Z ur+ R, et R, m 0
n=0 k=0
# Séries numériques coordonnées
14
Soit # = (ey,--- ,e,) une base de E et u,, = Zun_,;el le terme général de la

i=1
série Z Up,. Alors: Z uy, converge <= Vi € [1,p], la série Z Up,; cONverge

+00 P[4
En cas de convergence: E Uy = E E Uni | €

n=0 i=1 n=0

4

Critere spécial des séries alternées

Soit Z (—1)"u, une série telle que (u,) décroit et est de limite nulle. Alors:
n>0

Z (=1)"u, converge et sgn (R,,) = sgn ((—=1)"u,11) et [Ry,| < upsr.

n>0

B

Convergence absolue

On dit que la série E u, converge absolument si la série Z ||y, || est conver-
gente.

&

Convergence absolue = convergence

Si Z uy, converge absolument, alors la série E uy, est convergente et
n=0 n>0

< Z [[un|  Inégalité triangulaire

n=0

S
E Un

n=0

Soit Z u, et Z vy, deux séries a termes positifs.

# Critéere de majoration

n
Z v, converge <= la suite (S,,) est majorée ou S,, = E V.
n>0 k=0
+o0
En cas de convergence Z vp = sup Sy,
n=0 "

# Principes de comparaison

1. Siu, = o(vy,) ou u, = O(v,) alors
. Z v, converge = Z u,, converge.
. Z u, diverge = Z v, diverge.

2. Siwu, ~ v,, alors E U, et Z v,, sont de méme nature

# Séries de Riemann

. . . 1 . .
Soit a € R. la série de Riemann E — converge si, et seulement, si o > 1
n
n>1

# Régle de Riemann

1
ne

1
1. SiJa > 1tel que u, = O <—> ou U, = o <
ne n

) , alors Z uy, converge
P 1 1 .
2. S'il existe o < 1 tel que = O (uy) ou il (un,), alors Zun diverge

A
3. S’il existe A > O et a € R tels que : u,, ~ —. Alors Z u, CVssia > 1
no

/@ Série de Bertrand

a>1
1
Pour a et 3 deux réels, alors Z ———F—CV <= { ou
=, In” (n)
n=> a=1letf>1
# Critéres de D’Alembert
Si (“”>n>0 ne s’annule pas a partir d’un certain rang et Unt1 ——— e RT

U, n—-+o00

1. Si0 < ¢ < 1,alors Z u, converge

2. Si¢ >1,alors Z u, diverge
3. Si ¢ = 1 on ne peut pas conclure.

# Comparaison série-intégrale

Soit f : RT — RT une fonction décroissante continue sur R*. Alors
n+1
1. La série de terme général / f(t)dr — f(n) converge.
+o0 "
2. L'intégrale / f(t)dt etla série Z f(n) sont de méme nature.
Jo

+oo +oo +oo
e Encasde CV:Vn € N, / fede< Y fk) < / f(t)dt
Jntl k=n+1 Jn

n+1 n n
e En cas de DIV: Vn € N*, /U ' Far <> (k) < f(O)+/U F(t)dt
- k=0 h

Soit Z v, une SATP et Z uy,, une série numérique.

# Théoréeme

1. On suppose que Z vy, est
+00 +o0
e Siu, =o(v,),alors Z u, est AC et Z up =0 ( Z '1,'k.)
k=n+1

n>1 k=n+1
+00 +o0
e Siu, =0 (v,), alors Z u, est AC et E up =0 Z Uk
n>1 k=n+1 k=n+1
+o0 +o0
e Siu, ~ v,,alors E uy, est AC et E Wp ~ Z Vg
n>1 k=n+1 k=n+1

2. On suppose que Z vy, est
e Siu, =o(v,),alors Z up =0 <Z vk>

k=0 k=0
n n
o Siu, =0 (vy),alors Y up =0 n
k=0 k=0

n n
e Siu, ~ v,,alors Z u,, est DIV et Z U ~ Z Vg

nz1 k=0 k=0

( SERIE DE NEUMANN ET SERIE EXPONENTIELLE

Soit A une K-algebre normée de dimension finie.

& Série de Neumann
Soitu € A tel que [[ul| <1

1. La série Z u" est absolument convergente.
n=0

+o0
2. 14 — west inversible dans A et (14 — u)” = Z u”.
n=0

1

3.1 w7 < —
T Tl

# Lapplication exponentielle

n

. L. u’
Soit u € A, alors la série E — est absolument convergente.
n:

n>0

495
u . .
exp U > Z o s’appelle la fonction exponentielle sur A.
n=0

# Propriété

| Soitu,v € A tels que u x v = v x u, alors exp(u + v) = exp(u) x exp(v)

( CONTACT-INFORMATION

Web www.elamdaoui.com
Email elamdaoui@gmail.com
Phone 06 62 30 38 81

Page: 07




LES FAMILLES NUMERIQUES SOMMABLES
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ieJ

Auquel cas, sup {Z xi, J CletJ fini} s’appelle la somme de la famille
=
(24)ier et on la note le

iel

# Critéere de comparaison
Si:Viel, wx; <y Alors

1. Sila famille (y;);cs est sommable, alors (z;);cr est sommable et:

dow <Y

i€l iel

2. La non sommabilité de la famille (z;);c s entraine la non sommabilité de
(7/1?)161

# Retour aux séries
Si o : N — I est une bijection, alors, la famille (x;);c; est sommable si, et

seulement si, la série E Zo(n) st convergente. Auquel cas
n=0

+00
Z To(n) = Z T

n=0 iel

( ENSEMBLES DENOMBRABLES Y( FAMILLES NUMERIQUES SOMMABLES N ( SUITES DOUBLES h
Soit F un ensemble. ) Soit I un ensemble dénombrable et (zj)rer, (Yr)rer deux familles numériques. d Théoréme
@ Ensemble au plus dénombrable N . S0it (@m,n) (m,n)enz une suite numérique double. Les assertions suivantes sont
On dit que: @ Famille numérique sommable équivalentes :
o L | Lafamille (x4)yer est dite sommable si la famille (lzx]) e est sommable.
e [ est dénombrable s'il existe une bijection entre E et N. 1. La famille (@y,,5)(m.n)en> €st sommable.
e [J est au plus dénombrable s'il est fini ou dénombrable ﬁ Casde /=N oo
o Une suite numérique (.’1:,,)nEN est sommable si, et seulement, si la série Z Ty 2. Pour toutn & N, la série Z |an,n| converge et la série Z Z |am.nl
# Propriété = m>0 n>0 \m=0
I Une sous-famille d’une famille sommable est sommable +00 converge.
S . est absolument convergente. Auquel cas Z Ty = Z Tn +o0
g Opérations neN n=0 3. Pour tout m € N, la série Z |@,,n| converge et la série Z (Z [@mn \)
e Une partie de N est dénombrable si, et seulement si, elle est infinie. n=0 m>0 \n=0
o ble dénombrabl lus dénombrabl # Retour aux séries converge.
e Une partie d'un ensemble dénombrable est au plus dénombrable. Si o : N — I une bijection, alors, (x1)re; est sommable si, et seulement, si 4 Lasérie Z Z lap.q| converge
e Un produit fini d’ensembles dénombrables est dénombrable. = ’ 730 praon i ’
Z T (n) st absolument convergente. Auquel cas Z To(n) = Z T 20 e
e Une union dénombrable de parties dénombrables est dénombrable n>0 n=0 kel
Auquel cas :
# Opérations oo oo
( FAMILLES POSITIVES SOMMABLES ) Soit (24),c;s (Uk)pe; deux familles sommables et A € K. Alors la famille Z Umm Z Z -
Soient I un ensemble dénombrable et (z;):c1, (y:)icr deux familles de réels positifs (i + Ayi) ey est sommable et Z (Az; +yi) = A Z T+ Z Yi (m.n)EN? n=0m=0
kel kel kel IN t=
Définiti X . = 22 ama
@ Définition # Sous-famille d’'une famille sommable m=0n=0
On dit que la famille (z;);e; est sommable si Soit (w4),,c; une famille sommable et J une partie dénombrable de I. Alors =
(zk) e est sommable = Z Z Gp,q
M >0,¥J C TetJfini,» o <M "= e

( SOMMATION PAR PAQUETS ) -

Soit I un ensemble dénombrable et (I,,),cn une famille de parties de I tels que

Vn#m, IL0lL,=0et |JIL=1

# Critére suffisant de sommabilité
Soit ()i une famille numérique. Si :

1. Pour tout n € N la famille (z;);c;, est sommable.

2. La série E T,, est convergente avec T}, = Z |24
n>0 i€l

+00
Alors: (z;);cs est sommable et ZZL’[ = Z <Z :1:1'>

i€l n=0 \icl,

# Sommation par paquets
Soit () ke une famille numérique sommable. Alors :

1. Pour tout n € N, la famille (z;);c;, est sommable.
2. La série Z S, converge avec S,, = Z x;.

n>0 i€l
+o0
3. E S,,,:E T .
n=0 iel

+o0
Autrement dit : Z (Z xl> = Z T

n=0 \i€l, i€l

PRODUIT DE CAUCHY

# Propriété

Si Z U, et Z vy, deux séries numériques absolument convergentes alors leur
n>0 n>0

n
produit de Cauchy Z (Z upvn,p> est absolument convergent et on a

n>0 \p=0
+oo [/ n +o0 +00
E g UpUp—p | = E Uy | X E Vp,
n=0 \p=0 n=0 n=0

# Propriété
Soit A une K-algebre normée de dimension finie et a,b € A tels que ab = ba.
Alors

exp (a+ b) = exp(a) exp(b)

r
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DERIVATIONETINTEGRATION DES FONCTIONS VECTORIELLES

@: Définition. #: Résultat de cours. /*: Résultat pratique. T: Astuce. @: Démarche. ®: Exemple classique. A: Attention. ®: Information

( CONTEXTE ([ OPERATIONS ([ METHODES DE CALCUL )
E, F, G sont normés et de dimensions finies sur K et parfois ils sont euclidiens. I, .J ﬁ Somme et multiplication par un scalaire 4 Intégrution par parties
désignent des intervalles de R.
Soit%f i1 — B, B = (e, - ,e,) une base de F et (f;); <, les applications coor- Soientn € N, A € Ket f,g € D"(I,E) . Alors \f + g € D"(I,R) et Soit f : I — Eetg: I — F deux fonctionsde C' sur I et B: E x F — G.
données de f dans la base B: " n b b
! (Af +9)" = A"+ Vabel, / B(f'(1). g(0)dt = [B(f(£), 9(t))]; / B(f().g'(®))dt.
14 Ja Ja
viel, f(t)= ZfL (t)e; & Propriété N
= Soit f € D" (I, E) et L € L (E, F). Alors Lo f € D" (I, F) et ¢ Changement de variable
Soient ¢ de classe C* sur I a valeurs dans J, f € C(J, E) eta,b € I. Alors:
(Lo f)(n) Lof(n /p(b) /b ,
. t)dt = p(t t))dt
( DERIVATION ) — Lo f) /. () f (o(t))
# Formule de Leibniz
@ Dérivation Soit B : E x F' — G une application bilinéaire, n € N, f € D"(I, E) et
Soit f: 1 Fetacl. 9 € DI, F). Alors B(f,g) € D"(1,G) et ( INEGALITE DES ACCROISSEMENT FINIS h
e On dit que f admet une dérivée en a si B(f,9)™ = Z CiB(f®, g1y # des accroi ments finis
F@) - fla) i=0 Soit f : [a,b] — R une fonction continue sur [a, b] et dérivable sur ]a, b[. Alors
li - iste € - / f(0) = f(a)
% g_g O # Dérivation et composition il existe ¢ €]a, b tel que f'(c) = 277(1
Cette limite est noté f'(a) " . df( ) | Soit f € D"(I,E), ¢ € D"(J, ). Alors (f o ¢) € D"(J, E) @  En particulier si f(a) = f(b) on retrouve le théoreme de Rolle
ette limite est noté f/(a) on note aussi — (a).
’ dx Tous les résultats précédents restent vrais si on remplace D" par C" £ e £ . .o
L ¢ détivabl sout voint de I on dit + dérivabl # Inégalité des accroissements finis
* Izl;slgl‘}if)r{cfison gre“;aveiseg ollli ép;)lansso:ie })’sz)legcu: f:lsée cT;‘i]\?éeedseu; s = ~ Soit f € C}(I, E) telle que || f'|| soit bornée sur I i.e. il existe M € R, tel que
surl on Ia note f/ quiaw PP INTEGRATION SUR UN SEGMENT Vee T, |f/ (1)) < M, alorsVa,be I, |[f(b) — f(a)] < M|b—al
) Dérivées st ives ) Définition P4 dg prolonggmgnt par dérivabilité
Soit f € F(I,E). On définit les dérivées successives de f, si elles existent, au Soit f € Cpm (I, E). Soit f une application de [a, b] dans Eet p € N* tels que
moyen d’une récurrence Pour tout a,b € I, on appelle intégrale de f de a a b le vecteur o [ est continue sur [a, b];
PO ) » b . ,liest de Clisse Cl'” sur [((Z)b[ _— ,
e Soit k € N. Supposons avoir défini f*) sur I, si f*) est dérivable sur I, /a f(t)dt = Z; /a fit)dt ) e; * Pour tout k € [1, p], /) a une limite £, en
on pose fE+1) = (f(8))’ = Alors f est de classe C? sur [a,b] et Vk € [1,p], f*) (b) = ¢
b
La fonction f(*), si elle existe, est appelée la dérivée k*"¢ de la fonction f. S'iln’y a pas de confusion l'intégrale se note / f
( )
e L’ensemble des fonctions n-fois dérivable sur I se note D"(I, E) ﬁ P i6té FORMULES DE TAYLOR
ropriété
o [ estdite de C" sur I si f est n-fois dérivable sur I et f(™) est continue Soient f,g € Cpm (I, E), a,b,c € I et X € K, alors: g Formules de Taylor et Inégalité de Taylor-Lagrange
sur [ . . . Soit f € C"*Y(I,E) eta,be I
o f estdite de C> sur I ou f est lisse sur I si f est k-fois dérivable sur I 1. Linéarité: /ﬂ Af+9)= A/a ! +/a 9 " (b—a) ® b (b — t)" (1)
pour tout k € N b ¢ b L f(b) = Z Tf (a) + Tf (t)dt
2. Relation de Chasles: / f= / f+ / f k=0 ’ o ’
e C"(I, E) I'ensemble des fonctions de classe C" sur [ Ja o L0 e ‘ Z (b f(” (@) | —a"™ sup | ™)
e C®(I, F) I'ensemble des fonctions de classe C> sur [ 3. SiLeL(E,F),alors L (/ f> = / Lof k (4 D! o)
# Fonctions coordonnées N ¢ Formule de Taylor-Young
Soit f : I — E de fonctions coordonnées fi,-- - , f, dans une base de E. On a ﬁ Somme de Riemann Soit f : I — E une fonction de C" sur [ et a € I, alors f admet un DL, (a):
équival tre: b
équivalence entre Soit € Cym ([0, 8], E alors Z I ( G) — / I n @—a)k
1. feD"(I,E) nree Ja f@) =) =P @) +o((@ - a)")
k=0
2. vie[L,p], fi D" (I,E) 4 Inégalité triangulaire
P Soit f € Cpm (1, E), a,b € I tels que a < b alors:
r(n) _ (n)
Auquel cas [ =3 f".e; , A ( CONTACT-INFORMATION )
i=1
Mémes résultats si on remplace D" par C* ou par C* ‘ /[ ; fll < /[ ; I£1 Web www.elamdaoui.com
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SUITESDE FONCTIONS

@: Définition. #: Résultat de cours. /*: Résultat pratique. T: Astuce. @: Démarche. ®: Exemple classique. A: Attention. ®: Information

( CONTEXTE ([ CONTINUITE ([ REGULARITE DE LA LIMITE
(fn)nen est une suite de fonctions définies sur A a valeurs dans F' ot A C E avec E e ex s . . . . L, e .
et F' sont de K-espaces vectoriels normés de dimensions finies.I intervalle de R. ¢ Continuité par convergence uniforme 4 Intfrverswn limite-dérivée
si {o Vn € N (ou a pcr) f, est continue sur A; Si:
Si: cvu
( MODE DE CONVERGENCE ) o Jn T T o VneN, f, estde classe C' (I, F);
Alors: [ est continue sur A. o (fn) converge simplement sur I;
i , R 7 ) converge uniformément sur tout segment inclus dans I.
@ Convergence simple # Continuité par convergence uniforme locale ° () 8 8
On dit que (f,,), converge simplement sur A si, et seulement si, pour tout N - - - Alors:
2 € Alasuite (f,(z)) converge dans F. si: 4° Vn i\l?? (ouaper) f, est confrmue sur A;
On appelle limite ou limite simple de la suite (f,(z)), la fonction f € F4 ~ |o fn — [ sur tout compact inclus dans A. e lim_f, €C'(I,F);
définie par: Vz € A, f(z) = lil}rl fa(). Alors: f est continue sur A. e /
n—-+oo . s /.
On écrit f,, % f Si A est un intervalle de R, on remplace compact par segment ° <HEI+I»‘<X: f") - n,k{fl}m I
i e (fy) converge uniformément sur tout segment inclus dans I.
Convergence uniforme -
e vergence e ) - ( INTERVERSION lim ET [ R 44 Interversion limite-dérivées su ives
On dit que la suite de fonction ( f,,),, converge uniformément vers f si : Soitp € N*
1. Tl existe ng a partir duquel (f,, — f) est bornée ﬁ Interversion lin et / ..
2 o= flloe 72 0 o
Soit (f,,) une suite de fonctions de [a, b] dans F’ o VYneN(ouapcr) f, € CP(I,F);
On note f, AN foulf, RALN f _ (k) : - X
A Sis {o Vn € N (ouaper) f, € C([a,b], F); ° Vk(e) [0.p 11, (‘f” ) converge simplement sur /;
. . . ol . 4 o ( i ) converge uniformément sur tout segment inclus dans I.
& Propriété caractéristique o (f,) converge uniformément sur [a, b] 8 8
[oom e lim f,, est continue sur [a, b]; Alors:
®fy — b . o
. cvu E I n est de cl cr I;
= = {. I A e 0 Alors: La suite (/ fn> converge; o, Jm_ fnest de classe C7 sur I;
molle e = a n . . o Vk € [0,p], ( f‘k)) CU sur tout segment inclus dans /;
I(en) € RY, telle que lime,, =0 e Onalinterversion lhf fu(t)dt = / lhf Fa(t)dt e On a les interversions
n——+oo n—+oo
Ve e A, | fulz) = f(z)]| <e, aper e e @
N # Convergence uniforme et primitivation vk € [0,p], ( lim fn> = Jlim £
n—-+o0o n——+00
4 La “oc?b convergence uniforme Soit (f,,) une suite de fonctions de C(I, F'). Si :
Sifo = fet Izy) € AN tq (fu(zn) — f(zn)) # 0, alors f, ne converge pas (f,) converge uniformément sur tout segment inclus dans I vers f. Pour tout & Interversion limite-dérivées su .
uniformément vers f sur A a € I, on pose Si:
# CU—CS r,o;xH/’f(t)dzetweN.w:zH/"f,],(t)dz o VneN(ouaper) f, €C®(I,F):
| Sifa = falors £, <5 f. T Jo o Lasuite (f,) CS sur I;
Alors (¢,,) converge uniformément sur tout segment inclus dans I vers ¢ o Vp=1, ( fﬂ) CU sur tout segment inclus dans I.
( INTERVERSION DES LIMITES h e = ~ = ~ Alors:
THEOREME DE CONVERGENCE DOMINE ) i
# Théoréme d’interversion des limites o L o lim foestdeclasseC™ surl;
Soitac A é Théoréme de convergence dominée e Vk>0, f,(‘k) CU sur tout segment inclus dans I;
Soit (fn)nen une suite de fonctions de I a valeurs dans K telle que : e  Ona les interversions
_|o VneN, lim fn(z) existe et vaut b, € F;
Si: o f, o fl"%" o Pourtoutn €N, f, € Cy, (I,K); ®
e e fu S fec, (LK) vk €N, < lim fn> = lim_f{
Si: 1 n—+oo n—+oo
e Lasuite (b,) converge ; o ilexiste ¢ € Cp, (I, RY) intégrable telle que:
Alors: { ® fadmet une limite en a; Vn €N, |fo| <¢ [hypothese de domination]
li z)= lim b, o .
- f(@) nor oo e Lesapplications f, et f sont intégrables sur I;
Alors: . ' . ' ' s ~
- . . L, e Lasuite fn ) converge et lim fo= 1|1 CONTACT INFORMATION
Autrement-dit: lim ( lim f,(z) ) = lim (hm jn(z)> I n—+oo J; I
— - pa \nmheo — notee I:a - - Web www.elamdaoui.com
& Siva €N, f, admet une limite b, ena € A et la suite (bn) diverge, alors Le théoréme TCVD ne nécessite pas la convergence uniforme de la suite Email elamdaoui@gmail.com
(fn) ne converge pas uniformément de fonctions ( f,,), mais la fonction limite doit étre cpm sur 1. Phone 06 62 30 38 81 Page: 10




SERIESDE FONCTIONS

@: Définition. #: Résultat de cours. /*: Résultat pratique. T: Astuce. @: Démarche. ®: Exemple classique. A: Attention. ®: Information

(

. Z a, converge

# Proprieté caractéristique de la convergence uniforme

E fn converge uniformément sur A si, et seulement, si g fn converge sim-

cvu

plement sur A et R, - 0

# Condition nécessaire

. . . cvu,
| Si E fn converge uniformément vers f, alors f, T> 0.

# Cas d’une série alternée
On suppose que F' = R.
SiVz € A, lasérie Z fn(z) estalternée vérifiant le CSSA, alors Z [fn converge
n>0
uniformément sur A si, et seulement, si f,, % 0

Comparaison des modes de convergence

cu
~
N cs

Toutes les autres implications sont fausses.

INTERVERSION ) ET [

# Intégration terme a terme sur un segment
vn eN, f, € C([a,b],F);
Z fn converge uniformément sur [a, b].

oo
. E fn est continue;

>

- b b [+oo +o0 b
(/ f,,) CV et on a:/ <Z ‘fn(f)) dt = Z ( fn,(t)dt>

n>0 n=0

# Convergence dominée (Intervalle quelconque)

o VneN, f,: I — Kestcontnue par morceaux et intégrable;
o La série Z fn converge simplement sur I de somme f;

Si: 20
=)o festcontinue par morceaux sur [;
o La série Z / | fn| converge.
n>0"1
e Lafonction f est intégrable sur I;
Alors: X = = )
BN [i=[Yn=Y [n
I I'n=0 n=0"1
En outre

/Il\f|=/;\§fn|<§[\fvll<

n=0 n=0

CONTEXTE Y( INTERVERSION lim ET ) Y ( REGULARITE DE LA LIMITE )
(fn)nen est une suite de fonctions définies sur A a valeurs dans F ot A C E avec . N L . . N N 1
E et F sont de K-espaces vectoriels normés de dimensions finies. Le plus souvent, 4 I“terve:s'o“ limite-somme 4 Der“’uhon terme a terme: Classe C
E=F=RetA=1unintervalle de R. Soita € A un point adhérent. Si:
On note, pour tout entier naturel n: S,, = Z fr ° Z f converge uniformément sur A; o VneN,f, eCHI,F);
k=0 Si: n>0 o Lasérie Z fn converge simplement sur I;
o VneN, fo(x) — L, €F n>0
( MODES DE CONVERGENCE ) e o Z f/, converge uniformément sur tout segment inclus /.
e Lasérie Z {,, converge; n20
@ Convergence simple "0 Alors:
On dit que Z fn converge simplement sur A, si Vz € A la série Z fl(z) Alors: {® Lasomme Z Jn admet une limite en a; = L
n=0 ° anec (I, F);
n=0 nz0 +o0 +oo +o00
= i z) — _ : ’ n=0 ,
convergeet f : x — Z fn(z) est appelée sa somme. o Jm ;)f"u) - ngo[" - TLZO}]H}L fn(@) . f i) = f 2
i - ! =
La série Z fn converge uniformément sur tout segment inclus 7
Convergence absolue 2 ° /
@ g ( CONTINUITE ) bt
On dit que Z fn converge absolument si la série de fonction Z Il f |l con-
verge simplement. 4 Continuité par convergence uniforme sur tout compact ¢4 Dérivation terme a terme: Classe C*
Soitp > 1.
S o VneN,f, eCAF);
@ Convergence normale I ) Z fn converge uniformément sur tout compact inclus dans A. o VneN,f,eCP(I,F);
Soit (fn)nen € (B(A_K))N, On dit que Z fn converge normalement si la série N . o Vkelo,p-1], Z fT(Lk) CSsur I
- . 2 . Si: n>0
numérique fnlls converge. Alors : 1. ' est cont A. Z
q Z 151 8 Alors :a somme 7;0 Ju est continue sur o Z £ converge uniformément sur tout segment inclus dans I.
# caractéristique de la convergence normale ®si A est un intervalle de R, on remplace compact par segment n>0
St converge normalement (cvn) sur A ssi +00
P .
o 3(a,) R /VneNVreA: |ful@)] < an o > fa€Cl(IF);
( ) n=0
+oo (k) +oo
Alors: (o Ve [0, 2], <Z fn) _ Z-f'(rk):
n=0 n=0

Vk € [0,p] , Z fT(l“ converge uniformément sur tout segment C I
n>0

# Dérivation terme a terme: Classe C™
o VneN,f,eC=,F),
o Z fn converge simplement sur I;

Si: n=0
o Vp=>1, Z £ converge uniformément sur tout segment C I.
n>0
+00
Alors: la somme Z fnestdeclasse C>* sur Tetona:
n=0
+oo ) 4o
wen, (z f,.> -5
n=0 n=0
( )
CONTACT INFORMATION
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SERIESENTIERES

@: Définition. #: Résultat de cours. /*: Résultat pratique.

T: Astuce. @: Démarche. ®: Exemple classique. A: Attention. ®: Information

(

N (

~

SERIES ENTIERES

CALCUL DE RAYON

( CAS DES SERIES REELLES

{3 Définition
Soit (a,) € CN.

On appelle série entiére associée a la suite (a,) la série de fonctions E a,z".
n>0

e Les nombres a,, s’appellent coefficients de la série entiére Z apz".
n>0

e Le domaine de convergence de la série entiére E a, 2" est’ensemble
n>0

D:={z€C/ Z a, 2" converge}

n>0

“+o00
e L'application S : D — C, z — Z a, 2" est appelée la somme de la

n=0
série

/" Critére de comparaison

Soient Z a,z" et Z b, 2" de rayons respectifs R, et Rj.

n>0 n>0
e sia, = O(b,) oua, =o(by,),alors R, > Ry ;

e sia, ~ by, alors R, = R,.

/" Critére de D’Alembert

. N . . . a —
Si (a,,) ne s’annule pas a partir d’un certain rang et hrB ot —¢eR.
n—+o0o

ap
. - 1
Alors le rayon de convergence de la série entiere E apz" est R = 7 Avec la
n>0

1 1
convention — = +ooet — = 0.
0 +00

/ Lemme d’Abel

Soit r € R** tel que (a,r"), soit une suite bornée avec (a), € CN. Alors

Vz € B(0c,r), la série Z a, 2" converge absolument
n>0

r

OPERATIONS SUR LES SERIES ENTIERES

/ Rayon de convergence

Le rayon de convergence de la série Z a,2" est1'élément de R U {+00}:
n>0

R =sup{r € RT, (a,r"), estbornée }

=sup{r € R*, a,7" —— 0}
n—+oo

=inf{r € RT, a,r" /- 0}

=sup{r € R, Z a,r" converge } = inf{r € R, Z a,r" dinverge}

= inf{r € R*, (a,r"), non bornée}

> > .
n>0 n>0 3. on pose R = min(R,, Ry). V= € D(0, R),
= sup{r € R, Z |an|r™ converge} = inf{r € RT, E lan|r™ diverge}
+o0 +o0 +00
n=0 nz0 n n n .
. E sp2t = E anz" + Z bp2"™;
n=0 n=0 n=0
@ 9 5 5
C R (D anz" | =R (D a2 | =Re [ Y ani2" = (= R
n>0 n>0 n>0 ° E Pnz” = Z anz" | X E bn2™ |.
n=0 n=0 n=0

«# Somme et produit

Soient Z apz" et Z b,z" de rayons de convergences respectifs R, et R, et
n>0 n>0

soient Z sp2" et Z pnz" respectivement somme et produit de Cauchy des

n=0 n=0
n

deux séries précédentes i.e. Vn € N, s, = a,, + b, et p, = E Ay —ibg. Soit Ry
k=0
et R, les rayons de convergence de ces deux derniéres. Alors

1. Ry > min(R,, Ry), R, > min(R,, Ry) ;
2. si R, # Ry, alors Ry = min(R,, Ry) ;

( CONVERGENCES D’UNE SERIE ENTIERE

/~ Convergence d’une série entiére

Soit E a, 2" une série entiere de rayon de convergence R > 0.
n>0

e La série entiere converge absolument sur le disque de convergence
D(0,R)={2€C/|z| <R};

e La série entiere converge normalement sur tout disque fermé D (0, Ry)
avec0 < R} < R;

+o0
o fizrs Z a, 2" est continue sur D(0, R).

n=0
e Si Z a,R" CA, alors Z a,z" CN sur Dy (0, R).

n=0 n=0

& Série dérivée

Soit Z a,z" une série entieére de rayon R. La série E na,z""" est de rayon

n=0 n>1
de convergence R et dite série dérivée de E anz"
n>0

Soitp € N,

n
R, E a,z" | = R, En”anz” =R, E —Pz"’
n

n>0 n>0 n>1

# Primitive

Soit Z a,x" une série entiere réelle de rayon de convergence R et de somme
n>0
+o0
frxe]-R R+ Za”z"’.
n=0
Alors les primitives de f sur | — R, R[ s’écrivent

o
z>—>k+2an

41
n+1

oukeC

n=0

/ Régularité et coefficients

Soit Z a,x" une série entiere réelle de rayon de convergence R et de somme
n>0

f. Alors f € C* (] — R, R[,K):

+o0 '
Vo el -R,R,VpeN, fP(z)= Lu,, " P
I-RAEEN. V=3
(n)
En particulier a,, = le(O) et ainsi
+o0
N~ S0,
vz el - RR[, flx) =) e

n=0

@ Fonction développable en série entiere

Soit T un intervalle tel que 0 € et f : I — C
e Soit 7 > 0. On dit que f est développable en série entiere sur | — r,r[

s’il existe une série entiere E a,z™ de rayon de convergence R > 7 telle
n>0

+o0
queVz €] —r,r[, f(z) = Z apz™.
n=0

e On dit que [ est développable en série entiere en 0 s'il existe r > 0 tel
que f soit développable en série entiére sur | — 7, 7| .

/~ Proprieté caractéristique
Si f existe de classe C*° au voisinage de 0. Les assertions suivantes sont équiv-
alentes

1. f est développable en série entiere;

n )
2. 3r>0,Vz €] — nr[,ngr}rlx (j(gg) - Z f k!(O) 1’“) =0;

k=0

3. 3r>0,Vz €] —r,r[, lim

n—+oo

/w Mf(m—l)(f)dt =0.
0

n!

Auquel cas les primitives et les dérivées successives de f sont DSE en 0

( CONTACT INFORMATION

Web www.elamdaoui.com
Email elamdaoui@gmail.com

Phone 06 62 30 38 81 Page: 12




CALCUL DIFFERENTIEL

@: Définition. #: Résultat de cours. /*: Résultat pratique. T: Astuce. @: Démarche. ®: Exemple classique. A: Attention. ®: Information

telquea+h € U: f(a+h) v f(a) + £(h) + || | e(h) L'application ¢ est
—0p

unique, appelée la différentielle de f en a et notée df,. On écrit o(|| h||) pour

REG)

# Propriété

1. f est différentiable en a = f est continue en a.

2. f est différentiable en a = f est dérivable en a selon tout vecteur et:
Vh e B\ {0},dfa(h) = Dpf(a).

3. Si E = R. L'application f est différentiable en a si, et seulement, si f est
dérivable en a.
Auquel cas, Vh € R, df,(h) = hf'(a).

4. Si f est différentiable en a alors les dérivées partielles de f en a existent

n
= th"'i ek,
i=1

etonaVh

dfe(h) = Dpf(a

zh O

@ Différentielle

On dit que f est différentiable sur U si f est différentiable en tout point de U.
Lapplication df : « € U ~ df, € L(E,F) s’appelle la différentielle de f sur
U.

posantes sont de classe C* sur U

( CONTEXTE Y ( FONCTIONS DE CLASSE C* Y( DEVELOPPEMENT DE TAYLOR D’ORDRE 2 h
Soient E, I, G et H des R-espaces vectoriels de dimensions finies non nulles. On A P iété
pose dim 2 = n et dimF = p. ’ ‘ ) Définition # Propriété )
EEI:E;SUe geEEeett‘é i (lz deux ?l;‘frfzsbgzg c‘iléd;’ a€U f:U=FB=(erren) On dit que f est de classe : Soit f € C2(U). Alors Vh = Z hie; € Etelquea+h e Uona:
Lo . o CF (k > 1) sur U si ses dérivées partielles d’ordre k existent et sont i=1
- ~N continues sur U. P f n n
DERIVEES PARTIELLES ET DIFFERENTIELLES =
o Csur UsiVk € N, festdeCFsurU. fla+h)= f“”Z" 2)2_:[2;}‘}%3 5 (@) +o (In)).
@ Dérivée selon un vecteur ®La notion de fonction de classe C* ne dépend pas du choix de la base B.
L+ th) —
On dit que f admet une dérivée en a suivant h € E\{0} si tlin(l] M g Somme ( APPLICATIONS AUX EXTREMUMS )
e
existe ou encoresi ¢ : t — f(a+th) est dérivable en 0. Dans ce cas, cette limite Soit k € N* U {co}. Soiet f,g: U C E — Fet A pu€eR.
s’appelle la dérivée de f en a suivant % et on la note ¢’ (0) = Dy, f(a). Si f et g sont de classe C* alors \f + jg est de classe C* et /* Caractérisation de points critiques
i Sif:UCFE— RdeclasseC!eta € U. Alors
{3 Dérivées partielles w )‘df gJ 5
e On appelle dérivées partielles de f en a les dérivées, lorsqu’elles existent, i i a est point critique de f <= Vi € [1,n], %((1) =0
de fen a suivantles vecteurs ey, ..., €. of # Composition par une application bilinéaire :
o La dérivée en a selon e; se note D; f(a) ou ()1 (a). Soit k € N*U{oc}. Soit f: UCE — F,g:UCE—GetB:FxG— H / Extrémums en dimension 2
: o bilinéaire. Si f et g sont de classe C* alors B(f, g) 'est aussi et oo ; : " oS }
o I %(m) s’appelle la i-éme application dérivée partielle de f sur U. Soit f : U € R* — Rdeclasse C* eta critiquede f. Onnoter = w(a, b),s =
‘ JdB(f,9) 0f . g 22 f 02f
On la note Df om; B o + B/ P oyor (a,b) ett = y‘/z(a,b).
g Propriété 1. Sis?> — 7t < 0etr > 0alors f admet un minimum local stricte en a.
— - . . . 2. Sis? —rt < 0etr < 0alors f admet un maximum local stricte en a.
( - ) Si f € CHU,F)etg e CHU,K), al € CH(U, F). Si de pl / 1 k
DIFFERENTIELLE i (U, F)etg (U.K) ka ors gf (U, F). Si de plus g ne s'annule 3. Sis? —rt > 0 alors a est un point col ou selle de f
pas sur U alors g est de classe C 4. Si s? — rt = 0, on ne peut pas conclure
{3 Différentielle en un point
On dit que f est différentiable en a s'il existe une application linéaire ¢ de E / Lien avec les composantes r ~
vers F et une application de E dans F continue et nulle en 0 telles que Vi € E Soit f : U C E —» F. Alors [ est de classe C* sur U ssi ses fonctions com- MATRICE JACOBIENNE

/ Regle de la chaine

Soit f: U C E — Fetg:V C F — G deux fonctions de C* telles que
f(U)c V,alors go festdeCFetVacU

vje [1,n], D(qo ( )7 Ojl

(a) afh(f(a))

avec f1,- -+, fp les fonctions coordonnées de f.

{3 Définition

On appelle matrice jacobienne relative aux bases B et C d"une application f :
U C E — F différentiable en a € U la matrice de I'application linéaire d f,
relative aux bases B et C: J; (a) = l\él%t (dfa) € M, (R)

Si fi,--- , fy les coordonnées de f: J¢ (a) = <afl( )>

ox
g 1<j<n

# Formule d’intégration
Soit f : U C E — F une application de classe C! et
de classe C! inscrit dans U d’extrémités a = v(0) et b =

1)~ fla) = / dfy (7'() dt

En particulier si U est un ouvert connexe par arcs alors f est constante si, et
seulement si, df =0

:[0,1] — F estun arc
y(1) alors

(

GRADIENT

/ Théoréme de Schwarz
Soit f € C*(U, F'). Alors :

o2 f o2 f

vidielLnlt 5o =

E désigne un espace euclidien dont on note (.|.) le produit scalaire

# Gradient

Si f: U C E — R est une application de classe C! alors pour tout a € U,
il existe un unique vecteur dans E noté V f(a) et appelé gradient de f en a
vérifiant Vh € E, Dy, f(a) = (Vf(a)|h)

De plus, si B = (el,--- ,e,) est une BON de E alors

Vi@ =3 gL @e

s
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(

PRODUIT SCALAIRE )

r

PROJECTEURS ORTHOGONAUX )

(

SYMETRIE ORTHOGONALE )

E désigne un R-espace vectoriel

{3 Définition

On appelle produit scalaire sur E toute application ¢ : £ x E — R vérifiant

1. ¢ est bilinéaire

2. pestsymétriqueie. Yo,y € £, o(z,y) = ¢(y,x)
3. pestpositiveie Vo € E, ¢(z,z) >0

4. pestdéfinieie. Vo € E, ¢(z,2)=0=2=0.

B  Eestdit espace préhilbertien

# Norme euclidienne

Soit E un espace préhilbertien.

Lapplication ||.|| : z € E +— /< x|z > est une norme sur E dite norme
euclidienne

B

Soit ' un sous-espace vectoriel d'un préhilbertien I tel que F et F' L sont supplé-
mentaires dans E

Définition
On appelle projection orthogonale sur F' la projection vectorielle pr sur I par-
allelement a F+.

Propriété
pr est un endomorphisme de E vérifiant p* = p, Imp = F et Kerp = F*. De
plus id — p projection orthogonale sur F-

|
#
|
#

Propriété
Soit p un projecteur de E. Alors
Kerp L Imp < Kerp = (Imp)J‘ < Imp = (Kerp)J‘

Tout projecteur vérifiant I'une des trois assertions est projecteur orthogonal

/ Identités et inégalités classiques

Soit I un préhilbertien. Pour tout z,y € £

e Inégalité de Cauchy-Schwarz: Va,y € E, |<zl|y >| < |z].||y].
11y a égalité si, et seulement si, (x, y) est liée.

o Inégalité de Minkowski: Vz,y € E, |lz+y| < |z| + ||yl
11y a égalité ssi = et y sont positivement liés

Propriété caractéristique

Soit p € L(E) un projecteur. On a équivalence entre :

1. p est un projecteur orthogonal
2. Ve,y e B, <p(x)ly >=<zp(y) >.
3. Vo € B, |p(@) | < [l

La matrice d'un projecteur orthogonal dans une base orthonormée est
symétrique.

(

ORTHOGONALITE

Expression du projeté

{3 Définition

La famille (z;);cr de vecteurs de E est dite
e orthogonalesiVi,j € I,i # j =<
e orthonormalesi Vi, j € I, < x;,x2; >=

/~ Propriété

Une famille orthogonale sans vecteur nul est libre.
Toute famille orthonormale est libre.
Tout espace euclidien, non nul, admet une base orthonormale;

L]
L]
L]
o Toute famille orthonormale d"un euclidien se compléte en une BON.

/~ Calcul avec une BON

E euclidien et B = (e1, ..., e,) une BON sur E et soitu € L(E).

Soit x = E TRek, Y = E yrex, alors:
k=1 k=1

n
o Vke[l,n], xzp=<erx>et|z|]= er
k=1

n

Z (z — yi)’

n
o <my>=Y muypet|r—y| =
k=1 k=1

. I\%at(u) = (<5v“(51>>>1<,;,j<n

/ Existence de supplémentaire orthogonal

Si I un sev de dimension finie d’un préhilbertien E alors les espaces F et F'-
sont supplémentaires dans E.

Si B = (e1,--- ,ep) est une base orthonormée de F' alors
P
Ve e E, pp(z)= Z <ej,x > €
j=1
4 Exemple

Soit D = Vect (a) et H = Vect(a)L avec a # 0. Alors

_ <alz >
flal?

<alz >

Vx € E,pp(x) Tal?

aetpy(z) ==z

f

Minimisation de distance

Pour tout y € F, |z —y|| > |z — pr(x)| avec égalité ssi, y =
Autrement-dit d (z, F) = ||z — pp(z)||

pr(x).

/~ Algorithme de Gram-Schmidt

Soit (eq, ..., e,) une famille libre de E . 1l existe une et une seule famille or-
thonormée (e, ..., en) de E telle que : Vk € [1,n]

e Vect(eq,...,e;) = Vect(eq, ..., ex).
o < cgp, e >>0.

Cette famille est donnée par :

er — Pr_1(ex)
llex = Pr—i(ex)ll

ey
fleal]

Avec P; désigne le projecteur L sur Vect(ey, ...

g = etVk e [2,n], e, =

1€i)

Soit F' un sous-espace vectoriel d'un préhilbertien E tel que F et F' -+ sont supplé-
mentaires dans £

{3 Définition
| On appelle symétrie orthogonale par rapport a F' la symétrie vectorielle s par

Propriété
Soient a,b € E tels que ||a| = ||b]| et a # b.
11 existe une réflexion et une seule qui échange a et b.

® H = Vect(a —b)*

rapport a I parallelement a F'.

Propriété
sr est un endomorphisme de E vérifiant s*> = id, Ker(s — id) = F et Ker(s +
id) = F+. De plus —sp = sp. et sp = 2pp — id

Si I est un hyperplan de £, on dit que sy est la réflexion par rapport a F.
/~ Expression du symétrique

Si B = (e1,--- ,€p) est une base orthonormée de F' alors

»
VeeE, sp(x)= 22 <ej,r>ej—x
j=1

@ Exemple
Soit D = Vect (a) et H = D+ avec a # 0. Alors
VeeE, sp(x)= < ala Zo—z
llall®
et
Vee B, sy(x)=x— 2%(},

# Propriété caractéristique
Soit s une symétrie de . On a équivalence entre:

1. s est une symétrie orthogonale
2. Ve, e B, (s(z)ly) = (2]s(y))-
3.V2e B, |s@)| = ||

@ La matrice d’une symétrie orthogonale dans une base orthonormée est
symétrique.
@ Les symétries | conservent le produit scalaire
Va,y € By (s(2)ls(y) = («ly)
@ En particulier, les symétries orthogonales conservent la norme
Vee B, s = ||

s
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( FAMILLE TOTALE N ( EXTREMUM SUR LA SPHERE ([ APPLICATIONS AUX EXTREMA )
E éhill i éel n )1 i E ~ < N .
un es’pace ?rf ilbertien réel et (en)ner une suite de /~ Extrémum sur la sphere /~ Applications aux extrema
¢4 Inégalité de Bessel Soit u € S(E). Posons Ayin = min (Sp (1)) et Apax = max (Sp (u)). Alors Soit U C E un ouvert non vide, a € U et f : U — R une fonction de classe C2.
Si (en)nen est orthonormale. Alors Vo € E la famille (< e, |z >), oy est de ) ) I ([ f ‘1 trice Hessi d o
carré sommable et ) ‘ eV € E: Apin || @|” << u(x), 2 >< Amax || 7| fla) = 92:0z, (a) o est la matrice Hessienne de f en a. On suppose
Z(en | 2)* < ||=|? e min{< u(x),z >, [z =1} = Auin que f admet un point Cri\ﬁgll\le en a, alors:
= e max{< u(z),z>,|z|| =1} = Amax
1. Si Sp (H f(a)) C RY, alors f admet un minimum local en a;
Famille totale - ~N 2. SiSp (H f(a)) C R*,alors f admet un maximum local en a;

La famille (e,,),en est dite totale sil’espace vectoriel qu’elle engendre est dense
dans E. Autrement-dit

Vect((c,)nen) = E

{3 Base hilbertienne
| (en)nen est dite base hilbertienne si elle est a la fois orthonormale et totale

# Propriété

Soit (€,),,cy base hilbertienne de E et P, le projecteur orthogonal de E sur
Vect (g, -+ ,e,),alorsVe € E,  P,(z) ﬁ T
n—-+00

Vol Egalité de Parseval

Soit (ey), ¢y une base hilbertienne de E. Alors pour tout » € F la famille

(< €i | & >);cy est de carré sommable et > (e, | ) = [|z]* .
nenN

( ENDOMORPHISMES SYMETRIQUES

E un espace préhilbertien

{3 Endomorphisme symétrique
Soit u € L(F). On dit que u est symétrique si:

Ve,ye B, <u(x),y >=<z,u(y) >

S (E) désigne I’ensemble des endomorphismes symétriques de

/ Stabilité- Image et noyau
| Soitu € S(E) et F un sev de E stable par u. Alors F'- est stable par u

/~ Cas euclidien
| Soit I/ un espace euclidien et v € S (E), alors Im (u) = (Keru)™

/" Propriété caractéristique
Soit I/ un espace euclidien, B une BON de F et u € L(E).
Alors u € S(E) <= I\Ié‘tt (u) € Sp(R)

# Endomorphismes involutifs, idempotents
Soit E un espace euclidien et u € L(E).

1. uest un projecteur L ssiu € S(E) et u® = u;
2. west une symétrie L ssiu € S(E) et u? = idp.

/ Théoréme spectral

Tout endomorphisme symétrique d'un espace euclidien E est diagonalisable
dans une BON.

B SoitAe S, (R), alors il existe P € O,,(R) tel que tPAP soit diagonale.

ENDOMORPHISMES ORTHOGONAUX

E désigne un euclidien de dimension n > 1

@ Endomorphisme orthogonal

Soit u € L(E). On dit que u est orthogonal si

Vo € B, |lu(z)]| = [z

O(E), I'ensemble des automorphismes orthogonaux, est un groupe, ap-
pelé le groupe orthogonal de E.

# Propriété

| Siue O(E),alors Sp (u) C {—1,1}.

/ Propriété caractéristique

Soit u € L(E). Les assertions suivantes sont équivalentes:

- Vz € B, fu(z)]| = [];

. Va,y € B, <u(x),u(y) >=<z,y>;

. u transforme toute BON de F une BON de E;
. u transforme une BON de E une BON de E.

W N

{3 Matrices orthogonales

Une matrice réelle A € M,,(R) est dite orthogonale si AA=1,.

0O, (R), I'ensemble de matrices orthogonales, est un groupe, appelé
groupe orthogonal d’ordre n.

/ Propriétés caractéristiques

Soit A € M,,(R) de colonnes C',--- ,C,, et delignes Ly, -, L,. On a équiva-
lence entre :

1. la matrice A est orthogonale

2. la famille (Cy, - - -, C,,) est orthonormale

3. la famille (Ly, - - , L,) est orthonormale.

4. A estla matrice de passage d'une BON a une BON

& Propriété

e A€ 0, (R), alorsdet A = +1.
e O} (R) ={M € O,(R),det M = 1} est un sous-groupe de O,, (R)
e O, (R)={M € O,(R),det M = —1} n’est pas un groupe

/~ Lien avec les matrices

Soit u € L(E) et Bune BON de E. Alors

u € O(E) <= Matg(u) € O, (R)
O,, (R) est isomorphe a O(E);

e OF (R) =2 O (E)={uecO(E);detu=1};
e 0, (R)2 0O (E)={ueO(E);detu = —1}.

3. Si H f(a) admet deux valeurs propres de signes opposés, alors a est un
point col ou selle.

r

REDUCTION DES ENDOMORPHISMES |

E désigne un plan euclidien orienté,

/* Réduction des endomorphismes |

Soit u € O(F) avec n > 2. Il existe une BON B de F telle que

L, 0 - - 0

0 —I,
MBat (u) = R,
: . -0
0 -+ - 0 R,
cos ), —sinb,

ot pour toutk € [1,7], onnote: Ry, ind cos ) avec O, € 10, 2r[\{m}
E k 208 O

et p, ¢, r sont des entiers naturels tels p + ¢ + 2r = n (si 'un de ces entiers est
nul, les blocs de matrices correspondants n’existent pas).

/~ Isométries positives en dim 3

Soit f € O (E), alors il existe une BON directe B = (u, v, w) dans laquelle la

matrice de f est de la forme
1 0 0
0 cosf —sinf
0 sinf cosf

f est dite la rotation d’axe dirigé et orienté par u et d’angle 6.

4 Comment déterminer les éléments de f

e Pour déterminer une telle base on prend u normé qui engendre Ker(f —
id), v unitaire et orthogonal a u et w = u A v;

e Pour déterminer cos 6, on utilise la trace de f;

e le signe de sin 6 est celui de Det(u, z, f(z)) ol = est un vecteur non col-
inéaire a u

r
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CONTINUITE PAR DOMINATION GLOBALE

/~ Propriété

] AxI—K
SOltF:{ (2, t) — f(x,t)

o Vt eI, x— f(x,t)est continue sur A;

ot A C R™ telle que:

o Vo e At — f(x,t) estcpmsur I;
o Il existe ¢ € C,, (I, RT) intégrable telle que
V(x,t) € Ax I, |f(x,t)] < o(t)

Alors Va € A, la fonction t — f(x,t) est intégrable sur I et

F:zeA— /f(u:. t)dt est continue sur A
J1

a
®

¢ ne dépend pas de =

que

V(x,t) € [a,b] x I, ‘g—j(xt)' < o(t)
v
Alors F : x — /f(m, t)dt est de classe C* sur J et
Jr

Va € J, F'(z) = / ?(l t)dt (Formule de Leibniz)
J1 o

A ¢ ne dépend pas de

# Cas d’un segment
Soit f : J % [a,b] — K une fonction de classe C" sur J x [a, b].

b
Alors F iz € J — / f(x,t)dt est de classe C" sur .J

( CONVERGENCE DOMINEE POUR LES SUITES Y ( CONTINUITE PAR DOMINATION LOCALE \( DERIVATION SOUS SIGNE f - CLASSE C" h
/* Convergence dominée pour les suites /~ Propriété / Classe C"
Soit (f,)nen une suite de fonctions telle que: o [ AxXISK N N ) Soitn € N* et f : J x I — K une fonction admettant des dérivées partielles
Soit F : (@) > f(8) ot A C R” telle que: of oS tels aue:
e VneN,f,: I — Kestcpm; oz’ Oan que
o fn %fetf:[—)ﬂ(cpmsur[; o Vt €I,z +— f(x,t) est continue sur A; oif
o il existe ¢ € C,, (I,RY) intégrable telle que o Vo€ At f(x,t) estcpmsur [; e Vi € [0.n—1] etVz ¢ J, Iapplication ¢ — Oz (z,t) est cpm et inté-
grable sur I;
Vn eN, Vz € I|f,(z)] < p(z) o Pour tout compact K contenu dans 4, il existe ¢ € C,, (I, RT) intégrable " . . . N .
telle que ° G qui est continue par rapport a la premiére variable et cpm par rap-
. . . s . . ~ V(z,t) € K x I, |f(z,t)] < ¢(t) port a la seconde
Alors les applications f,, et f sont intégrables sur 7, la suite ( /] jn>nEN con: « Pour tout [a,b] C J, il existe ¢, € Cpn(I, R*) intégrable telle que:
Alors Va € A, la fonction ¢ — f(z,t) est intégrable sur I et on g
verge et /I foo /1 f V(@) € [a,b] x 1, | == (a,1)] < on(t)
F:zeA— /f(@yt)dt est continue sur A
I
a a Alors F : x — ,t)dt est de cl cn J et
( CONVERGENCE DOMINEE POUR LES SERIES ) omh /f fla,t)dt est de classe C7 sur J &
/ Convergence dominée pour les séries N ¢ ne dépend pas de » VkeLn], Yz e, F¥(z)= ﬁ(l 1)dt
: - - ynj, Ve e J, : —— (@, t)dt
Soit (fu)nen une suite de fonctions telle que: ® Lorsque A intervalle de R, on remplace K par [a, b] 101
VneN, f: 1 K est t intégrabl I; .. . . p
o . X T estepmetinicgrable sur Dans la troisieme assertion, on peut remplacer K par A et obtenir une A ©n ne dépend pas de =
e La série Z fn cvs sur I de somme f cpm sur [; domination globale
n>0
o Lasérie Y / || converge. - , - ~ (" DERIVATION SOUS SIGNE f - CLASSE C* )
>0 /1 DERIVATION SOUS SIGNE [ - CLASSE C
) - oo +oo L /, Classe (™
Alors f est intégrable sur I et on a: /1 Z fn = Z /Ifu /. Dérivation sous le signe f ’ Soit f : J x I — K une fonction telle que:
I n=0 n=0" 4
‘ Soit f 1 J x I — K une fonction telle que: e Pourtoutx € J,t — f(z,1) est cpm et intégrable sur I;
‘¢~ Astuce - n
? ] L L, . . o Vo € J,t— f(x,t) est cpm et intégrable sur [; e Pour tout n € N*, 'application f admet une dérivée partielle 8 f con-
Sila domination dans le cas des séries n’est pas accessible vous pouvez utiliser af oxn
le TCVD appliqué 4 la suite des sommes partielles. e fadmetsur J x I une dérivée partielle E qui est continue par rapport tinue\par rapport a la premiére variable, continue par morceaux par rap-
a la premidre variable et cpm par rapport a la seconde porta la seconde L e
- ~ e Pour tout [a,b] contenu dans J il existe ¢ € C,,(I,R) intégrable telle e Pour tous [a, 0] C Jetn € N7, il existe o, € Con (1, RY) intégrable telle

que: " f

s b % 1,
V(x,t) € [a,b] x T, e

mﬂg%m

Alors F : x — /f(z, t)dt est de classe C™ sur J et
1

VneN' Voed FM(z)= / g f (z, t)dt
7 O™

A ¢n ne dépend pas de =

@ Gamma d’Euler

oo
| T — t"'e~" dt est de classe C* sur R*.
0

r
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(

TRIBU h

r

LES THEOREMES DE PROBABILITES )

(

UNIVERS AU PLUS DENOMBRABLE

{3 Tribu

Soit 2 un ensemble et T une partie de P(£2). On dit que T est une tribu de
parties de Q2 si :

e QcTetVAcT,onadecT

e Pour toute (A;);c; au plus dénombrable d’éléments de T, on a U A, eT.

iel

Le couple (2, T) s’appelle un espace probabilisable. Les éléments de T sont
appelés des événements et on a:

e )eTetVA,BeT,onaAUB, AN BetA\ Bsontdans T.

e Pour toute (A;);e; au plus dénombrable d’éléments de T, on a ﬂ A; eT.
icl

@ Systéme complet d’événements

Une famille au plus dénombrable (A;);c; d’événements est dite un systeme
complet d’événements si

eViel, A #0

e V(ij)e? iFj= AnA; =0,

o 0=]JA.

el

(2, T, P) un espace probabilisé
/ Continuité croissante

Soit (A, )nen une suite d’événements, alors
+o0 n
P(Ua)= e (Un)
n=0 k=0
En particulier si (A4,,),en est croissante, alors:

+o0
() i

n=0

/~ Continuité décroissante

Soit (A, )nen une suite d’événements, alors

+o00 n
P (ﬂ A,Z) = lim P <ﬂ Ak.>
oo\ L

n=0

En particulier si (A,,),en est décroissante, alors:

+o00
P ( OU An> = lim P(4,)

/* Univers au plus dénombrable

Soit 2 un ensemble au plus dénombrable , 7' = P(£2) et P une probabilité sur
(92, 7). Alors (P({w})),eq est une famille de réels positifs, sommable et de
somme égale a 1.

/~ Univers au plus dénombrable

Soit 2 un ensemble au plus dénombrable. Si (p.)weq est une famille de réels
positifs, sommable et de somme égale a 1 alors il existe une unique probabilité
P sur (Q,P (Q)) vérifiant

Ve, P({w}) =p.

De plus, celle-ci est déterminée par

VACQ, PA)=> p
w€EA

4@ Cas particulier () = N

Une probabilité sur (N, P (N)) est déterminée par le choix de (pn)nen € RY

+oo
avec an =1

n=0

s

PROBABILITE

Soit (€2, T) un espace probabilisable
{3 Probabilité

On appelle probabilité toute application P de T dans R telle que

e P() =1,
e Si (A,)nen une suite d’événements deux a deux incompatibles, alors

+o0 “+o0
P <U An> = P(A,) o-additivité

n=0 n=0

Le triplet (Q2, T, P) est appelé espace probabilisé et on a:

o P(0) =0.
e Soit Ag, -+, A, sont des événements deux a deux incompatibles
P (U Ak> =Y P(A) Additivité finie
k=0 k=0
e P(A)=1-P(A)et0<P(A) < L
o P(AUB) =P(A) +P(B) —P(ANB).
e Si AC B,alorsP(A) < P(B) etP(B\ A) =P(B) — P(A)
e Soit (A,), ¢y une suite des événements. Alors

+oo +oo
P (U A,,L> < Z P(A,) Sigma sous-additivité
n=0 n=0

B Evénement négligeable, quasi-certain

e On dit qu'un événement A est négligeable si P(A) = 0.

e On dit qu'un événement A est quasi-certain ou presque str si P(A) = 1.

@ Probabilité conditionnelle

Soit A un événement avec P(A) > 0. Alors l'application

T — Ry
Py

B s Pu(B) = DANB)
est une probabilité sur (2, T') dite conditionnée a A

P(A)

/ Fromule des probabilité composées

n

Soit (A;)1<i<n une suite d’événements telle que P <m Af> # 0. Alors

i=1

P (ﬂ Ai> =P(A)P(Az|Ay) - P(Ap|Ar N Apy).

/ Formule des probabilités totales

Soit (A;)ier un systeme complet d’événements. Pour tout événement B, la
famille (P(B N A;)),; est sommable et P(B) = Z P(BNA;)).

icl
Side plus Vi € I,P (4;) # 0, alors P(B) = > P(B|A;)P(A)).

el

/ Formule de Bayes
Si A et B sont deux événements de probabilités non nulles, on a :

() = P EAD)

Soient (A;);c; un systeme complet d’événements de probabilités non nulles et
A et B deux événements de probabilités non nulles. On a :

_ PA(BP(A)
2 = S (R

el

(

INDEPENDANCE

@ Indépendance d’événements

Soit (A;);es une suite d’événements ot I est au plus dénombrable.

e On dit que (4;);es est une famille d’événements deux a deux indépen-
dants pour la probabilité P si pour tout i, j € I,

i#j=P(ANA)=P(A)P(4))

e Ondit que (A;);cs est une famille d’événements mutuellement indépen-
dants pour la probabilité P si pour toute partie .J finie de I, on a

P (ﬂAZ) =[P4

ieJ ieJ

/ Propriété

Soit (A;);er une suite d’événements indépendants pour la probabilité P avec

I est au plus dénombrable. o
Si pour tout i € I, B; = A; ou A; alors (B;);c; est une suite d’événements
indépendants pour la probabilité P.

s
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(

VARIABLES ALEATOIRES DISCRETES h

r

MOMENTS )

(

LOIS DISCRETES USUELLES

(2, T, P) désigne un espace probabilisé.

@ Variable aléatoire discréte

On appelle variable aléatoire définie sur (€2, T') toute application X de 2 dans
un ensemble R telle que:
Vre X(Q), X '(-oco0,2]) €T

Si de plus X (Q) est un ensemble au plus dénombrable, on dit que la variable
est discrete

{3 Loi d’'une VARD

On appelle loi de probabilité de la VARD X (ou distribution de X)
l'application
X(Q)

IP’X:{ N

P est bien déterminée par I'ensemble de couples (z,P (X = 7)) ¢ v (q)

— R
— P(X:l)

/ Propriété
Soit X une VARD. Alors

1. La famille ([X = 2]) ¢y (q) est un systéme complet d’événements.
2. La famille (P (X = 2)),.c x(q) est sommable de somme 1
3. Pour tout A sous-ensemble de R, 'ensemble

X1(A) = {we Q/X(w) € A}

est un événement de 7" que 1’on notera [X € A]. et

Z P(X =x)

TEX(QNA

P(Xed)=

{3 Définition

Soit X une variable aléatoire réelle.
On appelle fonction de répartition de X l'application Fx : R — R définie par

Fx(z) =P(X <)
OnaaussiFx (z) = Z P(X =k)

kEX ()
k<

# Propriété
1. Vo € R, Fx(x) € [0;1]

. Fx est croissante.
. lim Fx(z)=0et lim Fx(z)=1.
T——00 T—+00
. Va<beR, Pla<X <b)=Fx(b)—Fx(a)
. Fx est continue a droite en tout point de R
. Fx est continue a gauche en z si, et seulement si, P(X =) =0

U= W

# Loi d’'une VARD et fonction de répartition

Si X(Q) = {x;/i € I} tel que les z; sont rangés par ordre croissant alors pour
toutz € I'telquei—1€ I (onadoncz;—; <z;)ona

P(X =z;) = Fx(2;) — Fx(zi-1)

(el

X est une variable aléatoire discrete

Espérance

On dit que X' admet une espérance lorsque la famille (zP(X = @), v (o) est
sommable.
On appelle alors espérance de X, le réel

E(X)= Y aP(X =z)

TEX(Q)

Lorsque E(X) = 0, on parle de variable centrée

/t

Propriétés
e Si X > 0 et admet une espérance, alors E(X) > 0.
Side plus E(X) = 0 alors X = 0 est quasi certain.
e Si X etY admettent des espérances et X < Y alors E(X) < E(Y).
e SiY admet une espérance et | X| < Y, alors X aussi.

Ve

Théoréme du transfert
Soit g une fonction définie au moins sur X () et a valeurs dans R.Alors g(X)
admet une espérance ssi (g(2)P(X = 2)),¢ y (q) est sommable.
Au quel cas
E(g(X) = > g@PX =a)

2EX(Q)

Moments d’ordre

Soit 7 € N*. Si X" admet une espérance alors on dit que X admet un moment
d’ordre r qui est le réel m,(X) = E(X").

Propriété
Soit r € N*. Si X admet un moment d’ordre r alors X admet des moments
d’ordre s pour tout s € [1;7].

®
|
4
|
®

Variance

Soit X une VAR discréte admettant une espérance et telle que la variable X —
E(X) admet un moment d’ordre 2. On appelle variance de X le réel :

V(X) = E((X - B(X))?)

De plus lorsque V(X) existe, on appelle écart-type de X le réel o(X) =
V(X).

/,

Formule de Huygens ou de Keenig
Si X admet un moment d’ordre 2, alors:

V(X) = E(X?) - B(X)?

4

Propriété
Si X est une VAR discréte admettant une variance alors pour tout (a,b) € R?,
aX + b admet une variance et

V(aX +b) = a*V(X)

/~ Loi de Bernoulli

Soit p € [0;1]. On dit qu'une VAR X suit la loi de Bernoulli de parametre p
(notée B(p)) X — B(p)si:
X(Q)={0;1}, P(X=0)=1-p et P(X=1)=p

etona:B(X)=p et V(X)=p(l-p)

/" Loi binomiale (ou des tirages avec remise)

Soit p € [0;1] et n € N. On dit que la VAR X suit la loi binomiale de taille n et
de parametre p (notée B(n,p)) X < B(n,p)si:

X(Q) = [0;n] et Vk € [0;n], P(X = k) = CkpF(1 — p)»*

etona:F(X)=np et V(X)=mnp(l-p)

/~ Loi uniforme

Soit n € N*. On dit que X suit la loi uniforme ¢/ ([1;n]) X — U ([1,n]) si:
X(Q) = [1;n],Vk € [1:n],

n? -1
12

L+ 1
etona: F(X) = nt

etV(X)=

/ Loi géométrique
Soit p €]0;1[. On dit qu'une VAR X suit la loi géométrique de parametre p

(notée G(p)) X — G (p), si:

X(Q) =N ¥neN, PX=n)=1-p"'p

etona: B(X) =~ et

# Loi sans mémoire (Concours Francais)

Une variable X discrete a valeurs dans N*. Alors X est sans mémoire si, et
seulement si, elle suit une loi géométrique

/" Loi de Poisson

Soit A > 0. On dit qu'une VAR X suit une loi de Poisson (notée P()\)) X —
P(N)si:
e AN

n!

X(Q)=N,VneN, PX=n)=

etona: E(X) =X et V(X)=2A

# Poisson et Binomiale

Soit (X,,),en une suite de variables aléatoires indépendantes. On suppose que
pour tout n € Nla variable X, suit une loi binomiale B(n, p,) avec lim np,, =
n—00

A>0.
Alors

VkeN, P(X,=k) —

s
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(" LOIS D’UN COUPLE DE VARD

~

r

LOI DE PROBABILITE h

( FONCTION GENERATRICE

X etY désigneront deux variables discrétes définies sur un méme espace probabil-
isé (Q,7,P).
@ Définition
On appelle loi du couple (X,Y), ou encore loi conjointe des X et Y,
I'ensemble des couples ((z,y),P(X = 2,Y =), ) e x (@) xy (@) OU

P(X =2,V =y)=P(X =2|n[Y =y])

# Propriété
Avec les notations précédentes, alors la
(P(X =2,Y =9)),.)ex@)xy (@) est sommable de somme 1

famille

{3 Lois marginales

La loi de X est appelé la premiére loi marginale du couple (X,Y") et la loi de
Y est appelée la deuxiéme loi marginale du couple (X,Y).

@ oOn peut obtenir les lois marginales a partir de la loi conjointe a I’aide des
égalités

e VreX(Q), P(X=2)= Y PX=1Y=y
yEY ()

Z P(X =Y =y)

TEX(Q)

e VyeY(Q), PY =y)=

{3 Loi conditionnelle

Soity € Y(Q) tel que P(Y =y) # 0.

On appelle loi conditionnelle a [Y = y| de X l'ensemble des couples
(2, Py—y(X = ‘T))_z;eX(Q)'

@ V(x,y) € X(Q) xY(Q) tel que P(Y =y) #0ona:

P(X =2,Y =1
Py (X =) = w

© Indépendance
X etY sont indépendantes si :V(z,y) € X(Q) x Y(Q)

PX =z,Y =y) =P(X =2)P(Y =y)

/ Propriété

Les assertions suivantes sont équivalentes
1. X etY sont indépendantes
2. Y(z,y) € R?, [X < 2] et [Y < y] sont indépendants

3. VA,B CR, [X € A] et [Y € B] sont indépendants.

/ Indépendance héritée

Si X et Y sont indépendantes et si f et g sont deux fonctions numériques
définies respectivement sur X (Q2) et Y/(Q) alors f(X) et g(Y) sont indépen-
dantes.

g désigne une fonction de R? dans R et X, Y deux variables réelles
discrétes.

# Propriété

| Z = g(X,Y) est une variable aléatoire réelle discrete.

# Propriété
Soit Z = ¢g(X,Y). Alors, Pour tout z € Z (Q2), ona:

P(Z = z) = >

(2,y) EX(Q) XY ()
g(z,y)=

/* Loi d’'une somme
S = X + Y est une variable aléatoire réelle discrete, et
P(X+Y=s) = P(X =Y =y)

(z,9)EX ()XY (Q)
Thy=s

= Z P(X=u2Y=s—ux)
TEX(Q)
s—aEY (Q)

= > P(X=s-yY =y
YEY (22)
s—yEX(Q)

Si X etY sont des variables aléatoires réelles discretes indépendantes, alors

PX+Y =5 = P(X=x)P(Y =y)

(z,y)EX(Q) XY (Q)
wty=s

Z P(X=z)P(Y =s—2x)
TEX ()
smmev(@)

= Y PX=s-yP(¥ =y
yeEY(Q)
slyex@)

/~ Stabilité des lois binomiales

Si X et Y sont deux VARD indépendantes suivant des lois binomiales de
parametres respectifs (m,p) et (n,p) alors X + Y suit une loi binomiale de
parametre (m + n, p).

/~ Stabilité des lois de poisson

Si X et Y sont deux VAR indépendantes suivant des lois de Poisson de
parametres respectifs A et 1 alors X + Y suit une loi de Poisson de parametre
A+ .

/~ Théoréme de Transfert
La variable Z = g(X,Y) a une espérance ssi la
(9(z, y)P(X = 2,Y = ) (4 e x()xy (o) st sommable et dans ce cas

famille

E(g(X‘Y)) = 9(5”‘ZI>]P’(X =u2,Y = y)
(z,y)EX ()XY (Q)

# L'espérance d’'une somme
Si X1,---, X, admettant toutes des espérances. Alors

> :ZE(Xf>

n n
Z X; admet une espérance: E (Z X;

i=1 i=1

Soit X une variable aléatoire a valeurs dans N.
{3 Définition

On définit sa fonction génératrice G x par

k=0

vie[-1,1], Gx(t)=EtY) = SP(X = k)tk

/@ Fonctions génératrices usuelles
e Si X suit la loi de Bernoulli B (1, p), alors

Gx(t)=1-p+pt
e Si X suit la loi binomiale B (n, p), alors
Gx(t)=(1—p+pt)"
e Si X suitlaloi de poisson P ()\) avec A > 0, alors
Gx(t) = D

e Si X suit la loi géométrique G (p) avec p € ]0, 1], alors

tp
Gx() =12 p

/ Loi et fonction génératrice

alors "
_GX(0)
R

vneN, P(X=n)

Soit X une variable aléatoire a valeurs dans N et G'x sa fonction génératrice,

/ Propriété

Les assertions suivantes sont équivalentes
1. X admet une espérance
2. Gx est dérivable en 1.

Dans ce cas: E(X) =G’y (1)

/ Propriété

Les assertions suivantes sont équivalentes
1. X admet un moment d’ordre 2

2. G x est deux fois dérivable en 1.

Dans ce cas: V (X) = G% (1) + G (1) — (G (1))
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( )

VARIABLE A DENSITE

( )

MOMENTS

( LOIS USUELLES

(2, T, P) est un espace probabilisé

{3 Définition

Une variable aléatoire réelle X est dite de loi a densité si:
e sa fonction de répartition Fy est continue sur R
o FyestdeC!surR privé d’un sous-ensemble fini F.

On appelle la densité de X la fonction définie sur R par fx(t) = F(t) pour
teR\ Fetfx(t)=0pourte F

/ Propriétés caractéristiques de la densité
Soit fx une densité d’une variable aléatoire réelle X.

1. fx esta valeurs réelles positives
2. fx estcontinue sur R, sauf éventuellement en un nombre fini de points

rt+oo 00
3. / fx (t) dt est convergente et / fdt=1

/ Régles de calcul

Soit X une variable aléatoire admettant une densité f.

1. Pour tout z réel :
@ P(X=2)=0 ,
) P(X <2)=P(X <z)= / £(t) dt

+o0
© Pxza)= [ f0d=1-F@)

2. Pour tout intervalle I:P(X € I) = / f(t)dt
1

( SOMME DE DEUX VARIABLES

/ Discreéte + a Densité

Soient X et Y deux variables aléatoires réelles indépendantes dont les lois
sont discréete pour X et a densité pour Y. Alors la loi de S = X + Y est de
fonction de répartition

Fg:s+— Z P(X =x).Fy (s —x)
EX(Q)

/ Somme de deux VAR a densité

Soient X et Y deux variables aléatoires réelles indépendantes admettant re-
spectivement des densités fx et fy. Alorslaloide S = X +Y esta densité, de
densité

+o0 +o0
fois [ axfvs-ndi= [ pes- 0t

/* Somme de deux variables a densités et positives
Side plus X et Y sont a valeurs positives ou nulles, alors fg est définie sur R™
par

fs(s) = /O T (Ofy (s — )t

et est nulle sur R*

{3 Définition
Soit r € N* et X une VAR a densité f.
On dit que X admet un moment d’ordre r, notée m,(X), si X" admet une

espérance et on a
+oo
m,(X) = /

—oo

" f(x)dx

Le moment d’ordre 1 est appelé 1’espérance

/~ Domination
Soit X et Y deux VAR .
SiY admet une espérance et si | X| < Y alors X admet une espérance

& Propriété
Soient X et Y deux VAR admettant des espérances.

. Pour tous réels a et b, E(aX +b) = aE(X) +b
CE(X +Y) = E(X) +E(Y).

. Si X > 0 presque stirement, alors E(X) > 0

. Si X >Y presque strement, alors E(X) > E (Y)
. Inégalité triangulaire: |E(X)| < E (|X])

. SiX 1LY, alors E(XY) = E(X)E(Y).

U W=

/~ Théoréme du transfert
Soient X une VAR de densité f et g une fonction continue sur R sauf

éventuellement en un nombre fini de points. Alors g(X) admet une espérance
+oo

g(t) f(t) dt est absolument convergente. Au

si, et seulement, si I'intégrale /
—o0

quel cas

400
[ awsaa

4 Propriété
| Sir € N* et X admet un moment d’ordre r, alors Vs € [1,r] la VAR X admet
un moment d’ordre s

{3 Définition
Si la variable aléatoire X admet une espérance et si la variable (X — ]E(X))Z
admet une espérance, on appelle variance de X le réel V(X) =

E ((X - ]E(X))2>.
On appelle alors écart-type le réel o(X) = /V(X)

/ Théoréme de Huygens Kceing
Une VAR X admet une variance si, et seulement, si X admet un moment
d’ordre 2 et en cas d’existence, on a :

V(X) = E (X?) - E(X)?

& Propriété
Soit X une variable a densité admettant une variance. Alors Va,b € R, aX + b
admet une variance et

V(aX +b) = a*V(X)

/~ Loi uniforme
Soient a et b deux réels tels que a < b. On dit qu'une variable aléatoire X suit
la loi uniforme sur [q; b] si elle admet pour densité la fonction f définie par:

1 .
f=4r-a sit €la; b
0 sinon
On note X < U([a;b]) et on a:
_a+b _(b-a)?
E(X)= 3 et V(X)= B

/* Loi gaussienne de parameétres

Soit y un réel, et o un réel strictement positif.

On dit que X est de loi gaussienne de parametres (1, 0%) ou de loi normale de
parametres (u, o) si elle admet pour densité la fonction f définie sur R par:

f@) = ——exp (—M)

o121 202

On écrit X < N (u,0?) etona

EX)=p et V(X)=o?

® Lorsque ;1 = 0 et o = 1 on parle de la loi normale centrée réduite

/* Loi gamma

Soit v et A deux réels strictement positifs.

On dit qu’une variable aléatoire X suit la loi Gamma de parametre (o, \); et
on note X < I'(a, \), si elle admet pour densité la fonction f définie sur R

par:
A 20t siz >0
f(z) = ¢ T(a)
0 siz <0
Eton a: a a
E(X>:X et V(X):ﬁ

{3 Loi exponentielle

Soit A un réel strictement positif.

On dit qu'une variable aléatoire X suit la loi exponentielle de parametre \; et
onnote X — £(\), si elle admet pour densité la fonction f définie sur R par:

' Xe ™ sixz >0
z) = ™M of(x) =
f(z) =A™ X10,400((7) {0 sie<0
Etona: 1 1
E(X)=1 et V(X)=g
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(

INEGALITES CLASSIQUES

~

r

COVARIANCE )

(

CONVERGENCE EN PROBABILITE

/ Inégalité de Markov

Soit X une variable aléatoire réelle définie sur un espace probabilisé (22, T', P)
positive et possédant une espérance m = E(X), alors on a

E(X)

YA>0 P(X > )<

/ Inégalité de Bienaymé-Tchebychev

Soit X une variable aléatoire réelle définie sur un espace probabilisé (Q2, T, P)
possédant un moment d’ordre 2, alors on a
v(X)

Ve>0 P(X - E(X) >e) < —5

€

# Inégalité de Jensen

Si X est une variable aléatoire réelle admettant une espérance, si f : R — R
est une application convexe telle que Y = f(X) admet une espérance alors

F(EX) < E(f (X))

# Inégalité de Cauchy-Schwarz

Si les variables X et Y admettent chacune un moment d’ordre 2. Alors XY
admet une espérance et

E(XY)’ < E(X?) E(Y?)

Il'y a égalité si et seulement si X est quasi nulle ou Y est une fonction quasi
linéaire de X, c’est-a-dire, il existe un réel a tel que P(Y = aX) = 1.

& Propriété
L'ensemble des variables admettant un moment d’ordre 2 est un sous-espace

vectoriel de 'espace des variables admettant un moment d’ordre 1.

@ Définition

Soient X et Y deux variables aléatoires admettant des moments d’ordre 2.
On appelle covariance de X et de Y le nombre réel

cov(X,Y)=E(X - EX))(Y —E(Y)))

@ Convergence en probabilité

Soit (X, )nen une suite de variables aléatoires réelles et X une variable aléa-
toire réelles. On dit que (X,,) converge en probabilité vers X si:
Ve>0 lim P[|X,—X|[>¢=0
. P n—oo
On écrit X,, — X

/ Propriété

On considére (f,)neny une suite de fonctions continues a valeurs réelles

définies sur R qui converge simplement sur R vers l'application f. On con-
sidere X une VAR et on définit des variables aléatoires réelles par

Xp=fu(X), Y =[(X)

Alors la suite (X,,) converge en probabilité en Y’

/~ Théoréme central limite

Soit (X,,)nen une suite de variables aléatoires réelles indépendantes, de méme
loi, possédant une espérance m = F(X) et une variance 02 = V(X). Alors

>
i=1

n

P
—m

(

CONVERGENCE EN LOI

{3 Espérance d’un vecteur

Si Vi € [1,n] la variable X; admet une espérance, on définit le vecteur es-
pérance E (X1, -+, X,) du vecteur aléatoire (X1, -, X,,) par I'égalité

E(Xy, -, Xp) = (E(X1),-, E(XR))

@ Indépendance de n variables

On dit que X1, ..., X,, sont indépendantes lorsque pour tous Iy, - -, I,, inter-

valles de de R: ]
P <ﬂ[x,; € 1,]) =[[rPx:iemn
i=1

i=1

/* Indépendance héritée ou lemme de coalition

Si la famille (X1)1<z<nk est indépendante et si Soit g = 0 < ny < ny < --- <
ny et (X;);¢;<,, une famille de VAR indépendantes. Pour i € [1, k], on pose

Yi=f; (X,;,,,,]H, cee .X,,l), alors Y1, - -+, Y}, sont indépendantes

(" VECTEURS DE VARIABLES ALEATOIRES ) Sio (X)o (Y) # 0, le coefficient de corrélation de X et de Y est:
X1,--+, X, des variables aléatoires réelles .
v p(X,Y) = M'
{3 Définition o (X)o(Y)
On appelle vecteur aléatoire discret défini a partir des X, --- , X, la variable On dit que X et Y sont non corrélées si cov(X,Y) = 0.
aléatoire discrete Z donnée par
YweQ Zw) = (X)), Xn(w)) ¢4 Propriété
Soit X et Y admettant un moment d’ordre 2 alors
Laloi de la variable Z est appelée loi conjointe des variables X, - - - , X, tandis
que les lois de X1, - - - , X, sont les lois marginales de Z. cov(X,Y)=E(XY) - E(X)E(Y)
{3 Fonction de répartition d’un vecteur ¢4 Propriété
La fonction de répartition de (Xj,---,X,) est la fonction de n variables Soit X,Y, Z des variables aléatoires admettant des moments d’ordre 2 et soit a
F(X, e X0) définie par et b deux réels
Fix, o x (@, wn) = P(Xy <@y, X S @) 1. cov(X, X) = V(X),

cov(X,Y) = cov(Y, X),

. cov(aX +bZ,Y) = a.cov(X,Y) + b.cov(Z,Y)

P Y) <1

2.

3

4. cov(X,Y) < V(X)V(Y)

5

6. p(X,Y)=1<+=Y = aX +  p.p pour un certain (a, 3) € R x R.
7

. p(X,Y)=—-14<=Y = aX + 8 p.p pour un certain (c, 3) € R* x R.

# Variance d’'une somme

n

Si X1, -, X, admettant de moments d’ordre 2, alors Z X, admet une vari-
i=1

ance eton a

Z cov (X, Xj).

1<i<j<n

v<ix1> :iv(x,)m

En cas de l'indépendance: V (Z X,;> = Z V(X5).
i=1

i=1

{3 Convergence en loi

Soit (X, )nen une suite de variables aléatoires réelles et X une variable aléa-
toire réelles. On note F,, la fonction de répartition de X,, et F' celle de X. On
dit que (X,,) converge en loi vers X si en tout point z ot F est continue

nlgl;c F,(z) = F(x).

On note X, L x

& Propriété

La convergence en probabilité = la convergence en loi.

/a

Cas de variables discrétes

Soit (X,,)nen une suite de variables aléatoires et Y une variable aléatoire. On
suppose que Vn € N X,,(2) C Y(2) C N. La convergence en loi (X,,) vers Y’
équivaut a:

Vk e N "12101C P(X,=k)=PY =k).

/~ Théoréme central limite

Soit (X,,)nen une suite de variables aléatoires réelles indépendantes, de méme
loi, possédant une espérance m = E(X) et une variance o2 = V(X) > 0. Alors

n
E X;—nm
i=1

v £ N(0,1)

s
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LES EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES

@: Définition. #: Résultat de cours. /*: Résultat pratique. T: Astuce. @: Démarche. ®: Exemple classique. ﬁ: Attention. ®: Information

(

EQUA-DIFF LINEAIRE D’ORDRE 1

~

r

EQUA-DIFF LINEAIRES A COEFS CONSTANTS h

(

EQU-DIFF LINEAIRES D’ORDRE 2

F est un K-espace vectoriel normé de dimension finie n > 1, § une base de F. Si

u € L(F) etx € F, on note u.z plutdt que u(z). Soit a € C(I, L(F)) etb € C(I, F).

B

Equation différentielle linéaire du 1er ordre
On appelle équation différentielle linéaire du premier ordre toute équation du
type: (L) : a2’ =a.x+b.

On appelle équation homogene associée a (L) 1'équation: (H) : 2’

=a.r

Solution de I’équation différentielle linéaire

Une solution de 1’équation différentielle linéaire (L) est une fonction ¢ €
D(I,F)telle que: Vt € I, ¢'(t) = a(t).o(t) + b(t)

Régularité des solutions
Si ¢ est solution de (L), alors p € C}(I, F).
Si a et b sont de classe C* alors ¢ sera de classe C¥*1.

Théoréme de Cauchy-Lipschitz-linéaire
' = a(t).z +b(t)
z(to) = o

Le PC: { ot (tg, z9) € I x F admet une et une seule solu-

tion.

Structures de S, etde S,
1. Sy estunsev de C! (I, F) isomorphe a F, dim Sy = n
2. Sy, est un sous-espace affine de C! (1, F') de direction Sy

e
|
y
|
y
|
v
|
®

Wronskien

Soient (1, ..., ¢,) une famille de fonctions de I & valeurs dans F'. Pour tout
t € I la matrice W (t) = Matg (¢1(t),...,¢n(t)) est appelée matrice wronski-
enne en ¢ du systtme H = (¢1,...,¢,) par rapport a la base B.

Le déterminant w(t) = det W (t) est appelé le wronskien en ¢t du systeme
H = (¢1,...,¢n) par rapport a la base B

/-/

Base de Sp;
Soit H = (¢1,...,¢n) une famille de n éléments de Sy espace solution de
(H) : 2’ = a(t).z. Alors
1. Pourtoutt € I, rg (H) =g (p1(t), ..., ¢n(t))
2. Les trois affirmations suivantes sont équivalentes:
(@) (¢1,...,9n) estune base de Sy;
(b) Vt eI, w(t) #0;
(c) Jto € I /w(ty) # 0.

Au quel cas (1, . .., ¢, ) est un systeme fondamental de solutions de (H)

/4

Variation des constantes

Soit (¢1,...,¢,) un systtme fondamental de solutions de (H). Soient

Aty A € CHILK) tel que ¢ = Z ;. Alors
i=1
 est solution de (L) < Z Npi=besN=W"'B
i=1

O A = Mat () et B = Mat (b)

/" Les probléemes de Cauhy

a constante

1. Y(to,z0) € R x F, l'unique solution au probleme de Cauchy

' =ax
x(to) = o

2. Pour tout (tg,z¢) € I x F, I'unique solution au probleme de Cauchy

est t —» e(t=to)ag,

e . b t
V=D st elt=to)e g5 + / =) (s) ds
z(to) = zo Jto

{3 Systéme différentiel

Aux applications a et b sont associées les applications A : t — M, (K) et
B :t — M,:(K), ott, pour tout t € I, A(t) et B(t) sont les matrices de
a(t) et b(t) dans la base B. On appelle systeme différentiel 1’équation notée
X' = A(t)X + B(t) dont les inconnues X sont a valeurs dans M, ; (K).

® A est diagondlisable ou trigonalisable

Si A est diagonalisable ( resp trigonalisable ), 3P € GL,, (C) telle que PlAP =
T diagonale ( resp triangulaire supérieure). On effectue alors le changement
de fonction inconnue défini par:

Y=P'X<= X=PY
qui aboutit aux nouveaux systemes différentiels:
(Ly) Y' =TY + P7'B(t)
(H») Z'=TZ

On résout ces systemes par la méthode de la remontée.

@ A n’est pas trigonalisable

Si A n’est pas trigonalisable, dans ce cas K = R, alors on résout le systeme
différentiel avec le corps de base C puis on cherche les solutions réelles.

/* Le probléme de Cauchy

{ 2" +a(t) -z’ +b(t) -z = c(t)
x(to) = uo, 2'(to) = vo

admet une et une seule solution.

ou ty € I, up,vg € K

# Structure des solutions de (L) etde (/)

1. L'ensemble Sy des solutions de H est un sous-espace vectoriel de di-
mension 2 du K-espace vectoriel C?(1,K).

2. L'ensemble S}, des solutions de (L) est un sous-espace affine de C?(1, K)
de direction Sy.

@ Méthode de variation des constantes

Soit (hy, ho) une base de Sy : pour tout f € C%(1,K), il existe un unique couple
(u1,uz) d’applications de CYI,K) tel que: [ = uy.hy + ug.ho. Alors

uj.hy +ubhe =0
f solution de (L) <=
uih] +ubhy  =c

s

EQU-DIFF LINEAIRE D’ORDRE 2 (CONSTANT)

d’équation caractéristique (EC) :

# Propriété

Soit a,b, ¢ € K avec a # 0 et (H) I’équation différentielle

(H):  ay(t) +by' (1) + ey(t) = 0

ar?4+br4+c=0

1. Si (EC) possede des racines distinctes 71 ety , les solutions de I’équation
homogene (H) sont les fonctions définies par y(t) = Aje™! + Aae™! out
A, A2 €K

2. Si (EC) possede une racine double r, les solutions de 1’équation ho-
mogene (H) sont les fonctions définies par y(t) = (At + A2)e™ ou
A, A2 €K

r

EQUATION SCALAIRE D’ORDRE n )

Une équation différentielle scalaire linéaire d’ordre n définie sur I est toute équation
(BE): z™ + Z are™ = b, avecag, - ,an_1 : I — Ketb: I —s K continues, et

d’inconnue z : I — K fonction n fois dérivable. On a

Avec A =

/ Propriété

n—1
k=0

n—1
=™ 4 Z apae™ =be—= X' = AX + B
k=0

0 1 0 - 0

0
: ) ) 0 et B= 0
0 - v 0 1 b

—ag —Qn—1

e L'ensemble S; des solutions sur I de1’équation homogene (Ey) : 24
n—1
Z a,z™) = 0 est un sev de dimension n de I'espace C"(I,K).
k=0

e L'ensemble S des solutions sur I de I’équation compleéte (E) est un sous-
espace affine de C"(I,KK) de direction Sj.

# Propriété

Soit a,b, ¢ € R. Sil'équation ar? + br + ¢ = 0 posséde des racines distinctes

complexes conjuguées:
ptigetp—iq avec (p,q) € R x R*

Les solutions réelles sont les fonctions:

ol (a, B) € R?

r R — R
t +— (acos(qt) + Bsin(qt)) ePt

# Propriété

L'équation ay” +by’ +cy = P(t)e*" admet une solution particuliere de la forme
yp(t) = t™Q(t)e™ ou Q est une fonction polynomiale de méme degré que P

e Si o n’est pas solution de (EC), alors m = 0
e Si a est solution simple de (EC), alors m = 1
o Si « est solution double de (EC), alors m = 2

s
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LES FONCTIONS HOLOMORPHES

@: Définition. #: Résultat de cours. /*: Résultat pratique. T Astuce. @: Démarche. ®: Exemple classique. A: Attention. ®: Information

( CONTEXTE Y( FONCTIONS ANALYTIQUES ( PRINCIPE DES ZEROS ISOLES )
Qest t idede CetQ = {(z,y) € R? |z + iy € Q}. . .
° foestunouvertnon vide det-e {@) oty €0} {3 Fonctions analytiques {3 Définition
o Q est un ouvert non vide de R? f est dite analytique sur 2 si pour tout zy € Q il existe r > 0 et une série entiere Soit f € H() eta e Q.
e [ : 0 — C une fonction; Z ayz" de rayon de convergence R > r tels que 1. On dit que a est un zéro de f si f(a) = 0.
N N N n>0 -
e Onnote f l’applicaticin définie sur Q par f(z,y) = f(:'v +1iy) Ve € D20, 1), f(2) = JrZ: an(z — 20)" 2. Sznedié?:i){L\eifl?nf?jo;s(ilé de fsiaestun zéro de f et 3= > 0 tel que
e Onpose P: (z,y) € Q— Ref(x+iy)etQ: (z,y) € Q> Imf(zx + iy) n=0 ' '
On note O (2) I'ensemble des fonctions analytiques sur €2 PR 4 A 4
e Pour tout zg € Cetr € RT U {400}, on note @ v 4 P_"“clpe des zéros isolés ) . .
Propriété Si 2 est un ouvert connexe par arcs et f une fonction non identiquement nulle
D(z,7) ={2€C, |z— 2] <7} - piJr holomorphe sur Q alors les zéros de f sont isolés.
Soit f(z Z a, 2" la somme une série entiere dont le rayon de convergence
( FONCTIONS HOLOMORPHES ) = fe > Attention
R > 0etz € D(0,R). Alors la série entiere Z 7 20) ~———u" a un rayon de Le résultat est faux si I'ouvert n’est pas connexe par arcs. En effet, I’application
mn.

3 Définition
J(2) — f(z0)

zZ— 2

On dit que f est C-dérivable en zy € Q si hm existe dans C.
20

Auquel cas elle est notée f’(z)

# Propriété
|

Si f est C -dérivable en zy € Q alors f est continue en 2 .

n=0

convergence au moins égal a R — |z| etona

&)
f( Z f (NU _ ZO)”

|
mn.
n=0

Vz € D(z0,R—|20]),

Fonction holomorphe

Une fonction f : O — C est dite holomorphe, si elle est C-dérivable en tout
point de et si la fonction z — f’(z) est continue sur €.

La fonction z — f'(z) est alors appelée la dérivée de f, notée f'.

Propriété
H (2) I'ensemble des fonctions holomorphes sur (2. est une C-algebre

& —

« Propriété
On suppose que f est analytique sur Q. Alors :
1. f estholomorphe sur €.

2. f estinfiniment dérivable sur (2.
3. fadmet un développement de Taylor au voisinage de tout point z € .

n)
Z /! n(l~n) (2 — z)"

n=0

Vzo € Q,3r > 0,Vz € D(z0,7), f(2

# Conditions de Cauchy-Riemann
Soit f : @ — C une fonction. Les assertions suivantes sont équivalentes :

1. f estholomorphe sur .
2. f est différentiable de C! sur ( et vérifie I'équation d’Euler
of of

%(z,y) +267y

(z,y) =0.

3. Pet @ sontde classe C! sur () et elles vérifient les équations d’Euler

%u,y):%m et %@vy):*a(”)'

Propriété
On suppose que 2 est ouvert connexe par arcs et f holomorphe sur Q. Alors f
est constante sur 2 si et seulement si f* = 0 sur Q.

—%

# Analyticité des fonctions holomorphes
Si f est holomorphe sur Q, zy € Q et R > 0 tels que D (2

,R) C Q. Alors
1 0y —ind . .
1. a, = S fzo+re?)e df ne dépend pas du choix r € ]0, R[
0

2. La série entiere E anz™ aun rayon de convergence au moins égal a R,

n>0
§ an(z = 2)"

etonal'égalité Vz € D(z, R), f(2)

n=0
+oo
£ (2 n
Vz € D(z0,R), f(2) = Z %(l —z0)".
n=0
(n) 2m . )
V0 <r <R, VneN, fi('zo) - f(zo + ret)e~mtdt.
n! 2mrn Jo

f définie sur C \ {z € C/|z| = 1} par f(z) = 0si|z| < let f(z) = 1si|z] > 1
est holomorphe, non nulle et tous ses zéros sont non isolés.

# Corollaire

1. Soient £ un ouvert connexe par arcs, f et g deux fonctions analytiques
surQ.Si fg=0alors f =00oug=0sur.

2. Soient © un ouvert connexe par arcs, f, g et h trois fonctions analytiques
sur  avec h non identiquement nulle sur Q. Si fh = gh sur Q alors
[f=gsurQ.

@ Cest-a-dire (€2) est integre

®

Principe d’identification

Soient {2 un ouvert connexe par arcs, f et g holomorphes sur .
Si 3(2,) € QN a valeurs deux a deux distinctes et convergente dans 2 telle que
Vn €N, f(z,) = g(z,) alors f = gsur Q2.

]

Principe d’identification

Soient €2 un ouvert connexe par arcs, Z a,z" et Z b,z" deux séries entieres
n>0 n>0

de rayons de convergence non nuls et de sommes respectives f et g . Les

assertions suivantes sont équivalentes :

1. Vn € N a,, = b,.

2. Il existe une suite (z,) € C" de points deux a deux distincts qui tend vers
0 et telle que Vn € N, f(z,) = g(2n).

(

PRINCIPE DE PROLONGEMENT ANALYTIQUE h

# Holomorphie et séries entiéres

Soient Z a, 2" une série entiere de rayon de convergence R > 0 et de somme
n=0
f. Alors f est infiniment C -dérivable sur D(0, R) et on a

+00
k
= E k!C,,+ka,,+k2”

n=0

vk € N,Vz € D(0, R), f*)(2)

# Propriété
1. Soient f et g deux fonctions analytiques sur Q et A € C.
Alors f + g, \f et fg sont analytiques sur €. Si de plus, Vz € Q,g(2) # 0

alors 5 est analytique sur 2 .

2. Soit V un ouvert de C . Soit f et g deux fonctions analytiques sur 2 et V'
respectivement avec f(Q2) C V. Alors g o f, est analytique sur Q2.

# Théoréeme

Soit g une fonction holomorphr sur un ouvert non vide 2;; sil existe un ou-
vert connexe par arcs {2 contenant €2, et une fonction f holomorphe sur Q et
prolongeant g, alors f est unique

s
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