PROBLEME DE SOUTIEN ENONCE

AUTOMORPHISMES D’ALGEBRE DE M, (C)

Soit n € N tel que n > 2. On désigne dans la suite par M,, (C) 'algébre des matrices carrées d’ordre n a coefficients
complexes

Partie I: Automorphismes d’algébre de M, (C)

On se propose de montrer que les automorphismes d’algebre de M,, (C) sont les applications de la forme M —
PMP~!ou P € GL,(C).

On note (e;)1<ign la base canonique de C", que l'on identifie aux matrices colonnes & n lignes. On note E;; la
matrice définie par E;;(ex) = d;xe; pour tout k € [1,n].
Soit désormais ® un automorphisme de M,, (C). On pose F;; = ®(E;;).

1. Pour tout P € GL,(C), on définit fp : M,, (C) — M, (C) par fp : M — PMP~! . Montrer que fp est un
automorphisme de 1’algébre M., (C).

2. Simplifier E;;Eye. (Justifier.)
3. Montrer que Fi; est un projecteur non-nul. En déduire qu'il existe u; € C™ non nul tel que Fiy(u1) = uy.

4. On pose u; = F;1(u1) pour ¢ € [2,n]. Montrer que Fj;j(ui) = d;5u;. En déduire que (u;)1<ign est une base de
cn.

5. Soit P l'unique matrice telle que P(e;) = u;. Montrer & = fp.

Partie II: Automorphismes de M, (C) préservant GL,(C)

L’objectif de cette partie est de montrer quun endomorphisme f de lespace vectoriel M,, (C) stabilise GL,,(C)
si et seulement s’il préserve le rang. On rappelle que si M € M,, (C), alors xa(N\) = det(Al, — M), polyndome
caractéristique de M

Soit f € L(M,, (C)) qui stabilise GL,(C), c’est-a-dire, f(GL,(C)) C GL,(C).
1. Montrer que pour toutes A, B € GL,(C), ¢ : M — AM B stabilise GL,,(C).
2. Soit A € M,, (C) de rang r < n — 1.

. . I
(a) Montrer que A est équivalente a la matrice par blocs (8 6 ) .

(b) Montrer qu’il existe M € GL,,(C) telle que M — AA € GL,(C) pour tout A € C.
(c) Exprimer det(Af(A) — f(M)) en fonction de X f(ar)-14(a), polynome caractéristique de f(M)~'f(A). En
déduire Xf(M)—lf(A).
(d) Montrer que f(A) n’est pas inversible.
3. (a) Soit B € M,, (C), de polynéme caractéristique x 5. Montrer que si xp admet r racines distinctes z1, ..., 2,

alors il existe u,...,u, € C"\ {0} tels que pour tout i € [1,n], B(u;) = z;u;. Montrer que la famille
(u1, ..., u,-) est libre. Que peut-on dire de rgB ?

(b) Montrer qu'’il existe N € GL,,(C) telle que N — AA soit non inversible pour exactement r valeurs distinctes
de A.

(c) Montrer que pour tout A € M, (C), on argf(A4) > rg(A4).

4. Montrer que f préserve le rang.
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Partie I: Automorphismes d’algébre de M,,(C)

1. La linéarité vient de la linéarité de M — AM et M — MA. Comme M est de dimension finie, la bijectivité
équivaut a linjectivité. Or M € Ker® <& PMP~! =0 < M = 0 car P est inversible. Enfin ®(M)®(N) =
PMP 'PNP~'= PMNP~'=®(MN) et ®(I,) = PI,P~! = I,,. Donc ® est un automorphisme d’algébre.

2. On identifie une matrice et ’endomorphisme de M,, 1(C) qu’elle représente. Soit (e,)1<p<n la base canonique
de M, 1(C). Alors E;j;(ep,) = 0jpe;. Donc

EijEnep = Eij(Oiper) = dipEij(ex) = dipdjres = 051 Eulep).
Donc E;;Ey; et 0, E; coincident sur une base donc sont égaux.

3. Comme E?, = E41, on a
Fiy = ®(En) = ®(E}) = ®(En)? = Ffi.

Donc Fip est un projecteur. Il est non nul car Eq; est non nul et que ® est injective. Donc ImFy; # {0}. Donc
tout u; € ImFy; non nul vérifie Fi1(u1) = uy car Fyp est un projecteur.

Fij(ug) = FijFa(u) = @(Eij)®(Eg1)(u1)
Q(EijEr1)(w1) = ;5P (Ei)(u1) = 05 Fin(ur) = djxu;.

Il suffit de montrer que (u;)1<ign €st libre car elle est de cardinal n = dim C™. Soient Aq,.., A, € C tels que

n

Z Aiu; = 0. On applique Fy; :

i=1

0 = Flj(O) = Z)\ZFU(U‘Z) = Z)\Z5ﬂu1 = )\jul.
i=1 i=1

D’ou A; = 0 et ceci pour tout j € [1,n].

5. P est inversible car envoie une base sur une base. Il suffit de vérifier que ® et fp coincident sur la base
(Eij)lgi,jgn7 c’est—a—dire, pour tout k € ﬂl,n]], (I)(Elj)(uk) = fp(Ew)(uk) Or Fw(uk) = 05kU; et

fp(Eij)(ur) = (PE;;P~")P(er) = PEjjer = P(3jnei) = 6P (ei) = juus.

Partie II: Automorphismes de M, (C) préservant GL,(C)

1. GL,(C) étant stable par produit, A, B, M € GL,(C) implique que AMB € GL,(C). Comme M € GL,(C)
implique *M € GL,(C), M + A*M B stabilise aussi GL,,(C). (En fait, ce sont les seuls.)

I,
0 0
le cours a toute matrice de rang r, et en particulier a A.

2. (a) La matrice échelon ) est de rang r car posséde 7 lignes non nulles. Elle est donc équivalentes d’aprés

0 I.

(b) D’apreés la question précédente, il existe P,Q € GL,(C) telles que P (0 0

0 I
0 0
P(I, + A\J,)Q = PQ + A\A aussi ; M = PQ convient.

(c) Remarquons que f(M) € GL,(C) par hypothése d’ot1 I'existence de f(M)~!. Or

det(f(M) — Af(A)) = det(f(M))det(I, — Af(M)™" f(A)).

>QA. On note J, =

. Alors I, + A\J,. est inversible car est triangulaire supérieure avec des 1 sur la diagonale. D’ou

On suppose A # 0 :

dee( M) = M) = den(f(anaer (-3 (£007 1) - 31, ) )

(1A £ a0 (5)
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D’ou, en posant = 1/, pour tout  # 0 :

X170 (0) = (1" dee (D) & det (1) = 21()).
#0 70

#0 (question précédente)
Done X f(ar)-15(4) est un polynome de degré n qui n’admet aucune racine dans C*. Donc par le théoréme
fondamental de 1’Algebre, il admet 0 pour seule racine. Donc x f(ar)-15(a)(z) = (—1)"z".
On a bien str pour tout N € M,,(C), xn(0) = det(N —01,) = detN. D’ou d’aprés la question précédente,
detf(M)~1f(A) =0. Or det(f(M)~1) # 0. Donc detf(A) = 0, c’est-a-dire, f(A) n’est pas inversible.

Déja z est racine de xp < det(B — z1I,,) = 0 < dimKer(B — zI,,) > 1. D’ou existence de u # 0 tel que
B(u) = zu. Montrons que (u1,...,u,) est libre. Soient A1,...,\, € C tels que > ;_, A\;u; = 0. Alors pour
tout £ € N, on a

i=1 i=1

En notant Ly, ..., L, les polynomes de Lagrange associés a la famille (z1,. .., z,) (c’est-a-dire, L;(2x) = d;x),
et en écrivant L; dans la base canonique de C,_1[X], ona L; = S"p_ o x X*, done 3524 S20_ ) Moy pzbu; =

0, c’est-a-dire,
i=1

Comme u; # 0, on a A; = 0 et ceci pour tout j € [1,r]. (Remarque : on aurait aussi pu procéder par
récurrence.)

Parmi les z;, un au plus est nul. D’ou la famille (B(u;) = #u;)1<i<, compte au moins r — 1 vecteurs non
nuls qui sont dans ImB. D’ott rgB > n — 1.

1
1/2
Soit Uy = . e M, (C)et U = (

1/r
rang n sauf si A € [1,7]. Comme U est de rang r, il existe P/, Q" € GL,(C) tels que P’'UQR" = A. On pose
N = P'Q'. On a bien P'(I,, — \U)Q' = N — AA inversible pour A € [[1,7].
On pose B = f(N)~1f(A). Comme f(N)~! € GL,(C), il suffit de montrer que rg(B) > r = rg(A).
Comme précédemment, pour A # 0, on a

Uy 0

0 0 ) € M,,_.(C). La matrice I, — AU est de

det(F(N) = M(A)) = (—1)"\"det(F(N))x o)1 50 (1) .

A
Donc en particulier, x ¢(n)-1¢(4) admet pour racines 1,1/2,...,1/r. D’apés la question précédente, il existe
u1,...,u € C" tels que B(u;) = %uj et donc la famille (u;); est libre dans ImB car ici z; # 0. D’ou
rgB > r.

4. Comme rgf(A) > rgA pour toute A, rgA > 1 = rgf(A) > 1, c’est-a-dire, f(A) est non nul. Donc f est
injective, donc bijective car M est de dimension finie. Or d’apreés la question 2, f stabilise M \ GL,(C). Donc
f~1 stabilise GL,,(C). Donc pour toute A € M, rgf~(A) > rgA et donc

rgA =rgf(f'(A)) > rgf(A).

Dot rgA =rgf(A).
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