
Problème de mathématiques Enoncé

Les classiques de la réduction

n désigne un entier > 2, K = R ou C et E un K-espace vectoriel de dimension n

Problème 1: Le polynôme caractéristique de AB et BA

Soient A,B ∈Mn(C). On désire établir l’égalité des polynômes caractéristiques : χAB = χBA

1. Établir l’égalité quand A ∈ GLn(C).

2. On note Jr =

(
Ir 0

0 0

)
.

(a) Montrer que χJrB = χBJr . Indication : Écrire B par bloc

(b) Déduire que χAB = χBA

3. On considère les matrices carrées d’ordre 2n définies comme suit

M =

(
BA −B
0 0

)
, N =

(
0 −B
0 AB

)
et P =

(
In 0

A In

)
(a) Montrer que P est inversible et vérifier que MP = PN

(b) Déduire que χAB = χBA

4. Application : Soit A ∈Mn(C). Montrer χAA ∈ R [X].

Problème 2: Diagonalisation simultanée

Soit u et v deux endomorphismes diagonalisables de E qui commutent.

1. Justifier que les sous-espaces propres de u sont stables par v

2. Montrer que l’endomorphisme induit vλ par v sur chaque sous-espace propre Eλ(u) de u est diagonalisable

3. En déduire que u et v sont diagonalisables dans une même base

4. Application : On donne les matrices suivantes A =

 1 1 −1

1 1 −1

−1 −1 1

 et B =

 2 1 −1

−2 5 −1

−4 2 2

.

Montrer que A et B sont diagonalisables au moyen d’une même matrice de passage et déterminer cette matrice
de passage

5. Généralisation : Soit , u1, . . . , um une famille d’endomorphismes diagonalisables de E commutant deux à deux.
Montrer qu’il existe une base de E diagonalisant tous les ui.

Problème 3: Racines carrées d’une matrice

Soit A ∈Mn (R), on appelle une racine carrée de A toue matrice R ∈Mn (R) vérifiant R2 = A.
On suppose que la matrice A ∈Mn(R) admet n valeurs propres réelles λ1 < λ2 < · · · < λn.

1. Justifier l’existence d’une matrice P ∈Mn(R) inversible telle que A = PDP−1 où D = diag(λ1, λ2, . . . , λn), puis
montrer que R est une racine carrée de A, si et seulement si la matrice S = P−1RP est une racine carrée de D.

2. Soit S une racine carrée de D.

(a) Montrer que DS = SD. En déduire que la matrice S est diagonale.

(b) On note alors S = diag(s1, . . . , sn). Que vaut s2i lorsque i ∈ {1, . . . , n} ?
(c) Que peut-on dire de Rac(A) si A admet une valeur propre strictement négative ?

(d) Si on suppose toutes les valeurs propres de A positives ou nulles, déterminer les racines carrées de la matrice
D. On pourra poser εi ∈ {−1,+1} pour i ∈ {1, . . . , n}.
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3. Ecrire toutes les racines carrées de A à l’aide de la matrice P . Combien de racines carrées A admet-elle ? (On
discutera selon le signe des valeurs propres de A).

4. Application : Ecrire toutes les racines carrées de A =

11 −5 5

−5 3 −3

5 −3 3

 à l’aide de la matrice P que l’on

déterminera.

Extrait: CCP-Math2-MP-2005

Problème 4: Racines carrées de la matrice nulle

On cherche à déterminer les racines carrées de la matrice nulle.
Soit R ∈Mn(R), une matrice carrée de la matrice nulle. Soit f l’endomorphisme de Rn dont R est la matrice dans la
base canonique de Rn. On note r le rang de f .

1. Comparer Im(f) et Ker(f) puis montrer que r 6
n

2
.

2. On suppose f non nul, donc r > 1. Soit (e1, . . . , er) une base de Im(f) que l’on complète avec (er+1, . . . , en−r)

pour former une base de Ker(f). Pour i ∈ {1, . . . , r}, on note ui le vecteur tel que f(ui) = ei.
Montrer que la famille B = (e1, . . . , en−r, u1, . . . , ur) est une base de Rn

3. Écrire la matrice de f dans la base B. On notera Mr cette matrice.

4. Déterminer les racines carrées dans Mn(R) de la matrice nulle.

5. Application : Déterminer dans M4(R), les racines carrées de la matrice nulle.

Extrait: CCP-Math2-MP-2005

Problème 5: Racines carrées de In

Soit R une racine carrée de l’unité In.

1. Vérifier que R est une matrice inversible.

2. Montrer que R est semblable à une matrice diagonale que l’on décrira.

3. Déterminer les racines carrées de l’unité In. On pourra poser εi ∈ {+1,−1} pour i ∈ {1, . . . , n}.

Extrait: CCP-Math2-MP-2005

Problème 6: Le produit de Kronecker

Pour A = (ai,j) ∈Mn(C) et B = (bi,j) ∈Mn(C), on définit A⊗B ∈Mn2(C) par

A⊗B =

 a1,1B · · · a1,nB
...

...
an,1B · · · an,nB


1. Montrer que si A,A′, B,B′ ∈Mn(C) alors (A⊗B)(A′ ⊗B′) = (AA′)⊗ (BB′).

2. En déduire que A⊗B est inversible si, et seulement si, A et B sont inversibles.

3. Déterminer le spectre de A⊗B.

4. En déduire le polynôme caractéristique, la trace et le déterminant de A⊗B.
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Extrait: CCP-MP

Problème 7: Les matrices du rang 1

Soit A ∈Mn (K) telle que rg(A) = 1

1. Montrer l’existence de deux vecteurs non nuls U et V de Kn telles que A = U tV

2. Montrer que A2 = tr(A)A et déduire πA.

3. En déduire que A est diagonalisable si, et seulement si, tr(A) 6= 0

4. Montrer que si tr(A) 6= 0, alors A est semblable dans Mn (R) à la matrice diagonale diag (0, . . . , 0, tr(A))

5. On suppose que tr(A) = 0 et on désigne par f l’endomorphisme de Mn,1 (K) canoniquement associé à A.

(a) Montrer que U ∈ Ker(f) et justifier l’existence d’une base de Ker(f) de la forme (E1, . . . , En−2, U).

(b) Soit W =
1

tV V
V . Montrer que (E1, . . . , En−2, U,W ) est une base de Mn,1 (K) et écrire la matrice de f

dans cette base.

(c) En déduire que deux matrices de rang 1 et de trace nulle sont semblables dans Mn (K).

Extrait: CNC-Maths2-TSI-2007

Problème 8: Matrice stochastique

On dit qu’une matrice A = (ai,j)16i,j6n ∈Mn(R) est strictement stochastique lorsque

∀(i, j) ∈ [|1, n|]2, ai,j > 0 (1)

∀i ∈ [|1, n|],
n∑
j=1

ai,j = 1 (2)

Soit A = (ai,j)16i,j6n ∈Mn(R) est strictement stochastique

1. Soit U =

1
...
1

 ∈ Mn,1(R) le vecteur colonne dont tous les coefficients valent 1. Calculer AU et en déduire que

1 est valeur propre de A.

2. (a) Soient une matrice B = (bi,j)16i,j6n ∈ Mn(C) telle que det(B) = 0 et un vecteur colonne X =

x1...
xn

 ∈
Mn,1(C), X 6= 0, tel que BX = 0. Soit k ∈ [|1, n|] tel que |xk| = max{|xi|, i ∈ [|1, n|]}. Justifier l’inégalité

|bk,k| 6
n∑
j=1
j 6=k

|bk,j |

(b) Soit λ ∈ SpC(A). En appliquant ?? à la matrice B = A− λIn, montrer que |ak,k − λ| 6 1− ak,k, où k est
l’entier défini en ??. En déduire |λ| 6 1.

(c) On suppose que λ ∈ SpC(A) vérifie |λ| = 1 et on note λ = eiθ avec θ ∈ R. Déduire de l’inégalité |ak,k−eiθ| 6
1− ak,k de ?? que cos(θ) = 1, puis en déduire λ.

3. (a) Montrer que 1 ∈ SpC(tA). En comparant le rang de A− In et celui de tA− In, montrer que les sous-espaces
E1(A) et E1(tA) ont même dimension.

elamdaoui@gmail.com 3 www.elamdaoui.com



Problème de mathématiques Enoncé

Les classiques de la réduction

(b) Soit V =

v1...
vn

 ∈ Mn,1(C), V 6= 0, tel que tAV = V . Montrer que pour tout i ∈ [|1, n|], on a |vi| 6

n∑
j=1

aj,i|vj |. En calculant
n∑
i=1

|vi|, montrer que toutes ces inégalités sont en fait des égalités.

On note |V | =

|v1|...
|vn|

. Montrer que tA|V | = |V |, puis que pour tout i ∈ [|1, n|], on a |vi| > 0.

(c) Soient X =

x1...
xn

 et Y =

y1...
yn

 des matrices non nulles de Mn,1(C) qui appartiennent à E1(tA). En

considérant la matrice X − x1
y1
Y , déterminer la dimension de E1(tA). Justifier qu’il existe un vecteur

unique Ω =

ω1

...
ωn

 qui engendre E1(tA), tel que pour tout i ∈ [|1, n|], on ait ωi > 0 et
n∑
i=1

ωi = 1.

Montrer que, pour tout i ∈ [|1, n|], on a
n∑
j=1

aj,iωj = ωi.

(d) Bilan des propriétés spectrales de A et de tA.
Citer les propriétés des vecteurs propres et des sous-espaces propres de A et de tA qui ont été démontrées
dans les questions précédentes

4. A l’aide la matrice Ω =

ω1

...
ωn

 définie en ??, on considère l’application N définie deMn,1(C) dans R par

∀X =

x1...
xn

 , N(X) =

n∑
i=1

ωi|xi|

Montrer que N est une norme sur Mn,1(C). Montrer que pour tout X ∈ Mn,1(C) on a N(AX) 6 N(X).
Retrouver le résultat de ?? : pour tout λ ∈ SpC(A), |λ| 6 1.

5. A l’aide la matrice colonne Ω =

ω1

...
ωn

, on considère la forme linéaire Φ : Mn,1(C)→ C définie par

∀X =

x1...
xn

 , Φ(X) =

n∑
i=1

ωixi

On note Ker(Φ) le noyau de Φ.

(a) Montrer que pour tout X ∈Mn,1(C) on a Φ(AX) = Φ(X).

(b) Justifier queMn,1(C) = E1(A)⊕Ker(Φ).

(c) Soit X ∈ Eλ(A) avec λ 6= 1. Montrer que X ∈ Ker(Φ).

(d) En utilisant les résultats précédents, déterminer l’ordre de multiplicité de la la valeur propre 1 de la matrice
A.

Extrait: CCP-PSI-2012
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Problème 9: Commutant

Ici K = C des nombres complexes.
Soit u ∈ L(E). On appelle commutant de u l’ensemble C(u) des endomorphismes qui commutent avec u ; on a :

C(u) = {v ∈ L(E), u ◦ v = v ◦ u} .

On suppose l’endomorphisme u diagonalisable.
Soient p ∈ N∗ et (λ1, λ2, . . ., λp) ∈ Cp ses valeurs propres. On a :

E =
⊕

16i6p

Eλi(u).

On pose ni = dimEλi(u) pour 1 6 i 6 p.
Soit B une base de E. On rappelle que la base B est dite adaptée à la somme directe E =

⊕
16i6p

Eλi(u) s’il

existe pour chaque entier i compris entre 1 et p, une base (ei1, . . ., e
i
ni) du sous-espace vectoriel Eλi(u) telle que

B =
(
e11, . . ., e

1
n1
, e21, . . ., e

2
n2
, . . ., ep1, . . ., e

p
np

)
.

1. Montrer que si v ∈ C(u) alors les sous-espaces Eλi(u) sont stables par v.

2. Pour tout entier i compris entre 1 et p, on note ui l’endomorphisme de Eλi(u) induit par u. Que peut-on dire
de ui ?

3. En déduire que v ∈ C(u) si et seulement si, sur une base B adaptée à la somme directe E =
⊕

16i6p

Eλi(u) :

Mat(v,B) =



V1 0 · · · · · · 0

0 V2
. . .

...
...

. . . . . . . . .
...

...
. . . . . . 0

0 · · · · · · 0 Vp


avec Vi ∈Mni(C) pour 1 6 i 6 p.

4. Montrer que dim C(u) =
∑

16i6p

n2i .

5. Montrer que si u est diagonalisable, alors dim C(u) > n.

6. Montrer qu’il existe u ∈ L(E) diagonalisable tel que dim C(u) = n.

7. Déterminons les matrices qui commutent avec A =

 2 −1 1

−1 2 −1

1 −1 2


Extrait: MATHS 3 de E3A - 2002 - Filière MP

Problème 10: Crochet de Lie

Soit A est une matrice quelconque deMn(R). On note φA l’application deMn(R) dansMn(R) définie par :

φA(M) = AM −MA

On note βc = (e1, . . . , en) la base canonique de Rn.
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1. On suppose dans cette question que A est diagonalisable.
On note β = (c1, . . . , cn) une base de vecteurs propres de u (défini au début du problème) et, pour tout entier i
tel que 1 6 i 6 n, λi la valeur propre associée au vecteur ci. On note alors P la matrice de passage de la base

βc à la base β et D =


λ1 0 . . . 0

0
. . . . . .

...
...

. . . . . . 0

0 . . . 0 λn

.

Enfin, pour tout couple (i, j) d’entiers tels que 1 6 i 6 n et 1 6 j 6 n, on pose :

Bi,j = PEi,jP
−1

(a) Exprimer, pour tout couple (i, j), la matrice DEi,j −Ei,jD en fonction de la matrice Ei,j et des réels λi et
λj .

(b) Démontrer que, pour tout couple (i, j), Bi,j est un vecteur propre de φA.

(c) En déduire que φA est diagonalisable.

On suppose dans la suite que φA est diagonalisable en tant qu’endomorphisme de Mn(R) et on note
(Pi,j)16i6n

16j6n
une base de vecteurs propres de φA et, pour tout couple (i, j), λi,j la valeur propre associée

à Pi,j.

2. Dans cette question, on considère A comme une matrice à coefficients complexes (A ∈Mn(R) ⊂Mn(C)) et φA
comme un endomorphisme deMn(C) (défini par φA(M) = AM −MA pour tout M ∈Mn(C)).

(a) Justifier que toutes les valeurs propres de φA sont réelles.

(b) Soit z ∈ C. Justifier que si z est une valeur propre de A, alors z est aussi une valeur propre de tA.

(c) Soit z ∈ C. On suppose que z et z sont deux valeurs propres de la matriceA. On considère alorsX ∈Mn,1(C)

(X 6= 0) et Y ∈Mn,1(C) (Y 6= 0) tels que AX = zX et tAY = zY .
En calculant φA

(
XtY

)
, démontrer que z − z est une valeur propre de φA.

3. En déduire que la matrice A a au moins une valeur propre réelle.
On note λ une valeur propre réelle de A et X ∈Mn,1(R) (X 6= 0) une matrice colonne telle que AX = λX.

4. Démontrer que, pour tout couple (i, j), on a : APi,jX = (λ+ λi,j)Pi,jX.

5. Montrer que pour X ∈Mn,1 (R) \ {0}, l’application linéaire Mn (R) −→Mn,1 (R), M 7−→MX est surjective

6. En déduire que A est diagonalisable.

Extrait: CCP-MP-2012

Problème 11: Translations

Soient A et B deux éléments de Mn (K) ; on considère l’application, notée ΦA,B , suivante

ΦA,B :

{
Mn (K) −→ Mn (K)

X 7−→ AX +XB

1. Soit V un vecteur propre de A associé à la valeur propre a et W un vecteur propre de tB associé à la valeur
propre b. Montrer que la matrice V tW est un vecteur propre de ΦA,B ; à quelle valeur propre est-il associé ?

2. Soit λ une valeur propre de ΦA,B et Y ∈Mn (K) un vecteur propre associé.

(a) Montrer que pour tout entier naturel k, AkY = Y (λIn −B)
k

(b) En déduire que pour tout polynôme P , à coefficients dans K, P (A)Y = Y P (λIn −B).

(c) On suppose que le polynôme caractéristique χA de A est scindé sur K et s’écrit

χA =
∏

µ∈SpK(A)

(X − µ)
mµ
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i. Montrer que Y χA (λIn −B) = 0 et en déduire que la matrice χA (λIn −B) n’est pas inversible.

ii. En déduire qu’il existe a ∈ SpK (A) tel que la matrice (λ− a) In −B ne soit pas inversible.

3. Conclure que si le polynôme χA est scindé sur K alors SpK (ΦA,B) = SpK (A) + SpK (B)

4. Soient (Y1, · · · , Yp) une famille libre deMn,1 (K) et Z1, · · · , Zp des vecteurs arbitraires deMn,1 (K). Montrer que

l’égalité
p∑
i=1

Yi
tZi = 0 a lieu si et seulement si les vecteurs Z1, · · · , Zp sont tous nuls.

5. On suppose ici que les matrices A et B sont diagonalisables dans Mn (K) et on désigne par (U1, · · · , Un) et
(W1, · · · ,Wn) des bases respectives de vecteurs propres de A et tB. En considérant la famille

(
Ui

tWj

)
16i,j6n

,
montrer que l’endomorphisme ΦA,B est diagonalisable.

Extrait: CNC-Math II-2006

Problème 12: Matrices réelles d’ordre 3 vérifiant A3 +A = 0

Soit A une matrice réelle d’ordre 3 telle que A 6= 0 et A3 +A = 0. On note E le R-espace vectoriel R3,B = (e1, e2, e3)

la base canonique de E et u l’endomorphisme de E dont la matrice relativement à la base B est A.

1. Vérifier que u3 + u = 0 et que u n’est pas l’endomorphisme nul.

2. (a) On suppose que u est injectif ; montrer que u2 = −idE et trouver une contradiction.

(b) Justifier alors que dimKeru ∈ {1, 2}.
3. Montrer que E est somme directe des sous-espaces vectoriels Keru et Ker(u2 +idE). Quelles sont alors les valeurs

possibles de la dimension du sous-espace vectoriel Ker(u2 + idE) ?

4. On pose F = Ker(u2 + idE)

(a) Vérifier que F est stable par u. On note v l’endomorphisme induit par u sur F .

(b) Vérifier que v2 = −idF .

(c) Préciser le déterminant de v2 en fonction de la dimension de F et en déduire que dimF = 2.

(d) Montrer que l’endomorphisme v n’a aucune valeur propre réelle.

5. On considère un vecteur e′1 non nul de Keru, un vecteur e′2 non nul de F et on pose e′3 = u(e′2).

(a) Montrer que la famille (e′2, e
′
3) d’éléments de F est libre.

(b) Montrer que la famille B′ = (e′1, e
′
2, e
′
3) est une base de E et écrire la matrice B de u dans cette base.

(c) Que peut-on alors dire des matrices A et B ?

Extrait: CNC-PSI-2006

Problème 13: Sous-espace caractéristique

On considère une matrice A de Mn(C) et on note f l’endomorphisme de Cn canoniquement associé. Le polynôme
caractéristique de A est noté P et les valeurs propres complexes distinctes de A sont notées λ1, λ2, · · · , λr. Pour tout
i ∈ [[1, r]], on note :

• mi est l’ordre de multiplicité de la valeur propre λi, c’est à dire l’ordre de multiplicité de la racine λi du polynôme
P .

• Pi le polynôme défini par Pi(X) = (X − λi)mi .
• Fi le sous espace vectoriel de Cn défini par Fi = Ker((f − λiIdCn)mi).

*** *** ***
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1. Montrer que les sous-espaces vectoriels Fi sont stables par f . On note fi l’endomorphisme de Fi obtenu par
restriction de f à Fi

2. Montrer que Cn =

r⊕
i=1

Fi.

3. Exprimer le polynôme caractéristique de f à l’aide de ceux de fi
4. Justifier que Pi est un polynôme annulateur de fi et déduire le polynôme caractéristique de fi à l’aide de
dk = dimFk

5. Montrer que Pi est le polynôme caractéristique de fi, puis comparer dimFi et la multiplicité mi

Extrait: Naval-1989

Problème 14: Endomorphismes cyclique

Soit f un endomorphisme cyclique de E, c’est-à-dire il existe un vecteur x0 de E tel que : E = Vect
(
fk(x0) | k ∈ N)

)
1. Une base adaptée de E

On désigne par m le plus grand nombre entier naturel tel que :
(x0, f(x0), f2(x0), . . ., fm−1(x0)) est libre et (x0, f(x0), f2(x0), . . ., fm(x0)) est liée.

(a) Justifier l’existence d’un tel nombre entier naturel m, puis montrer par récurrence sur k que les vecteurs
fm+k(x0) appartiennent à Vect

(
x0, f(x0), f2(x0), . . ., fm−1(x0)

)
.

(b) En déduire que la famille (x0, f(x0), f2(x0), . . ., fm−1(x0)) est une base de E, puis que m = n.

Dans toute la suite de ce problème, on convient de poser fn(x0) =

n−1∑
k=1

pkf
k(x0) et on désigne alors par P

le polynôme de K[X] défini par P (X) = Xn −
n−1∑
k=1

pkX
k

2. Matrice et polynôme annulateur de f
(a) Écrire la matrice M de f dans la base (x0, f(x0), f2(x0), . . ., fn−1(x0)).

(b) Montrer que les n endomorphismes Id, f , f2, . . ., fn−1 sont indépendants, puis en déduire qu’il n’existe
aucun polynôme Q non nul de degré strictement inférieur à n tel que Q(f) = 0.

(c) Déterminer l’image par l’endomorphisme P (f) = fn−
n−1∑
k=0

pkf
k des vecteurs de la base (x0, f(x0), f2(x0), . . ., fn−1(x0)),

puis en déduire que P (f) = 0.
3. Caractérisation des endomorphismes cycliques diagonalisables

(a) On considère une valeur propre λ de f et un vecteur propre associé x.
Calculer fk(x) pour k ∈ N et en déduire que P (λ) = 0.

(b) On considère une valeur propre λ de f . Déterminer le rang de l’endomorphisme f − λIdCn à l’aide de sa
matrice, puis en déduire la dimension du sous-espace propre associé à λ.

(c) Établir que l’endomorphisme cyclique f est diagonalisable si et seulement s’il possède n valeurs propres
distinctes.

4. Étude du commutant de f lorsque f est cyclique
(a) Montrer que le commutant C(f) = {g ∈ L(Cn) | g ◦ f = f ◦ g} est une sous-algèbre de L(Cn).

(b) Soient deux endomorphismes u et v appartenant à C(f).
Montrer, si u(x0) = v(x0), que u = v.

(c) Soit g un endomorphisme pour lequel on pose g(x0) =

n−1∑
k=0

akf
k(x0).

Montrer que si g appartient à C(f) alors g =

n−1∑
k=0

akf
k.
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(d) En déduire que le commutant C(f) est de dimension n et démontrer qu’il admet pour base (IdCn , f, f
2, . . ., fn−1).

Extrait: Epreuve commun-EPITA

Problème 15: Polynôme minimal en un vecteur

— E désigne un K−espace vectoriel de dimension finie n > 2 , ( K = R ou C ) et f ∈ LK (E)

— πf le polynôme minimal de f

— K [f ] = {P (f) /P ∈ K [X]}
— Pour x ∈ E , on pose Ix = {P ∈ K [X] / P (f) (x) = 0} et Ex = Ef (x) = { P (f) (x) / ∈ K [X]}

*** *** ***

1. Soit x ∈ E. Montrer qu’il existe un unique polynôme unitaire πx ∈ K [X] tel que : Ix = (πx) = πxK [X]

2. On pose k = deg (πf ) et r = deg (πx)

(a) Vérifier que r 6 k

(b) Montrer que Ex est un sous-espace vectoriel de E

(c) Montrer que dimEx = r et en donner une base

(d) Montrer que K [f ] est une sous-algèbre de L (E) et en donner une base

3. Soient x1 et x2 de deux éléments de E

(a) On suppose que Ex1
∩ Ex2

= {0} , montrer que πx1+x2
= ppcm (πx1

, πx2
)

(b) On suppose que πx1
et πx2

sont premiers entre eux . Montrer que Ex1+x2
= Ex1

⊕ Ex2

4. Soient x1, x2, ..., xp des vecteurs de E

(a) On suppose que Ex1
, Ex2

, ...., Exp sont en somme directe . Montrer que :

πx1+x2+...+xp = ppcm
(
πx1 , πx2 , .., πxp

)
(b) On suppose que πx1 , πx2 , ...., πxp sont deux à deux premiers entre eux . Montrer que :

Ex1+x2+...+xp = Ex1
⊕ Ex2

⊕ ...⊕ Exp

5. Soit P un facteur irréductible de πf de multiplicité α

(a) Soit x ∈ Ker (Pα (f)) . Montrer qu’il existe un entier αx 6 α tel que : πx = Pαx

(b) En déduire qu’il existe x ∈ Ker (Pα (f)) tel que πx = Pα

Indication : On pourra raisonner par l’absurde en supposant que ∀x ∈ Ker (Pα (f)) , αx < α

6. En déduire qu’il existe x ∈ E tel que : πx = πf

Extrait: Concours Commun 1996-ENTPE, ENSG, ENTM, ENSTIMD
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Problème 1: Le polynôme caractéristique de AB et BA

1. Les deux matrices XIn −AB et XIn −BA sont semblables

2. (a) On écrit B =

(
C D

E F

)
avec C matrice carrée d’ordre r. Alors, par un produit matriciel par blocs, on

obtient

BJr =

(
C 0

E 0

)
et JrB =

(
C D

0 0

)
Les matrices XIn −BJr et XIn − JrB sont triangulaires par blocs, alors

χBJr (X) = det (XIn −BJr)

=

∣∣∣∣XIr − C 0

−E XIn−r

∣∣∣∣ = Xn−rχC(X)

et

χJrB(X) = det (XIn − JrB)

=

∣∣∣∣XIr − C −D
0 XIn−r

∣∣∣∣ = Xn−rχC(X)

D’où l’égalité

(b) Dans le cas général, on peut écrire A = QJrP avec r = rg(A) et P,Q inversibles.

χAB(X) = χQ−1ABQ(X) = χJrPBQ(X)

donc
χAB(X) = χPBQJr (X) = χBQJrP (X) = XpχBA(X)

3. On note M =

(
BA −B
0 0

)
, N =

(
0 −B
0 AB

)
et P =

(
In 0

A In

)
(a) On a det (P ) = 1, donc P est inversible. Par un produit matriciel par blocs

MP =

(
BA −B
0 0

)(
In 0

A In

)
=

(
0 −B
0 0

)
et

PN =

(
In 0

A In

)(
0 −B
0 AB

)
=

(
0 −B
0 0

)
(b) M et N sont semblables, donc elles ont le même déterminant. Et puisque

χM (X) = det (XI2n −M)

=

∣∣∣∣XIn −BA B

0 XIn

∣∣∣∣ = XnχBA(X)

et

χN (X) = det (XI2n −N)

=

∣∣∣∣XIn B

0 XIn −AB

∣∣∣∣ = XnχAB(X)

Donc XnχAB(X) = XnχBA(X), puis χAB = χBA

4. Application : On a χAA(X) = det
(
XIn −AA

)
, donc en conjuguant

χAA (X) = det
(
XIn −AA

)
= χAA (X)

Or pour A,B ∈Mn (C) , χAB = χBA, on obtient donc χAA = χAA et par conséquent χAA ∈ R [X]
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Problème 2: Diagonalisation simultanée

1. u et v commutent, alors les sous-espaces propres de l’un sont stables par l’autre

2. L’endomorphisme induit d’un endomorphisme diagonalisable est diagonalisable

3. Posons Sp (u) = {λ1, · · · , λp}, mi l’ordre de multiplicité de λi, Ei = Ker (u− λiIdE), Bi base de Ei et B =
p
∪
i=1
Bi

base adaptée à la décomposition E =
p⊕
i=1

Ei. Alors

MatB(u) =


λ1Im1

(0)

λ2Im2

. . .
(0) λpImp


Or pour tout i ∈ [[1, p]], l’endomorphisme vλi est diagonalisable, donc il existe une base Ci de Ei pour laquelle
Di = MatCi (vλi) est diagonale. Soit finalement C =

p
∪
i=1
Ci, alors MatC(u) = MatB(u) et

MatC(v) =


D1 (0)

D2

. . .
(0) Dp


ce qui montre que C est une base de diagonalisation de u et v.

4. Soit u et v respectivement les endomorphismes de R3 canoniquement associés à A et B.

— On a AB = BA =

 4 4 −4

4 4 −4

−4 −4 4

, donc uv = vu

— χA = X2 (X − 3) est scindé et dimE0(A) = 3− rg(A) = 2 = m(0), donc u est diagonalisable

— χB = (X − 1)(X − 4)2 est scindé et dimE4(B) = 3− rg(B − 4I3) = 2 = m(4), donc v est diagonalisable

D’après ce qui précède u et v sont codiagonalisables

— On a E0(u) = Vect (c1 = (−1, 1, 0), c2 = (1, 0, 1)) et E3(u) = Vect (c3 = (−1,−1, 1))

— v(c1) = 7c1 + 6c2, v(c2) = −3c1 − 2c2 et v(c3) = 4c3, donc

Mat
C

(v) =

 7 −3 0

6 −2 0

0 0 4

 où C = (c1, c2, c3)

On note v0 la restriction de v sur E0(u), alors Mat
(c1,c2)

(v0) =

(
7 −3

6 −2

)
de polynôme caractéristique χv0 =

X2 − 5X + 4 = (X − 1)(X − 4). Les sous-espaces propres de v0 sont E1(v0) = Vect(c1 + 2c2 = (1, 1, 2)) et
E4(v0) = Vect(c1 + c2 = (0, 1, 1))

— Soit v1 = (1, 1, 2), v2 = (0, 1, 1) et v3 = (−1,−1, 1). On a bien (v1, v2, v3) est une base et

Mat
(v1,v2,v3)

(u) =

0 0 0

0 0 0

0 0 3

 et Mat
(v1,v2,v3)

(v) =

1 0 0

0 4 0

0 0 4



En notant P =

1 0 −1

1 1 −1

2 1 1

, alors P−1AP = diag (0, 0, 3) et P−1BP = diag (1, 4, 4)
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5. On procède par récurrence sur m. Précisément, on prouve pour m > 1 la propriété suivante :

Pm : Pour tout K-espace vectoriel E de dimension finie, pour toute famille de m endomorphismes de
E, u1, . . . , um, diagonalisables et commutant deux à deux, il existe une base diagonalisant tous les ui.

La propriété est vraie pour m = 1. Supposons qu’elle est vraie pour m − 1, et prouvons-la au rang m. Soit λ
une valeur propre de u1, et Eλ le sous-espace propre associé. Alors Eλ = Ker(u − λIE) est stable par chaque
ui, pour i > 2, puisque ui commute avec u1. Notons vi,λ la restriction de ui à Eλ. Alors on a une famille
de m − 1 endomorphismes de Eλ, v2,λ, . . . , vm,λ qui commutent, et qui sont diagonalisables (rappelons que la
restriction d’un endomorphisme diagonalisable à un sous-espace stable reste diagonalisable). Par l’hypothèse de
récurrence, il existe une base Bλ de Eλ qui diagonalise chaque vi,λ, pour i > 2. Elle diagonalise aussi v1,λ puisque
v1,λ = λIEλ . Il suffit alors de réunir les bases Bλ, pour λ décrivant l’ensemble des valeurs propres de u1, pour
obtenir une base de E qui diagonalise tous les ui.

Problème 3: Racines carrées d’une matrice

1. Les sous espaces propres Eλi(A) sont de dimension > 1 et en somme directe. Leur somme a donc une dimension
au moins égale à n. Comme elle est incluse dans Rn, sa dimension est en réalité égale à n et chaque Eλi(A) a
une dimension égale à 1. Notons (fi) une base de Eλi(A). La famille (f1, . . . , fn) est une base de Rn. Si P est
la matrice de la base canonique de Rn aux fi alors P−1AP est la matrice dans la base (fi) de l’endomorphisme
canoniquement associé à A. Par choix des fi, cette matrice est diag(λ1, . . . , λn) et on a donc

A = PDP−1 avec D = diag(λ1, . . . , λn)

Soit R ∈Mn(R) et S = P−1RP . On a R2 = A si et seulement si P−1R2P = D (il y a équivalence car on revient
en arrière en multipliant par P à gauche et P−1 à droite) c’est à dire S2 = D. On peut donc écrire

Rac(A) = P.Rac(D).P−1

2. (a) On a SD = S3 = DS. On fait le produit matriciel pour obtenir

∀i, j, Si,jλj =

n∑
k=1

Si,kDk,j =

n∑
k=1

Di,kSk,j = λiSi,j

Les λk étant deux à deux distincts, on a donc

∀i 6= j, Si,j = 0

et S est diagonale.

(b) On a alors S2 = diag(s21, . . . , s
2
n). Comme S2 = D, on a donc

∀i, s2i = λi

(c) Si il existe un i tel que λi < 0, les relations précédentes sont impossible et donc

Rac(A) = ∅

(d) Si tous les λi sont positifs, on vient de voir que

Rac(D) ⊂ {diag(ε1
√
λ1, . . . , εn

√
λn)/ ∀i, εi = ±1}

Réciproquement, si S = diag(ε1
√
λ1, . . . , εn

√
λn) (où εi = ±1) alors S2 = D. L’inclusion ci-dessus est une

égalité.

3. L’application M 7→ P−1MP est une bijection de Rac(A) dans Rac(D).

— Si λ1 < 0, on a vu en 2.d que Rac(A) = ∅. Il n’y a donc pas de racine carrée pour A.
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— Si λ1 > 0 alors une racine carrée de D est connue par le choix des εi et

Rac(A) = {P.diag(ε1
√
λ1, . . . , εn

√
λn).P−1/ ∀i, εi = ±1}

Deux choix différents des εi donneront deux racines carrées distinctes de D sauf dans le cas où λ1 = 0. On
a donc

Card(Rac(A)) = 2n−1 si λ1 = 0

Card(Rac(A)) = 2n si λ1 > 0

4. (0, 1, 1) est vecteur propre associé à la valeur propre 0. (1, 1,−1) est vecteur propre associé à la valeur propre 1.
Avec la trace, on voit que la dernière valeur propre est 16. Une résolution de système montre que (2,−1, 1) est
vecteur propre associé. On pose donc

P =

0 1 2

1 1 −1

1 −1 1


On a alors P−1AP = diag(0, 1, 16). A admet quatre racines carrées qui sont

P.diag(0, 1, 4).P−1, P.diag(0,−1, 4).P−1, P.diag(0, 1,−4).P−1, P.diag(0,−1,−4).P−1

ou encore 3 −1 1

−1 1 −1

1 −1 1

 ,

 7/3 −5/3 5/3

−5/3 1/3 −1/3

5/3 −1/3 1/3

 ,

 −7/3 5/3 −5/3

5/3 −1/3 1/3

−5/3 1/3 −1/3

 ,

 −3 1 −1

1 −1 1

−1 1 −1


On remarque bien sûr que les matrices sont deux à deux opposées.

Problème 4: Racines carrées de la matrice nulle

1. L’hypothèse R2 = 0 se traduit par f ◦ f = 0 et donc par

Im(f) ⊂ Ker(f)

Or, le théorème du rang indique que r + dim(Ker(f)) = n. Comme dim(Ker(f)) > r, on a donc

r 6
n

2

2. La famille B ayant n éléments, il suffit de montrer qu’elle est libre ou génératrice pour conclure que c’est une
base de Rn. Supposons donc que

(∗) :

n−r∑
i=1

αiei +

r∑
i=1

βiui = 0

Avec les notations de l’énoncé, ceci s’écrit

r∑
i=1

αif(ui) +

n−r∑
i=r+1

ei +

r∑
i=1

βiui = 0

En composant par f , on obtient (avec f2 = 0 et f(ei) = 0 si i ∈ {r + 1, . . . , n− r})

r∑
i=1

βiei =

r∑
i=1

βif(ui) = 0

Comme (e1, . . . , er) est libre, les βi sont nuls. En reportant dans (∗) et comme (e1, . . . , en−r) est libre, les αi
sont aussi nuls. Ainsi, B est libre et c’est une base de Rn.
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3. Par choix des vecteurs de B, on a (définition par blocs)

Mr = Mat
B

(f) =

(
0 Ir
0 0

)
4. Si R est une racine carrée de 0 alors soit R = 0 soit il existe une matrice inversible P et un entier r ∈

[[
1, E

(
n
2

)]]
telle que R = PMrP

−1.
Réciproquement, la matrice nulle est une racine carrée de 0 et si r 6

n

2
, un produit par blocs montre queM2

r = 0

et donc (PMrP
−1)2 = PM2

rP
−1 = 0. Ainsi,

Rac(0) = {PMrP
−1/ P ∈ GLn(R), r ∈ [[1, E (n/2)]]} ∪ {0}

5. Dans le cas n = 4, les racines carrées de 0 sont 0 et les matrices semblables à l’une des deux matrices
0 0 0 1

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

 ou


0 0 1 0

0 0 0 1

0 0 0 0

0 0 0 0



Problème 5: Racines carrées de l’unité

1. L’hypothèse R2 = In montre que R est une involution, elle est donc inversible.

2. X2 − 1 est un polynôme qui annule R. Comme il est scindé à racines simples, R est diagonalisable. En outre,
les valeurs propres de R sont racines de X2 − 1 et ne peuvent valoir que 1 ou −1. Ainsi, R est semblable à une
matrice diagonale où les coefficients diagonaux valent 1 ou −1.

3. Ce qui précède montre que

Rac(In) ⊂
{
P.diag(ε1, . . . , εn).P−1/ P ∈ GLn(R), ∀i, εi ∈ {−1,+1}

}
RéciproquementD = diag(ε1, . . . , εn) verifieD2 = In quand les εk valent 1 ou−1 et (PDP−1)2 = PD2P−1 = In.
L’inclusion précédente est donc une égalité.

Problème 6: Le produit de Kronecker

1. Les deux matrices sont carrées d’ordre n2. Le bloc de position (i, j) dans (A⊗B)(A′ ⊗B′) vaut

n∑
k=1

aikBa
′
kjB

′ =

(
n∑
k=1

aika
′
kj

)
BB′

En outre le bloc de position de (i, j) dans (AA′)⊗ (BB′) vaut

(
n∑
k=1

aika
′
kj

)
BB′. D’où l’égalité demandée

2. Si A et B sont inversibles alors (A⊗B)
(
A−1 ⊗B−1

)
= In ⊗ In = In2 donc A⊗B est inversible.

Si A n’est pas inversible alors il existe A′ tel que AA′ = On et alors (A⊗B)(A′⊗ In) = 0 avec A′⊗ In 6= 0 donc
A⊗B n’est pas inversible.
Un raisonnement semblable s’applique dans le cas où B n’est pas inversible.

3. Il existe P,Q matrices inversibles telles que

P−1AP =

λ1 ?
. . .

0 λn

 et Q−1BQ =

µ1 ?
. . .

0 µn


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avec λi et µi les valeurs propres de A et B. On observe que que(
P−1 ⊗Q−1

)
(A⊗B) (P ⊗Q) =

(
P−1AP

)
⊗
(
Q−1BQ

)
qui est triangulaire supérieure de coefficients diagonaux λiµj . Les valeurs propres de A⊗B sont les produits des
valeurs propres de A et B

4. On note que P−1 ⊗Q−1 = (P ⊗Q)
−1 de sorte que A⊗B est semblable à la matrice triangulaire précédente et

donc

χA⊗B =

n∏
i=1

n∏
j=1

(X − λiµj)

On en déduit det (A⊗B) = (detAdetB)
n et la relation tr(A⊗ B) = tr (A) tr (B)

Problème 7: Les matrices du rang 1

1. rgA 6= 0, donc au moins une colonne Ci0 6= 0. Or dimVect(C1, · · · , Cn) = rgA = 1, donc toutes les colonnes

sont proportionnelles. Soit U = Ci0 =

x1...
xn

, on a : ai,j est le i-ème coefficient de Cj = λjX, donc ai,j = λjxi,

d’où A = U tV avec V =

λ1...
λn

 non nul.

2. A2 = U (tV U)
t
V = tV U.U tV = Tr (A)U tV = Tr (A)A.

Le polynôme X2 − Tr (A)X est un polynôme annulateur de A, donc πA divise X2 − Tr (A)X. La matrice A
n’est pas scalaire car rg(A) = 1, donc πA = X2 − Tr (A)X = X (X − Tr (A))

3. A est diagonalisable si, et seulement si, πA est scindé à racines simples. Or πA = X (X − Tr (A)) est scindé à
racines simples si, et seulement, si Tr (A) 6= 0

4. Si tr(A) 6= 0 les sous-espaces propres de A sont supplementaires dans Mn,1 (R), donc A est diagonalisable et
donc semblable à la matrice diag(0, · · · , 0, tr(A)) car dimKerA = n− 1 et dimKer(A− Tr (A) In) = 1.

5. (a) On a AU = U tV U = tV UU = tr(A)U = 0, donc U ∈ Kerf , qu’on complète par (E1, · · · , En−2) pour avoir
(E1, · · · , En−2, U) base de Ker(f) .

(b) Card (B) où B = {E1, · · · , En−2, U,W} = n = dimMn,1 (K), il suffit donc de montrer qu’elle est libre.
Supposons que λ1E1 + · · · + λn−2En−2 + λn−1U + λnW = 0, on multiplie par A à gauche et on tient
compte que E1, · · · , En−2, U ∈ Kerf = KerA, donc 0 = λnAW = λnU , or U 6= 0, donc λn = 0, d’où
λ1E1 + · · · + λn−2En−2 + λn−1U = 0, or la famille (E1, · · · , En−2, U) est libre car base de Kerf , donc
λ1 = · · · = λn = 0.
on a f(E1) = · · · = f(En−1) = f(U) = 0 car (E1, · · · , En−2,W ) base de Kerf , d’autre part f(W ) = AW =

U , donc

Mat
B

(f) =


0 · · · 0 0 0
...

...
...

...
0 · · · 0 0 0

0 · · · 0 0 1

0 · · · 0 0 0

 = J

qui est semblable à A = Mat
B0

(f), où B0 la base canonique de Mn,1 (K)

(c) D’aprés la question précédente toute matrice de rang 1 est de trace nulle est semblable à J , dont toutes ces
matrices sont semblables entre elles.

Problème 8: Matrice stochastique
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1. La i-ième coordonnée de AU est
n∑
j=1

ai,juj =

n∑
j=1

ai,j = 1 d’après (2). On en déduit que

AU = U

c’est à dire que U est vecteur propre de A associé à la valeur propre 1 (U étant non nul).

2. (a) Comme BX = 0, sa k-ième coordonnée est nulle
n∑
j=1

bk,jxj = 0 ce qui donne

bk,kxk = −
n∑
j=1
j 6=k

bk,jxj

L’inégalité triangulaire donne (avec la définition de k)

|bk,k||xk| 6
n∑
j=1
j 6=k

|bk,j ||xj | 6 |xk|
n∑
j=1
j 6=k

|bk,j |

Comme |xk| > 0 (X n’est pas nul), on en déduit l’inégalité demandée.

(b) B = A − λIn est bien non inversible (puisque λ est valeur propre) et la question précédente donne (les
coefficients non diagonaux de B étant ceux de A)

|ak,k − λ| 6
n∑
j=1
j 6=k

|ak,j |

Avec la propriété (ST > 0) on a donc

|ak,k − λ| 6
n∑
j=1
j 6=k

ak,j − ak,k = 1− ak,k

Avec la seconde forme de l’inégalité triangulaire, on en déduit que |λ| − ak,k 6 1− ak,k et donc que

|λ| 6 1

(c) Si |λ| = 1, on a égalité ci-dessus et on doit donc avoir égalité dans l’inégalité triangulaire c’est à dire
avoir 1 − ak,k = |λ| − ak,k = |λ − ak,k| = |eiθ − ak,k|. En élevant cette identité au caré, on obtient après
simplification −2ak,k = −2 cos(θ)ak,k. Comme ak,k 6= 0, on a cos(θ) = 1 et donc

λ = 1

3. (a) Le déterminant est invariant par transposition et donc A et tA ont mêmes valeurs propres (puisque même
polynôme caractéristique). En particulier, 1 ∈ SpC(tA).
Le rang est aussi invariant par transposition (le rang d’une matrice est égal au rang de ses colonnes ou de
ses lignes). Les images de A− In et de tA− In ont donc même dimension. Par théorème du rang, on a alors

dim(E1(A)) = n− rg(A− In) = n− rg(tA− In) = dim(E1(tA))

(b) La i-ième coordonnée de tAV est
n∑
j=1

aj,ivj . Elle vaut aussi vi (car tAV = V ). Par inégalité triangulaire,

on en déduit que

|vi| =

∣∣∣∣∣∣
n∑
j=1

aj,ivj

∣∣∣∣∣∣ 6
n∑
j=1

|aj,ivj | =
n∑
j=1

aj,i|vj |

En sommant ces inégalités, on a donc

n∑
i=1

|vi| 6
n∑
i=1

n∑
j=1

aj,i|vj | =
n∑
j=1

(
|vj |

n∑
i=1

aj,i

)
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Avec la propriété (2), cette ingéalité est une égalité. Toutes les inégalités intermédiaires sont donc aussi (par
exemple par l’absurde) des égalité. On a donc

∀i, |vi| =
n∑
j=1

aj,i|vj |

Ceci signifie exactement que tA|V | = |V | (pour tout i, les deux vecteurs ont même i-ième coordonnée). Si,

par l’absurde, il existait un i tel que |vi| = 0 alors on aurait 0 =

n∑
j=1

ai,j |vj | ce qui donnerait la nullité pour

tout j de ai,j |vj | (une somme de suantité positives n’est nulle que si toutes les quantités sont nulles) et donc
de tous les vj (propriété (1)). Ceci contredit V 6= 0. Ainsi

∀i, |vi| > 0

(c) Y étant un élément non nul de E1(tA), on a ∀i, yi 6= 0. On peut en particulier poser Z = X − x1

y1
Y . C’est

un élément de E1(tA) dont la première coordonnée est nulle. Avec la question précédente (en contraposant),
c’est donc le vecteur nul. X est donc multiple de Y et

dim(E1(tA)) = 1

Soit V un vecteur non nul de E1(tA) et Ω = 1∑n
i=1 |vi|

|V |. Ω est un élément de E1(tA) (question ??) dont
les coordonnées sont > 0 à somme égale à 1.
Ω est le seul élément ayant ces propriétés car tout autre élément de E1(tA) est multiple de Ω (et la somme
des coordonnées est multiple dans le même rapport).
Enfin, tAΩ = Ω s’écrit

∀i,
n∑
j=1

aj,iωj = ωi

(d) Les valeurs propres de A sont en module plus petites que 1 et la seule de module 1 est 1. De plus, E1(A)

est de dimension 1 et une base en est (1, . . . , 1).
Les valeurs propres de tA sont en module plus petites que 1 et la seule de module 1 est 1. De plus, E1(tA)

est de dimension 1 et les coordonnées d’un vecteur propres sont toutes > 0 ou toutes < 0.

4. N est positive, vérifie l’axiome de séparation (N(X) = 0⇒ X = 0 car les ωi sont > 0), est homogène (N(λX) =

|λ|N(X)) et vérifie l’inégalité triangulaire (N(X+Y ) 6 N(X)+N(Y ) est conséquence de l’ingéalité triangulaire
dans C). N est donc une norme.

Posons Y = AX ; on a yi =

n∑
j=1

ai,jxj et donc (avec la dernière égalité de ??)

N(AX) =

n∑
i=1

ωi

∣∣∣∣∣∣
n∑
j=1

ai,jxj

∣∣∣∣∣∣ 6
n∑
i=1

n∑
j=1

ωiai,j |xj | =
n∑
j=1

(
n∑
i=1

ai,jωi

)
|xj | =

n∑
j=1

ωj |xj | = N(X)

Si λ est une valeur propre de A et X un vecteur propre associé, on a donc |λ|N(X) = N(λX) = N(AX) 6 N(X)

et donc (puisque N(X) > 0, X étant non nul) |λ| 6 1. On retrouve

SpC(A) ⊂ {z/ |z| 6 1}

5. (a) Le même calcul que ci-dessus (mais sans les modules et donc avec des égalités) donne immédiatement
Φ(AX) = Φ(X).

(b) Si X ∈ Ker(Φ) ∩ E1(A) alors X ∈ Vect(U) et Φ(X) = 0. Il existe donc λ ∈ C tel que X = λU et
0 = Φ(X) = Φ(λU) = λ

∑
ωi = λ. Donc X = 0. E1(A) et Ker(Φ) sont ainsi en somme directe.

Par ailleurs, dim(E1(A)) = 1 et dim(Ker(Φ)) = n − 1 (le noyau d’une forme linéaire non nulle est un
hyperplan). La somme de ces dimensions est égale à la dimension deMn,1(C).
Des deux arguments précédents, on tire

Mn,1(C) = E1(A)
⊕

Ker(Φ)
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(c) On suppose AX = λX et λ 6= 1. On a alors Φ(X) = Φ(AX) = Φ(λX) = λΦ(X). λ 6= 1 indique que
Φ(X) = 0 c’est à dire que X ∈ Ker(Φ).

(d) Soit f l’endomrophisme de Cn canoniquement associé à A. montre que Ker(Φ) est stable par f (si Φ(X) = 0

alors Φ(AX) = 0). E1(A) est aussi stable par f . Dans une base adaptée à la décomposition de ??, la matrice
de f est bloc-diagonale du type diag(1, B). Si 1 était valeur propre de B alors E1(A) serait de dimension
≥ 2 (on aurait deux vecteurs propres de f indépendants, l’un étant dans E1(A) et l’autre dans Ker(Φ)) ce
qui est exclus. 1 n’est donc pas racine de χB . Or χf = (1−X)χB (déterminant diagonal par blocs) et 1 est
donc racine simple de χf . Finalement, la valeur propre 1 est de multiplicité 1.

Problème 9: Commutant

1. Soit v ∈ C(u) et x ∈ Eλi(u). Ainsi u(x) = λi.x.
D’une part, v

(
u(x)

)
= v(λi.x) = λi.v(x), d’autre part, v

(
u(x)

)
= u

(
v(x)

)
.

Donc u
(
v(x)

)
= λi.v(x), ce qui montre que v(x) ∈ Eλi(u).

Donc tous les sous-espaces propres Eλi(u) sont stables par v.

2. On sait d’autre part que chaque Eλi(u) est stable par u, ce qui autorise à considérer l’endomorphisme ui induit
par u sur Eλi(u). ui n’est autre que l’homothétie de rapport λi de Eλi(u).

3. Soit B une base adaptée à la somme directe E =

p⊕
i=1

Eλi(u).

— Si v ∈ C(u), comme chaque Eλi(u) est stable par v, on sait que B = MatB(v) est diagonale par blocs de la
forme

B =


V1 0 . . . 0

0 V2
. . .

...
...

. . . . . . 0

0 . . . 0 Vp

 avec Vi ∈Mni(C)

— Réciproquement, supposons que B = Mat(v) soit de la forme

B =


V1 0 . . . 0

0 V2
. . .

...
...

. . . . . . 0

0 . . . 0 Vp

 avec Vi ∈Mni(C)

B étant en particulier une base de vecteurs propres de u, alors A = Matu est diagonale et on peut la

décomposer en blocs sous la forme A =


D1 0 . . . 0

0 D2
. . .

...
...

. . . . . . 0

0 . . . 0 Dp

 avec Di = λi.Ini (puisque ui est une

homothétie).

Comme ∀ i ∈ [[1; p]], Di Vi = (λi.Ini)Vi = Vi (λi.Ini) = ViDi, alors AB = BA, donc u ◦ v = v ◦ u, d’où
v ∈ C(u).

4. Par l’isomorphisme v 7−→ Matv de L(E) dans Mn (C), on obtient que C(v) a la même dimension que le sous-
espace vectoriel de Mn (C) constitué des matrices ayant la forme de B.

Ces matrices dépendent de
p∑
i=1

n2i coefficients arbitraires, donc peuvent s’écrire comme combinaison linéaire de

p∑
i=1

n2i matrices Ej,k de la base canonique de Mn (C). Donc dim C(u) =

p∑
i=1

n2i .
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5. Comme ∀ i ∈ [[1; p]], n2
i > ni, alors dim C(u) >

p∑
i=1

ni = dimE = n (en effet u étant diagonalisable, n est égal à

la somme des dimensions des sous-espaces propres de u).

6. Soit B une base quelconque de E. L’endomorphisme u de E représenté dans la base B par la matrice M de la
partie 0 est tel que dim C(u) = dim C(M) = n.

7. Soit u l’endomorphisme canoniquement associé à A. PourM ∈M3 (R) on pose v l’endomorphisme canoniquement
associé à M . Alors

v ∈ C(u)⇐⇒M ∈ (A)

On a χu = (1−X)2(4−X), donc Sp (u) = {1, 4}
— Eu(4) = Vect(ε1), avec ε1 = (1,−1, 1)

— Eu(1) = Vect(ε2, ε3), avec ε2 = (1, 1, 0) et ε3 = (0, 1, 1)

La famille B′ = (ε1, ε2, ε3) est une base de R3 et

MatB′(u) =

4 0 0

0 1 0

0 0 1



Donc V commute avec u, si et seulement si, M ′ = MatB′(v) =

λ 0 0

0 a b

0 c d

 où λ, a, b, c, d ∈ R.

Notons P = PB
′

B . Ainsi, les matrices commutant avec A sont

M = PM ′P−1 =
1

3

 λ+ 2a− b −λ+ a+ b λ− a+ 2b

−λ+ 2a+ 2c− b− d λ+ a+ c+ b+ d −λ− a− c+ 2b+ 2d

λ+ 2c− d −λ+ c+ d λ− c+ 2d



Problème 10: Crochet de Lie

1. (a) On a D =

n∑
k=1

λkEk,k, donc

DEi,j − Ei,jD =

n∑
k=1

λkEk,kEi,j −
n∑
k=1

λkEi,jEk,k = λiEi, j − λjEi,j = (λi − λj)Ei,j

(b) Comme D = P−1AP , alors DEi,j−Ei,jD = (λi − λj)Ei,j s’écrit P−1APEi,j−Ei,jP−1AP = (λi − λj)Ei,j
et en multipliant à gauche par P et à droite par P−1, il vient ABi,j − Bi,jA = (λi − λj)Bi,j . Pour tout
couple (i, j) le vecteur Bi,j est non nul, donc il est propre à φA associé à la valeur propre λi − λj

(c) La famille (Ei,j)16i,j6n est une base de Mn (R) et l’application M 7−→ P−1MP est un automorphisme de
Mn (R), les n2 matrices Bi,j forment une base de Mn (R). Ainsi il existe une base de vecteurs propres de
φA, donc il est diagonalisable

2. (a) φA est diagonalisable en tant qu’endomorphisme réel, donc toutes ses valeurs propres sont réelles.

(b) Soit z ∈ C. On a det(A− zIn) = det
(
t
(A− zIn)

)
= det(tA− zIn), donc det(A− zIn) = 0 si et seulement

si det(tA− zIn) = 0. Ainsi si z est une valeur propre de A, alors z est aussi une valeur propre de tA.

(c) On a :
φA
(
XtY

)
= AXtY −XtY A = zXtY − zXtY = (z − z)XtY

Le vecteur XtY 6= 0, car XtY = 0⇒ t
XXY = 0⇒ ‖X ‖2 Y = 0 mais X 6= 0, donc le réel positif ‖X ‖ 6= 0,

en conséquence Y = 0, ce qui absurde, d’où z − z est une valeur propre de φA.
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3. Tout polynôme non constant à coefficients complexes admet au moins une racine dans C, donc χA admet au
moins une racine z dans C. De la question précédente on déduit que z − z = 2iIm(z) ∈ Sp (φA) ⊂ R, donc
Im(z) = 0. On en déduit que la matrice A a au moins une valeur propre réelle.

4. Soit (i, j) un couple, alors

APi,jX = Pi,jAX + λi,jPi,jX

= λPi,jX + λi,jPi,jX

= (λ+ λi,j)︸ ︷︷ ︸
=µi,j

Pi,jX

5. Soit X ∈ Mn,1 (C) \ {0}, l’application E −→ Mn,1 (R), M 7−→ MX est clairement linéaire. Soit Y ∈ Mn,1 (R),

comme X =

x1...
xn

 est non nulle , alors il existe i0 ∈ [[1, n]] tel que xi0 6= 0. Soit M la matrice dont la i0-ème

colonne vaut
1

xi0
Y et dont toutes les autres colonnes sont nulles , on a bien MX = Y

6. Soit X un vecteur propre de A et (Pi,j)16i,j6n une base de diagonalisation de φA et posons Yi,j = Pi,iX pour
tout i, j ∈ [[1, n]]. D’après la surjection précédente (Pi,jX)16i,j6n est génératrice de Mn,1 (R) dont on peut y
extraire une base β. Une telle base est constituée de vecteurs propres de A. Donc A est diagonalisable

Problème 11: Translations

1. On a AV = aV,tBW = bW donc AV = av,tWB = btW ΦA,B(V tW ) = AV tW + V tWB = (a + b)V tW , or
V tW 6= 0 donc V tW est un vecteur propre de ΦA,B associé à la valeur propre a+ b.

2. (a) Raisonnons par récurrence sur k ∈ N.
Le résultat est évidemnt vrai pour k = 0. NB M0 = In ∀M ∈Mn(K).
Supposons maintenant AkY = Y (λIn − B)k et montrons que Ak+1Y = Y (λIn − B)k+1. On a d’abord
ΦA,B = λY , donc AY +Y B = λY et on trouve AY = Y (λIn−B). Donc Ak+1Y = AAkY = AY (λIn−B)k =

Y (λIn −B)k+1.

(b) Soit un polynôme P , à coefficients dans K, et de degré d, donc P (X) =

d∑
k=0

akX
k, et donc P (A)Y =

d∑
k=0

akA
kY =

d∑
k=0

akY (λIn −B)k = Y

d∑
k=0

ak(λIn −B)k = Y P (λIn −B) .

(c) i. D’aprés le théorème de Cayley-Hamilton, χA(A) = 0 donc Y χA(λIn−B) = 0 notons S = χA(λIn−B)).
Si S était inversible Y S = 0 =⇒ Y SS−1 = Y = 0 ce qui est impossible puisque Y est un vecteur propre,
donc la matrice χA(λIn −B) n’est pas inversible .

ii. Il est clair que si un produit de matrices n’est pas inversible alors l’une au moins des matrices intervenant
dans ce produit n’est pas inversible.
Or χA(λIn − B) =

∏
µ∈SpK(A)

((λ − µ)In − B)mµ n’est pas inversible donc ∃µ ∈ SpK(A) tel que ((λ −

µ)In − B)mµ n’est pas inversible et donc ∃µ ∈ SpK(A) tel que (λ − µ)In − B n’est pas inversible .En
prenant a = µ on peut en déduire qu’il existe a ∈ SpK(A) tel que la matrice (λ− a)In −B ne soit pas
inversible .

3. Si le polynôme χA est scindé sur K alors :
λ ∈ SpK (ΦA,B) =⇒ ∃a ∈ SpK(A) tel que la matrice (λ − a)In − B ne soit pas inversible c’est à dire det((λ −
a)In −B) = 0 et donc λ− a ∈ SpK (B) donc ∃b ∈ SpK (B) tel que λ− a = b d’où λ = a+ b or a ∈ SpK (A) d’où
λ ∈ SpK (A) + SpK (B) et on conclut que SpK (ΦA,B) ⊂ SpK (A) + SpK (B) .
Inversement, d’aprés la question ?? on voit que SpK (ΦA,B) ⊃ SpK (A) + SpK (B) . D’où l’égalité.
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4. Supposons que
p∑
i=1

Yi
tZi = 0, on multiplie cette égalité à droite par un Zj où 1 6 j 6 n fixe, mais quelconque

d’où
p∑
i=1

aiYi = 0 où ai = tZiZj, or (Y1, . . . , Yp) une famille libre de Mn,1(K) donc les ai sont tous nuls en

particulier aj = tZjZj = ‖Zj‖2 = 0 et donc Zj = 0 ∀1 6 j 6 n.
La réciproques est bien evidente.

5. La famille (U tiWj)16i,j6n est formée par des vecteurs propres de ΦA,B , pour montrer que l’endomorphisme ΦA,B
est diagonalisable il suffit de montrer que c’est une base deMn(K) or il est de cardinal n2 égal à la dimension
deMn(K) il suffit donc de montrrer qu’elle est libre.

En effet
∑

16i,j6n

ai,jU
t
iWj = 0 =⇒

n∑
i=1

Ui
tZi = 0 où Zi =

n∑
j=1

ai,jWj d’aprés la question précédente Zi =

n∑
j=1

ai,jWj = 0 ∀1 6 i 6 n or (Wj)16j6n) est aussi libre donc

ai,j = 0 ∀1 6 i, j 6 n.

Problème 12: Matrices réelles d’ordre 3 vérifiant A3 +A = 0

1. On a A3 +A = Mat
B

(
u3 + u

)
et A = Mat

B
(u), donc u3 + u = 0 et u 6= 0

2. (a) u injectif donc bijectif car endomorphisme en dimension finie, donc A inversible, en multipliant l’égalité
A3 + A = 0 par A−1, on en déduit que A2 = −I3, d’où u2 = −idE . Donc det(u2) = det(−idE), d’où
det(u)2 = −1, impossible car detu ∈ R.

(b) u n’est pas injective et u non nul, donc {0}  Keru  R3, d’où dimKeru ∈ {1, 2}.
3. Le polynôme X3 +X = X

(
X2 + 1

)
est annulateur de u et X ∧

(
X2 + 1

)
= 1, donc, d’après le lemme des noyaux

E = Keru
⊕

Ker(u2 + idE). Comme dimE = 3 et dimKeru ∈ {1, 2}, alors dimKer(u2 + idE) ∈ {1, 2}.
4. (a) L’endomorphisme u2 + IdE est un polynôme en u, donc F = Ker(u2 + idE) est stable par u

(b) Soit x ∈ F = Ker(u2 + idE) on a v2(x) = u2(x) = −x = −IdF(x), donc v2 = −idF .
(c) Posons r = dimF , donc det

(
v2
)

= (−1)r, or det(v2) = (det v)2 > 0, d’où r est pair avec r ∈ {1, 2}, donc
r = 2.

(d) Le polynôme X2 + 1 est annulateur de v, donc SpC (v) ⊂ Rac(X2 + 1) = ∅, donc v n’admet pas de valeur
propre réelle

5. (a) Card{e′2, e′3} = 2 = dimF , il suffit de montrer qu’elle est libre. Supposons que αe′2 + βe′3 = 0. Si α 6= 0,

u(e′2) = −β
α
e′2, alors v admet une valeur propre. Absurde, donc on a forcément α = 0, puis βu(e′2) = 0. De

même si β 6= 0, alors u(e′2) = 0, ce qui montre que e′2 ∈ Keru ∩ F = {0}. Absurde, donc α = β = 0.

(b) B′ = (e′1, e
′
2, e
′
3) base de E, car E = Keru

⊕
F . De plus u(e′1) = 0, u(e′2) = e′3, u(e′3) = u2(e′2) = −e′2, d’où

Mat
B′

(u) =

0 0 0

0 0 −1

0 1 0


(c) A et B sont semblables car elles représentent le même endomorphisme dans deux bases différentes.

Problème 13: Sous-espaces caractéristiques

1. L’endomorphisme (f − λiIdCn)mI est un polynôme en f , donc f et (f − λiIdCn)mI commutent, donc le noyau de
l’un est stable par l’autre. En particulier Fi = Ker(f − λiIdCn)mi est stable par f .
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2. Les polynômes (X − λi)mi , pour i ∈ [[1, r]], sont deux à deux premiers entre eux ; le théorème de décomposition

des noyaux permet donc de conclure que Ker (χf (f)) =
r⊕
i=1

Fi, avec χf (f) = 0 par le théorème de Cayley-

Hamilton ; donc Cn =
r⊕
i=1

Fi

3. l’endomorphisme stabilise les sous-espaces Fi, donc la matrice de f , relativement à une base B =

r⋃
i=1

Bi adaptée

à la décomposition Cn =
r⊕
i=1

Fi, est diagonale par blocs,

Mat
B

(f) =


A1 (0)

A2

. . .
(0) Ar



Avec Ai = Mat
Bi

(fi). Alors, χf =

r∏
i=1

χfi

4. Soit x ∈ Fi = Ker((f − λiIdCn)mi), alors (fi − λiIdFi)
mi(x) = 0, donc (fi − λiIdFi)

mi = 0, ceci montre que Pi est
annulateur de fi.
En conséquence SpC (fi) ⊂ {λi}, avec SpC (fi) 6= ∅, il vient que SpC (fi) = {λi}, puis χfi = (X − λi)di où
di = dimFi

5. D’après la question 3, on a bien χf =

r∏
i=1

χfi =

r∏
i=1

(X − λi)di et d’autre part χf =

r∏
i=1

(X − λi)mi . Par unicité

de la décomposition, on a bien di = αi et donc Pi = χfi

Problème 14: Endomorphisme cyclique

1. Une base adaptée de E

(a) On peut remarquer que x0 6= 0 car sinon E = Vect(fk(0)) = Vect(0) = {0} , ce qui contredit l’hypothèse
dim(E) > 2 .
La famille (x0) est donc libre . Par contre pour m > n la famille

(
fk(x0)

)m
k=0

est de cardinal > n + 1 en
dimension n . Elle est donc liée.
Dans la suite

(
fk(x0)

)0
k=0

,
(
fk(x0)

)1
k=0
· · ·
(
fk(x0)

)n
k=0

on passe donc au moins une fois d’une famille libre
à une famille liée.
L’ensemble des m tels que

(
fk(x0)

)m−1
k=0

soit libre et
(
fk(x0)

)m
k=0

soit lié , est un sous ensemble non vide de
N , majoré par n. Il admet un plus grand élément.
On montre alors par récurrence que pour k ∈ N , fm+k(x0) ∈ Vect

(
f i(x0)

)m−1
i=0

:

— si k = 0 : On sait que
(
f i(x0)

)m
i=0

est lié . Il existe une combinaison linéaire
m∑
i=0

aif
i(x0) = 0 avec

(ai)
m
i=0 6= (0)

Si am = 0 on a comme
(
f i(x0)

)m−1
i=0

est libre ∀i ∈ 0m− 1, ai = 0 :ABSURDE

donc am 6= 0 et fm(x0) =

m−1∑
i=0

− ai
am

f i(x0) . Donc pour k = 0 fm+0(x0) ∈ Vect
(
f i(x0)

)m−1
i=0

— On suppose fm+k(x0) ∈ Vect
(
f i(x0)

)m−1
i=0

, il existe donc des scalaires bi tels que fm+k(x0) =
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m−1∑
i=0

bif
i(x0) (les bi dépendent aussi de k ) . On a alors

fm+k+1(x0) =

m−1∑
i=0

bif
i+1(x0) =

m−1∑
j=1

bj−1f
j(x0) + bm−1f

m(x0) =

bm−1

(
− a0
am

)
f0(x0) +

m−1∑
j=1

(
bj−1 − bm−1

am−1
am

)
f j(x0)

et donc fm+k+1(x0) ∈ Vect
(
f i(x0)

)m−1
i=0

— par récurrence : ∀k ∈ N , fm+k(x0) ∈ Vect
(
f i(x0)

)m−1
i=0

(b) Par définition de m la famille est libre .
Elle est aussi génératrice car E = Vect

(
f i(x0)

)
i∈N = Vect

(
f i(x0)

)m−1
i=0

d’après le a) en effet :

—
(
f i(x0)

)m−1
i=0

⊂
(
f i(x0)

)
i∈N donc Vect

(
f i(x0)

)m−1
i=0

⊂ Vect
(
f i(x0)

)
i∈N

— Si x ∈ Vect
(
f i(x0)

)
i∈N , il existe un entier p et des scalaires qi tel que x =

p∑
i=0

qif
i(x0) .On a donc

une combinaison linéaire d’éléments de Vect
(
f i(x0)

)m−1
i=0

. Donc un élément de Vect
(
f i(x0)

)m−1
i=0

:
Vect

(
f i(x0)

)
i∈N ⊂ Vect

(
f i(x0)

)m−1
i=0

La famille est libre et génératrice .C’est donc une base de E . elle est donc de cardinal n .Donc m = n(
f i(x0)

)m−1
i=0

est une base de E et m = n

2. Matrice et polynôme annulateur de f
(a) pour i < n−1 , l’image du i−ème vecteur de base est le (i+1)−ème . La i−ème colonne deM est donc une

colonne de 0 sauf ligne i+ 1 où il y a un 1 . L’image du dernier vecteur de base est fm(x0) =

n−1∑
i=0

pif
i(x0).

On a donc :

M =



0 0 · · · 0 p0
1 0 · · · 0 p1

0 1
. . .

...
...

...
. . . . . . 0 pn−2

0 · · · 0 1 pn−1


, mi,j =


1 si i = j + 1

pi−1 si j = n

0 sinon

(b) On montre que
(
fk
)n−1
k=0

est une famille libre de L (E) :

Soit
n−1∑
i=0

aif
i = O (en notant O le neutre de L (E) ). Si on prend l’image de x0 par cette relation on trouve

n−1∑
i=0

aif
i(x0) = 0 . Mais

(
f i(x0)

)n−1
i=0

est une base de E : ∀i , ai = 0

(
fk
)n−1
k=0

est une famille libre de L (E)

S’il existe un polynôme Q =

n−1∑
k=0

qkX
k non nul de degré < n tel que Q(f) = 0. Alors

n−1∑
k=0

qkf
k = O, donc la

famille
(
fk
)n−1
k=0

est liée

(c) On a par définition des notations P (f)(x0) = fn(x0)−
n−1∑
i=0

pif
i(x0) = 0.

Donc pour tous k ∈ [[0, n− 1]], on a

P (f)(fk (x0)) = fn+k(x0)−
n−1∑
i=0

pif
i+k(x0) = fk

(
fn(x0)−

n−1∑
i=0

pif
i(x0)

)
= fk(0) = 0

L’endomorphisme P (f) est nul sur une base, donc il est nul, donc P (f) = 0
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3. Caractérisation des endomorphismes cycliques diagonalisables

(a) Par une récurrence classique on a fk(x) = λkx. Donc P (f)(x) =

n−1∑
i=0

pif
i(x) =

n−1∑
i=0

piλ
ix = P (λ)x. Avec

x 6= 0 alors P (λ) = 0

(b) La matrice de f − λIdCn est M − λIn soit

M =



−λ 0 · · · 0 p0
1 −λ · · · 0 p1

0 1
. . .

...
...

...
. . . . . . −λ pn−2

0 · · · 0 1 pn−1 − λ


— λ est valeur propre donc le rang M − λIn est 6 n− 1 .

— La sous-diagonale de M − λIn montre que le rang est > n− 1

— Donc le rang de M − λIn est n− 1 et donc la dimension du noyau est 1 .

Le sous espace propre est de dimension 1

(c) ⇒) S’il existe n valeurs propres distinctes en dimension n, l’endomorphisme est toujours diagonalisable.

⇐) Soit f cyclique , diagonalisable , il existe donc une base de vecteurs propres . Supposons (par l’absurde)
qu’il existe dans cette base deux vecteurs distincts bi et bj associés à la même valeur propre λ.On a
alors bi ∈ Ker(f − λIdCn) et bj ∈ Ker(f − λIdCn) , donc le plan Vect(bi, bj) ⊂ Ker(f − λIdCn) .Ce qui
contredit le résultat de ??. Donc il y a autant de valeurs propres distinctes que de vecteurs de base .f
admet n valeurs propres distinctes.

4. Étude du commutant de f lorsque f est cyclique

(a) — C(f) est un sous ensemble de L (Cn)

— C(f) contient IdCn

— C(f) est stable par combinaison linéaire : si g ◦ f = f ◦ g et h ◦ f = f ◦h alors pour tous scalaires λ, µ :

(λg + µh) ◦ f = λ(g ◦ f) + µ (h ◦ f) = λ(f ◦ g) + µ (f ◦ h)

= f ◦ (λg) + f ◦ (µh) = f ◦ (λg + µh)

— C(f) est stable par produit interne (◦) :si g ◦ f = f ◦ g et h ◦ f = f ◦ h :

(g ◦ h) ◦ f = g ◦ (h ◦ f) = g ◦ (f ◦ h) = (g ◦ f) ◦ h = (f ◦ g) ◦ h = f ◦ (g ◦ h)

Donc C(f) est une sous-algèbre de L(Cn)

(b) On suppose u ◦ f = f ◦ u , v ◦ f = f ◦ v et u(x0) = v(x0) .On montre par récurrence que u et v sont égaux
sur la base

(
fk(x0)

)n−1
k=0

, donc que u = v.

— pour k = 0, rien à démontrer.

— Soit k ∈ [[0, n− 2]]. Supposons que u(fk(x0)) = v
(
fk (x0)

)
, alors

u(fk+1(x0)) = (u ◦ f) (fk(x0)) = (f ◦ u) (fk(x0)) = f
(
u
(
fk(x0)

))
= f

(
v
(
fk(x0)

))
= (f ◦ v)

(
fk(x0)

)
= (v ◦ f) (fk(x0)) = v

(
fk+1 (x0)

)
Récurrence achevée

Les deux endomorphisme u et v coïncident sur une base, donc ils sont égaux

(c) Remarquons que les (ai)
n−1
i=0 existent car on décompose dans une base.

On prend alors u = g et v =

n−1∑
k=0

akf
k. Comme tout polynôme en f commute avec f alors v ∈ C(f) et si

u = g ∈ C(f), on a u(x0) = v(x0) . On a donc d’après le a) u = v donc g =

n−1∑
k=0

akf
k
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(d) On vient de montrer que tout élément de C(f) est dan Vect(fk)n−1k=0 , et on a déjà utilisé que tout élément
de Vect(fk)n−1k=0 est dans C(f) . Donc C(f) = Vect

(
fk
)n−1
k=0

.

D’après la question ?? cette famille est libre . C’est donc une base de C(f). Bref C(f) est un sous espace
vectoriel de dimension n

Problème 15: Polynôme minimal en un vecteur

1. On va montrer que Ix = {P ∈ K [X] / P (f) (x) = 0} est un idéal de K [X] .

— On a Ix 6= ∅ ( Car contient le polynôme nul )

— Pour tout (P,Q) ∈ I2x , alors (P −Q) (f) (x) = P (f) (x)−Q (f) (x) = 0 donc P −Q ∈ Ix .

— Pour tout P ∈ K [X] et Q ∈ Ix , on a
(PQ) (f) (x) = P (f) ◦Q (f) (x) = P (f) (Q (f) (x)) = P (f) (0) = 0 donc PQ ∈ Ix

Ix est un idéal non nul de K [X] car il contient πf , donc il existe un unique polynôme unitaire πx ∈ K [X] tel
que :

Ix = (πx) = πxK [X]

2. (a) On a πf (f) = 0 donc πf (f) (x) = 0 et, par suite, πf ∈ Ix = (πx). Par définition de l’idéal πx divise πf ,
donc r = deg (πx) 6 deg (πf ) = k

(b) — Pour P = 0 , on a P (f) (x) = 0 donc 0 ∈ Ex
— Si y1 = P1 (f) (x) et y2 = P2 (f) (x) sont deux éléments de Ex et λ ∈ K alors λy1 + y2 =

(λP1 + P2) (f) (x) ∈ Ex.
Donc Ex est un sous-espace vectoriel de E

(c) Soit y ∈ Ex alors il existe P ∈ K [X] tel que y = P (f) (x)

A l’aide de la division euclidienne il existe (Q,R) ∈ (K [X])
2 tel que

P = Qπx +R avec deg (R) < deg (πx) = r

Par suite y = P (f) (x) = Q (f) ◦ πx (f) (x) +R (f) (x) = R (f) (x) ( car πx (f) (x) = 0 )

Posons R =

r−1∑
k=0

akX
k , on a alors y = R (f) (x) =

r−1∑
k=0

akf
k (x) ∈ V ect

{
x, f (x) , ..., fr−1 (x)

}
Ainsi

{
x, f (x) , ..., fr−1 (x)

}
est génératrice de Ex . On va montrer qu’elle est libre

Soit (λ0, λ1, ..., λr−1) ∈ Kr tel que
r−1∑
k=0

λkf
k (x) = 0

Posons P =

r−1∑
k=0

λkX
k . On a P (f) (x) =

r−1∑
k=0

λkf
k (x) = 0 donc P ∈ Ix par suite πx divise P

Or deg (P ) < deg (πx) donc P = 0 . On en déduit que λ0 = λ1 = ... = λr−1 = 0 .
Ainsi B =

{
x, f (x) , ..., fr−1 (x)

}
est une base de Ex . Par suite dimEx = r .

(d) idE ∈ K [f ] de plus si h, g ∈ K [f ] et λ ∈ K , h = P (f) et g = Q (f) alors

λh+ g = (λP +Q) (f) ∈ K [f ] et h ◦ g = (PQ) (f) ∈ K [f ]

donc K [f ] est une sous-algèbre de L (E) .

La famille
(
IdE , f, . . . , f

k−1) est libre car s’il existe des scalaires a0, · · · , ak−1 ∈ K tels que
k−1∑
i=0

aif
i = 0,

alors le polynôme Q =

k−1∑
i=0

aiX
i est annulateur de f , donc il est divisible par πf . Or les polynômes non nuls
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annulateurs de f sont de degré supérieur ou égal à k, donc Q = 0, puis a0 = · · · = ak−1 = 0.
Il est évident que Vect

(
IdE , f, . . . , f

k−1) ⊂ K[f ]. Inversement, soit P ∈ K[X], en effectuant la division

euclidienne de P par πf il existe Q,R ∈ K[X] tels que

{
P = Qπf +R

deg(R) < deg(πf )
, alors P (f) = R(f) car

πf (f) = 0 et R(f) ∈ Vect
(
IdE , f, . . . , f

k−1), donc K[f ] ⊂ Vect
(
IdE , f, . . . , f

k−1). Ceci montre que
K[f ] = Vect

(
IdE , f, . . . , f

k−1) et que (IdE , f, . . . , fk−1) est une base de K[f ] et dimK [f ] = k = deg (πf )

3. Soient x1 et x2 de deux éléments de E

(a) Posons P = ppcm (πx1
, πx2

) , on a πx1
et πx2

divisent P donc P (f) (x1) = P (f) (x1) = 0

On a alors P (f) (x1 + x2) = P (f) (x1) + P (f) (x2) = 0 donc πx1+x2
divise P

D’autre part πx1+x2
(f) (x1 + x2) = 0 donc

πx1+x2 (f) (x1)︸ ︷︷ ︸
∈Ex1

= −πx1+x2 (f) (x2)︸ ︷︷ ︸
∈Ex2

∈ Ex1 ∩ Ex2 = {0}

Donc πx1+x2
(f) (x1) = πx1+x2

(f) (x2) = 0 par suite πx1
et πx2

divisent πx1+x2

On en déduit que P = ppcm (πx1
, πx2

) divise πx1+x2
. Enfin les deux polynômes ppcm (πx1

, πx2
) et πx1+x2

sont associés et unitaires, donc ils sont égaux

(b) Supposons que πx1 et πx2 sont premiers entre eux .
D’après le théorème de Bezout , il existe (P,Q) ∈ (K [X])

2 tel que (∗) : Pπx1 +Qπx2 = 1

Donc idE = P (f) ◦ πx1
(f) +Q (f) ◦ πx2

(f) .

— Vérifions d’abord que Ex1
⊂ Ex1+x2

. Soit y ∈ Ex1
, il existe U1 ∈ K [X] tel que : y = U1 (f) (x1). Mais

U1 = U1Pπx1 + U1Qπx2 , soit U1(f) = U1(f) ◦ P (f) ◦ πx1(f) + U1(f) ◦Q(f) ◦ πx2(f)

y = U1 (f) (x1)

= U1(f) ◦ P (f) ◦ πx1
(f)(x1)︸ ︷︷ ︸

=0

+ U1(f) ◦Q(f) ◦ πx2(f)(x1)

= U1(f) ◦Q(f) ◦ πx2(f)(x1) + U1(f) ◦Q(f) ◦ πx2(f)(x2)︸ ︷︷ ︸
=0

= U1(f) ◦Q(f) ◦ πx2
(f)(x1 + x2) ∈ Ex1+x2

De même on montre que Ex2 ⊂ Ex1+x2

— Si y ∈ Ex1
∩ Ex2

alors il existe S1, S2 ∈ K [X] tel que y = S1 (f) (x1) = S2 (f) (x2) .
On a alors

y = P (f) ◦ πx1 (f) (y) +Q (f) ◦ πx2 (f) (y)

= P (f) ◦ πx1
(f) ◦ S1(f)(x1) +Q (f) ◦ πx2

(f) ◦ S2(f)(x2)

= P (f) ◦ S1(f) ◦ πx1 (f) (x1) +Q (f) ◦ S2(f) ◦ πx2 (f) (x2)

= 0

Donc Ex1 ∩ Ex2 = {0} .
— Soit y ∈ Ex1+x2

, il existe P ∈ K [X] tel que y = P (f) (x1 + x2) = P (f) (x1) + P (f) (x2) ∈ Ex1
+Ex2

On en déduit que Ex1+x2
= Ex1

⊕
Ex2

4. Généralisation : Soient x1, x2, ..., xp des vecteurs de E

(a) Supposons que Ex1
, Ex2

, ...., Exp sont en somme directe .
Posons P = ppcm

(
πx1

, πx2
, .., πxp

)
on a pour tout i ∈ {1, 2, ..., p} , P (f) (xi) = 0

Donc P (f) (x1 + x2 + ...+ xp) = P (f) (x1) + ...+ P (f) (xp) = 0 par suite πx1+x2+...+xp divise P .
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D’autre part , on a πx1+x2+...+xp (x1 + x2 + ...+ xp) = 0 donc
p∑
i=1

πx1+x2+...+xp (f) (xi)︸ ︷︷ ︸
∈Exi

= 0

La somme Ex1
+ Ex2

+ ....+ Exp étant directe , donc

πx1+x2+...+xp (f) (x1) = ... = πx1+x2+...+xp (f) (xp) = 0

On en déduit que , pour tout i ∈ {1, 2, ..., p} , πxi divise πx1+x2+...+xp

Par conséquent P = ppcm
(
πx1 , πx2 , .., πxp

)
divise πx1+x2+...+xp .

(b) Par récurrence sur p .

— Pour p = 2 c’est déjà établi

— Soit p 6 3. Supposons la propriété vraie pour p− 1 .
On a Ex1

+ Ex2
+ ...+ Exp−1

= Ex1+x2+...+xp−1
de plus πx1+x2+...+xp−1

= ppcm
(
πx1

, πx2
, .., πxp−1

)
Comme πxp est premier avec πxi pour 1 6 i 6 p − 1 donc πxp est premier avec πx1+x2+...+xp−1

=

ppcm
(
πx1

, πx2
, .., πxp−1

)
Par suite la somme

(
Ex1

+ Ex2
+ ...+ Exp−1

)
+ Exp est directe .

Et comme Ex1
+ Ex2

+ ...+ Exp−1
est une somme directe ( hypothèse de récurrence )

Donc

Ex1+x2+...+xp =

p⊕
i=1

Exi

5. Soit P un facteur irréductible de πf de multiplicité α

(a) Soit x ∈ Ker (Pα (f)) . On a Pα (f) (x) = 0 donc πx divise Pα

Comme P est irréductible , alors les diviseurs de Pα sont de la forme P k avec k 6 α .
En particulier il existe un entier αx 6 α tel que : πx = Pαx

(b) Supposons que ∀x ∈ Ker (Pα (f)) , αx < α . Soit β = max {αx /x ∈ Ker (Pα (f))}
On a β < α , pour tout x ∈ Ker (Pα (f)) , on a P β (f) (x) = P β−αx (f) ◦ Pαx (f) (x) = 0

Donc P β (f) (x) = 0 pour tout x ∈ Ker (Pα (f)) . On en déduit que Ker (Pα (f)) = Ker
(
P β (f)

)
Posons πf = PαQ avec P et Q premiers entre eux . Soit R = P βQ

On a
E = Ker (Pα (f))

⊕
Ker (Q (f)) = Ker

(
P β (f)

)⊕
Ker (Q (f))

Pour x ∈ E , x = x1 + x2 avec x1 ∈ KerP β (f) et x2 ∈ KerQ (f) , donc

R (f) (x) = R (f) (x1) +R (f) (x2) = Q (f) ◦ P β (f) (x1) + P β (f) ◦Q (f) (x2) = 0

Par suite R (f) (x) = 0 pour tout x ∈ E .
On en déduit que R (f) = 0 et donc πf divise R ce qui est absurde .

6. Soit πf = Pα1
1 Pα2

2 ...Pαmm la décomposition en produit de facteurs irréductibles de πf .
D’après la question précédente , on a pour tout i ∈ {1, 2, ...,m} , il existe xi ∈ Ker (Pαii (f))

tel que : Pαii (f) = πxi
D’autre part πx1

, πx2
, ..., πxm sont deux à deux premiers entre eux , donc

πx1+x2+...+xp = ppcm
(
πx1 , πx2 , .., πxp

)
= πx1 × πx2 × ..× πxp = Pα1

1 Pα2
2 ...Pαmm = πf
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