PROBLEME DE SOUTIEN ENONCE

MATRICE STOCKASTIQUE

NOTATIONS :
e On désigne par R I'ensemble des nombres réels et par C celui des nombres complexes.

e Etant donné un entier naturel n > 2, pour K = R ou C, on note M,,(K) (resp. M, 1(K)) le K-espace vectoriel
des matrices carrées a n lignes (resp. des matrices colonnes a n lignes), a coefficients dans K. La notation
A = (a; ;) signifie que a; ; est le coeflicient de la ligne i et de la colonne j de A. On note *A la transposée d’une
matrice A.

e Pour A € M,,(K), on note det(A) le déterminant de A, Tr(A) la trace de A ; on note Spg(A) le spectre complexe
de A et si A € Spc(A), on note Ey(A) le sous-espace propre des vecteurs X € M, 1(C) qui vérifient AX = A\X.

e Soit I,, la matrice diagonale de M,,(K) dont les coefficients diagonaux sont égaux a 1.
e On note [|1,n|] 'ensemble des entiers naturels k tels que 1 < k < n.
e Pour tout nombre complexe z, on note |z| le module de z.

e On dit qu’une matrice A = (a; j)1<i,j<n € Mn(R) est strictement stochastique lorsque

V(i) € [[L,nl]*, ai; >0 (1)

Vie[|Lnl, Y ai,;=1 (2)

j=1

$okk kkk kkk

Soit A = (a; j)1<i,j<n € Mn(R) est strictement stochastique

1

1. Soit U = | 1 | € My 1(R) le vecteur colonne dont tous les coefficients valent 1. Calculer AU et en déduire que

1
1 est valeur propre de A.

2. Précision sur Spg(A).

T
(a) Soient une matrice B = (b; j)1<ij<n € Mn(C) telle que det(B) = 0 et un vecteur colonne X = | : | €
Tp

M, 1(C), X #0, tel que BX = 0. Soit k € [|1, n|] tel que |zx| = max{|z,|, i € [|1,n|]}. Justifier 'inégalité

n

Bl <D (B

j=1
£k

(b) Soit A € Spc(A4). En appliquant 2a & la matrice B = A — AI,,, montrer que |agy — A| < 1 — agx, ot k est
Pentier défini en 2a. En déduire |A| < 1.

(c) On suppose que A € Spg(A) vérifie |A[ = 1 et on note A = e avec § € R. Déduire de I'inégalité
lar.r — €] <1 — agx de 2b que cos(f) = 1, puis en déduire \.

3. Dimension de F;(A).

(a) Montrer que 1 € Sp(*A). En comparant le rang de A — I,, et celui de *A — I,,, montrer que les sous-espaces
Eq(A) et E1(*A) ont méme dimension.

U1
(b) Soit V.= : | € My1(C), V # 0, tel que YAV = V. Montrer que pour tout i € [|1,n|], on a |v;] <
vn
n n
Z a; ;|v;j|. En calculant Z |v;|, montrer que toutes ces inégalités sont en fait des égalités.
i=1 i=1
|01
On note |V|= | : |. Montrer que “A|V| = |V|, puis que pour tout i € [|1,n[], on a |v;| > 0.
|vn|
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T Y1
(c) Soient X = [ ¢ [ et Y = | : | des matrices non nulles de M,, ;(C) qui appartiennent & E;(*A4). En
Tn Yn
x
considérant la matrice X — —IY, déterminer la dimension de E; (tA). Justifier qu’il existe un vecteur unique
Y1
w1 n
Q= : | quiengendre E;(*A), tel que pour tout ¢ € [|1,n]], on ait w; > 0 et Zwi =1.
Wn i=1

n
Montrer que, pour tout i € [|1,n|], on a Zajyiwj = wj.
j=1
(d) Bilan des propriétés spectrales de A et de 'A.
Citer les propriétés des vecteurs propres et des sous-espaces propres de A et de 'A qui ont été démontrées
dans les questions précédentes

w1
4. A T’aide la matrice Q@ = | : | définie en 3c, on considére I'application N définie de M,, ;(C) dans R par
Wn,
T n
VX =], N(X):Zwim\
I i=1

Montrer que N est une norme sur M, 1(C). Montrer que pour tout X € M, 1(C) on a N(AX) < N(X).
Retrouver le résultat de 2b : pour tout A € Spp(4), [A] < 1.

5. Ordre de multiplicité de la valeur propre 1 de A.

w1
A T'aide la matrice colonne Q = [ : |, on considére la forme linéaire ® : M,, ;(C) — C définie par
Wn
T n
VX =[], (X)) =) w;
i=1
Ty

On note Ker(®) le noyau de P.

(a) Montrer que pour tout X € M,, 1(C) on a (4AX) = ¢(X).
(b) Justifier que M,, 1(C) = E1(A) & Ker(P).

(c) Soit X € E)(A) avec A # 1. Montrer que X € Ker(®).

)

(d) En utilisant les résultats précédents, déterminer 'ordre de multiplicité de la la valeur propre 1 de la matrice

A.
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n n
1. La i-iéme coordonnée de AU est Zai’juj = Zai’j =1 d’aprés (2). On en déduit que
j=1 j=1

AU =U
c’est & dire que U est vecteur propre de A associé a la valeur propre 1 (U étant non nul).

n
2. (a) Comme BX = 0, sa k-iéme coordonnée est nulle Z b jx; = 0 ce qui donne
j=1

n
br Ty = — E br,; ;5

j=1
J#k

L’inégalité triangulaire donne (avec la définition de k)

n n
ikl |z <Y 1w sl <zl D [br
=1 j=1

ik ik

Comme |z > 0 (X n’est pas nul), on en déduit I'inégalité demandée.

(b) B = A — A\, est bien non inversible (puisque A est valeur propre) et la question précédente donne (les
coefficients non diagonaux de B étant ceux de A)

n
lake — A < lag ]
j=1

Gk
Avec la propriété (ST > 0) on a donc
n
lakr — Al < Zak,j —apkr=1—agk

j=1
ik

Avec la seconde forme de I'inégalité triangulaire, on en déduit que |A| — ag r < 1 — ag i et donc que

A<
(c) Si|A| =1, on a égalité ci-dessus et on doit donc avoir égalité dans l'inégalité triangulaire c’est a dire
avoir 1 — ag = [A| — apr = |A — arr| = [ — ar|. En élevant cette identité au caré, on obtient aprés
simplification —2ag = —2cos(f)ax x. Comme ay  # 0, on a cos(d) =1 et donc
A=1

3. (a) Le déterminant est invariant par transposition et donc A et *A ont mémes valeurs propres (puisque méme
polynéme caractéristique). En particulier, 1 € Spe(*A).
Le rang est aussi invariant par transposition (le rang d’une matrice est égal au rang de ses colonnes ou de
ses lignes). Les images de A —1I,, et de "A — I, ont donc méme dimension. Par théoréme du rang, on a alors

dim(Ey(A)) =n —1g(A—1I,) =n —rg(*A — I,,) = dim(E;(*A))

n
(b) La i-iéme coordonnée de *AV est Z ajivj. Elle vaut aussi v; (car AV = V). Par inégalité triangulaire,
j=1
on en déduit que

n
oil = D ajv;| <
=1

n
Jj= Jj=

n
lajivi] = ajilvj]
=1

1 j=

En sommant ces inégalités, on a donc

n n n n n
Dol <D0 agilvsl =Y <|Uj| Z%i)
1=1

i=1 i=1 j=1 j=1
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4.

o.

Avec la propriété (2), cette ingéalité est une égalité. Toutes les inégalités intermédiaires sont donc aussi
(par exemple par absurde) des égalité. On a donc

n
Vi, [vil = ajilvj]
=1

Ceci signifie exactement que "A|V| = |V| (pour tout i, les deux vecteurs ont méme i-iéme coordonnée). Si,
n

par l'absurde, il existait un ¢ tel que |v;| = 0 alors on aurait 0 = Z a; ;j|vj| ce qui donnerait la nullité pour
j=1

tout j de a; ;|v;| (une somme de suantité positives n’est nulle que si toutes les quantités sont nulles) et donc

de tous les v; (propriété (1)). Ceci contredit V' # 0. Ainsi

Vi, |’U1| >0

(c) Y étant un élément non nul de £;(*A), on a Vi, y; # 0. On peut en particulier poser Z = X — %Y Cest

un élément de Ey (tA) dont la premiére coordonnée est nulle. Avec la question précédente (en Conéraposant),
c’est donc le vecteur nul. X est donc multiple de Y et

dim(E;(*A)) =1

Soit V un vecteur non nul de E;(*A) et Q = ﬁﬂﬂ Q est un élément de Ey(*A) (question 3c) dont
i=1 z

les coordonnées sont > 0 & somme égale a 1.

Q est le seul élément ayant ces propriétés car tout autre éléement de E(*A) est multiple de © (et la somme

des coordonnées est multiple dans le méme rapport).
Enfin, AQ = Q s’écrit

n
Vl, E ajiW; = Wi
Jj=1

(d) Les valeurs propres de A sont en module plus petites que 1 et la seule de module 1 est 1. De plus, F;(A)
est de dimension 1 et une base en est (1,...,1).
Les valeurs propres de ‘A sont en module plus petites que 1 et la seule de module 1 est 1. De plus, El(tA)
est de dimension 1 et les coordonnées d’un vecteur propres sont toutes > 0 ou toutes < 0.

N est positive, vérifie 'axiome de séparation (N(X) =0 = X = 0 car les w; sont > 0), est homogéne (N(AX) =
M| V(X)) et vérifie I'inégalité triangulaire (N(X +Y) < N(X)+ N(Y) est conséquence de I'ingéalité triangulaire

dans C). N est donc une norme.
n

Posons Y = AX ;onavy; = Z a; jx;j et donc (avec la derniére égalité de 3c)
j=1

n n n

NAX) =Y wi |y aige;| <Y wiaigle| =) (Z ai,jwz') 2| =D wjlay| = N(X)
=1 |j=1 i=1 =1

i=1 j=1 j=1

Si A est une valeur propre de A et X un vecteur propre associé, on a donc |A|N(X) = N(AX) = N(AX) < N(X)
et donc (puisque N(X) > 0, X étant non nul) |[A| < 1. On retrouve

Spc(A) C {2/ [2| <1}

(a) Le méme calcul que ci-dessus (mais sans les modules et donc avec des égalités) donne immédiatement
P(AX) = (X).

(b) Si X € Ker(®) N Ey(A) alors X € Vect(U) et ®(X) = 0. Il existe donc A € C tel que X = AU et
0=®(X)=d(NU)=A> w;=A Donc X =0. E1(A) et Ker(®) sont ainsi en somme directe.
Par ailleurs, dim(F1(4)) = 1 et dim(Ker(®)) = n — 1 (le noyau d’une forme linéaire non nulle est un
hyperplan). La somme de ces dimensions est égale a la dimension de M,, 1(C).
Des deux arguments précédents, on tire

M,1(C) = Ey(A) ® Ker(®)

(c) On suppose AX = AX et A # 1. On a alors ®(X) = ®(4X) = ®(A\X) = AP(X). X # 1 indique que
®(X) =0 cest a dire que X € Ker(®).
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(d) Soit f ’'endomrophisme de C™ canoniquement associé & A. montre que Ker(®) est stable par f (si ®(X) =0
alors ®(AX) = 0). E1(A) est aussi stable par f. Dans une base adaptée a la décomposition de 5b, la matrice
de f est bloc-diagonale du type diag(1, B). Si 1 était valeur propre de B alors E;(A) serait de dimension
> 2 (on aurait deux vecteurs propres de f indépendants, 'un étant dans F;(A) et Pautre dans Ker(®)) ce
qui est exclus. 1 n’est donc pas racine de xp. Or x5 = (1 — X)xp (déterminant diagonal par blocs) et 1
est donc racine simple de ;. Finalement, la valeur propre 1 est de multiplicité 1.
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