PROBLEME DE SOUTIEN

ENONCE

POLYNOME MINIMAL EN UN VECTEUR

NOTATION :

e F désigne un K—espace vectoriel de dimension finien > 2, (K=RouC ) et f € Lk (F)

e ¢ le polynéme minimal de f

o K[fl={P(f) /P eKI[X]}

e Pourx € E , on pose I, ={P € K[X] / P(f)(x) =0} et B, = Ey(x) ={ P(f)(z) / € K[X]}

1. Soit € E. Montrer qu’il existe un unique polynéme unitaire 7, € K[X] tel que :

I, = (7,) = m,K[X]

2. On pose k = deg (7y) et r = deg (7,)

(a) Vérifier que r < k

(b) Montrer que E, est un sous-espace vectoriel de E' de dimension r et en donner une base

(¢) Montrer que K [f] est une sous-algébre de £ (E) et en donner une base

3. Soient z1 et x5 de deux éléments de E

(a) On suppose que E,, N E,, = {0} , montrer que Ty, 2, = ppem (T, Ta,)

(b) On suppose que 7, et m,, sont premiers entre eux . Montrer que Ey, 4,

4. Soient z1, 9, ..., ), des vecteurs de £

a) On suppose que E, , E,. ..., E, sont en somme directe . Montrer que :
ppose q By ey By, q

(b) On suppose que 7, , Ty

Tx1+zo+... 4z, — PPC (ﬂ_rl y gy ooy sz)

- E:El @ Eﬂ?z

s weeey Tz, sONt deux a deux premiers entre eux . Montrer que :

E;c1+a:2+..4+;cp = Ewl S2) E(L‘z o...0 Ewp

5. Soit P un facteur irréductible de 7y de multiplicité o

(a) Soit = € Ker (P*(f)) . Montrer qu’il existe un entier o, < « tel que : m, = P

(b) En déduire qu’il existe € Ker (P* (f)) tel que m, = P*

On pourra raisonner par I’absurde en supposant que Vo € Ker (P* (f)) ,a, < «

6. En déduire qu’il existe x € F tel que : m, = 7y

7. On dit quun endomorphisme f est cyclique s’il existe x € E tel que : E, = E.

Etablir que les assertions suivantes sont équivalents :

(i) f est cyclique
(ii) deg(ms) =n
(ii) 77 = Xy

8. On suppose que f est cyclique.

(a) Montrer qu’il existe une base B de E telle que :

0 0 0 ao
1 0 Com
Mat(f)=10 1 . o0

: . 0 ap—o
0 -+ 0 1 apa

n—1

(b) Montrer que xy = X" — ZaiXi
i=0
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1. On va montrer que I, = {P € K[X] / P(f) () =0} est un idéal de K[X] .

e On a I, # ( ( Car contient le polynome nul )
e Pour tout (P,Q) € I2 , alors (P — Q) (f) (z) =P (f) () —Q(f) () =0donc P-Q € I, .
e Pour tout P € K[X] et Q €I, ,on a

(PQ) (f) (x) = P (f) 0 Q(f) (x) = P (f) (Q(f) (x)) = P (f) (0) = 0 donc PQ € I,

I, est un idéal non nul de K[X] car il contient 7y, donc il existe un unique polynéme unitaire m, € K[X] tel
que :
I, = (7)) = M K[X]

2. (a) On a 7y (f) = 0 donc 7y (f) (x) = 0 et, par suite, 7y € I, = (7,). Par définition de I'idéal m, divise 7y,
donc r = deg (m,) < deg (my) =k
(b) e Pour P=0,onaP(f)(x)=0donc0c€E,

e Siy; = P (f) (x) et yo = Py (f) () sont deux éléments de E,, et A € Kalors Ay;+ys = (AP + P2) (f) (z) €

Donc E, est un sous-espace vectoriel de
¢ ) Soit y € E, alors il existe P € K[X] tel que y = P (f) (x)

A T'aide de la division euclidienne il existe (Q, R) € (K [X])? tel que

P = Qm, + R avec deg (R) < deg(my) =7
Par suite y = P (f) () = Q (f) o ma (f) () + R (f) (x) = R(f) () (car m (f)(z) =0)

r—1 r—1
Posons R = Zaka ,onaalors y=R(f)(z) = Zakfk (z) € Vect{z, f (x),.... ! (x)}
k=0 k=0
Ainsi {, f (z),..., f"" (z)} est génératrice de E, . On va montrer qu’elle est libre
r—1
Soit (Mg, A1y .oy Arm1) € K" tel que Z)\kfk (x)=0
k=0
r—1 r—1
Posons P = ZAka .OnaP(f)(x)= Z)\kfk (x) =0 donc P € I, par suite 7, divise P
k=0 k=0
Or deg (P) < deg (7)) donc P =0 . On en déduit que \g = A\ = ... = \._1 =0.

Ainsi B = {z, f (x),.... /"' (z)} est une base de E, . Par suite dim E, =r .
(c) idg € K[f] deplussih,g e K[flet \€e K, h=P(f)et g=Q(f) alors

At g=AP+Q)(f) €eK[f] et hog=(PQ)(f) € K[f]
donc K [f] est une sous-algébre de L (E) .

A l’aide d’un raisonnement analogue & la question précédente , on a {Id7 fyeens fk_l} est
une base de K [f] donc dimK|[f] = k = deg (7y)

3. Soient z1 et x5 de deux éléments de E

(a) Posons P = ppem (7g,, Ty, ) , O1 & Ty, €t Ty, divisent P donc P (f) (x;) =0,i=1,2

On a alors P (f) (x1 + z2) = P (f) (z1) + P (f) (z2) = 0 donc 7y, 44, divise P

D’autre part 7y, 44, (f) (1 + 22) = 0 donc

UETE (f) (.131) = "My 4, (f) (332) € Exl n E£C2 = {O}
(S

(S

T T
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Donc 7y 44, (f) (1) = Ty 45, (f) (x2) = 0 par suite m,, et m,, divisent 7y, 44,

On en déduit que P = ppem (7y, , T, ) divise Ty, 14,

(b) Supposons que 7, et 7, sont premiers entre eux .
D’aprés le théoreme de Bezout | il existe (P, Q) € (K[X])? tel que (%) : Py, + Qmy, = 1

Donc idg = P (f) o ma, (f) + Q (f) 0 e, (f) -
Veérifions d’abord que E,;, C Ey 4y, - Soit y € By, , il existe U; € K[X] tel que
y =Ui(f) (x1) = (Ui + 72,) (f) (21 + 22) € B, 42,
D’apreés (%) on a U = UPny,, + UQmn,, = Pimy, + Pomr,, avec Pp = UP et P, = UQ donc :
y=Pi(f)ome, (f) () + P2 (f) o7z, (f) ()

Siy € E;, N E,, alors il existe S1, 52 € K[X] tel que y = S1 (f) (z1) = S2 (f) (z2) -
On a alors

Pi(f) o, (F) (y) = Bi(f) o, (f) 0 Si (f) (i) = Pi(f) 0 Si (f) o7z, (f) (i) =0

Par suite

y =P (f) ome, (f) (x1) + P2 (f) 0 7a, (f) (22) = 0.
Donc E,, N E,, = {0} .

Soit y € Ey,qa, , il existe P € K[X] tel que y = P (f) (x1 +x2) = P (f) (x1) + P (f) (x2) € E,, + E,
On en déduit que Ey, 445, = By, @ By,

4. Généralisation : Soient x1,x2,...,x, des vecteurs de £

(a) Rappelons que si Fy + F5 + ...F}, est une somme directe et si u; € F; ;i =1,...,p
sont tels que uy 4+ ug + ... up = 0 alors u; = ug = ... =up =0

Supposons que Ey,, Ey, ,...., E;, sont en somme directe .
Posons P = ppem (g, , Tgy, .., Ty, ) on a pour tout i € {1,2,...,p} , P(f) (z;) =0

Donc P (f) (z1 + 22 + ... + ) = P(f) (x1) + ... + P(f) (xp) = 0 par suite 7y, 14,4...4¢, divise P .

p
D’autre part , on a Ty 4442, (x1 + 22+ ... +2,) = 0 donc Zﬁm1+z2+m+% (f)(z;)=0
i=1 e
La somme E;, + E;, +.... + E;  étant directe , donc
Tx1+zo+...+ap (f)(z1) = ... = Tay4zo+4...+z)p (f) (xp) =0

On en déduit que , pour tout i € {1,2,...,p} , 7, divise Ty, 440t 4a,

Par conséquent P = ppcm (7'('301 gy oo 7Txp) divise Ty 4 apt.. 4, -
(b) Par récurrence sur p . Pour p = 2 c’est déja établi
Supposons la propriété vraie pour p — 1 .

Ona Eu + By, +..+ By, = Eyyayt. ta,, de plus Ty, 4upt 42, , = Ppcm (7T11,7Tw2, ..,71'%71)

Comme Tz, est premier avec m,, pour 1 < ¢ < p — 1 donc 7., est premier avec Ty, oot 4ap_s
Par suite la somme (Egc1 +FEe, +o+ By + Exp) est directe .
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Et comme E;, + Eg, + ...+ E; _, est une somme directe ( hypothése de récurrence )
Donc

E11+I2+m+1p = Ezzrl > ECL‘Q D..o0 Exp
5. Soit P un facteur irréductible de 7; de multiplicité o

(a) Soit z € Ker (P*(f)) . On a P*(f)(x) =0 donc 7, divise P
Comme P est irréductible , alors les diviseurs de P* sont de la forme P* avec k < o .

En particulier il existe un entier o, < « tel que : 7, = P%
(b) Supposons que Vz € Ker (P* (f)) ,a, < o . Soit f = max {a, /x € Ker (P*(f))}

On a B < a, pour tout x € Ker (P*(f)), on a P?(f)(x) = PP~ (f) o P% (f)(x) =0
Donc P? (f) (z) = 0 pour tout = € Ker (P*(f)) . On en déduit que Ker (P*(f)) = Ker (P? (f))

Posons m¢ = P*Q avec P et ) premiers entre eux . Soit R = PAQ
On a
E = Ker (P (f)) ® Ker (Q(f)) = Ker (P° (f)) ® Ker (Q (f))

Pour v € E ,2 = 21 + a3 avec 71 € KerP? (f) et 73 € KerQ (f) , donc

R(f)(z) = R(f) (z1) + R(f) (x2) = Q(f) o PP (f) (z1) + PP (f) 0 Q (f) (x2) =0
Par suite R (f) () =0 pour tout z € E .

On en déduit que R (f) =0 et donc 75 divise R ce qui est absurde .

6. Soit my = P Py?...P%m la décomposition en produit de facteurs irréductibles de 7 .

D’aprés la question précédente , on a pour tout ¢ € {1,2,...,m} , il existe z; € Ker (P (f))
tel que : P (f) = my,

3

D’autre part 7y, , Tz, ..., Tz, sont deux & deux premiers entre eux , donc

— — — Q (&3] [ —
Ty +ast. . a, = PPCT (wzl,wm, ..erp) =gy X Mgy X oo X Ty, = Py Py? . Pom =y

(ii) <% (iii) est immeédiate , en effet on a 7y divise xs et deg(xs) =n
Donc deg (75) = n si et seulement si x ¢ et 7y sont proportionnels

Et comme 7y est unitaire et x5 = (—1)" X" + ...
Donc deg (7f) = n si et seulement si x; = (—1)" 7f .
Reste & établir ’équivalence entre (i) et (i) .
(i) = (i7) Supposons que f est cyclique , alors il existe zg € E tel que : E = E,,
D’aprés les questions 2°) (a) et 2°) (b), on a n = dim F = dim E, = deg (7,) < deg (7)) < n
Donc deg (7f) =n .
(44) = (i) Supposons que deg (7¢) =n . Soit xy € E tel que mp, = 7y

Alors dim F,, = deg (ny) =n = dim E donc E = E,, par suite f est cyclique .
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8. Supposons que f est cyclique , soit g € E tel que E = E,,,.

(a) On va établir que B = (zo, f (20) ..., f" " (z0)) est une base de E .
Soit (Ags A1y ey An—1) € K™ tel que : Aoxg + A1 f (20) + oo + A1 f7 1 (20) =0
Posons P =Xg + M X + ... + A1 X"t Jona P(f)(zg) =0
Donc 7y, = 7y divise P et comme deg (P) < n —1 alors P =0 par suite A\g =X\ = ... = X\,1 =0
B est libre et Card (B) = n donc base .

(b) B étant base de E donc il existe (ag, a1, ..., an—1) € K" tel que :

f™ (x0) = aozo + ar f (zo) + .. + an_1 [ (x0)

La matrice de f dans la base B est alors :

0 O 0 ao
10 Lo
mats (f) = | o 1 0
: . -0 ap_o
0O -+ 0 1 ap_
Soit P=X"—a, 1 X" ' —...—a1X —ay,Ona

P (f) (930) = fn ((ﬂo) — (aoibo + alf ((L’o) —+ ...+ an_lf"’l (.’to)) =0

Donc mg, = 7y divise P et comme deg (P) = n = deg (7¢) et sont unitaires donc P = 7y

n—1
[ étant cyclique donc x5 = (=1)" 7p = (—1)" <X" — Zai)@)
i=0
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