PROBLEME DE SOUTIEN ENONCE

EQUATION DE LA CHALEUR

Notation :
— O représente l'origine (0,0,0) de I'espace euclidien R? ;
— B la boule ouverte de centre O et de rayon 1;
— B* cette boule ouverte privée de l’origine ;
— B la boule fermée de centre O et de rayon 1 ;

— S la sphére de centre O de rayon 1.
Le but du probléme est ’étude de fonctions

I BxR, — R
' ($7y7zat) — F(x,y7z,t)

vérifiant :
2 2 2
— AF = %—f sur B* x ]0, +oo[, out AF = ggg + ?9;; + %zf (équation de la chaleur) (1)
— Vte€]0,+oof, V(z,y,2) €S, F(z,y,21t) =0 (2)
— V(z,y,2) € B, F(z,y,2,0)=(z,y,2) (3)

(¥ est une fonction de B dans R, qui décrit I’état initial, et que I’on précisera si besoin dans la suite).

Partie I

1. Soit I’équation différentielle : xy’ +2y +xy=0 (E)
(a) Déterminer I'ensemble des solutions de (E) développables en série entiére au voisinage de 0 et les exprimer
a l'aide de la fonction sinc (sinus cardinal) définie sur R par :

sin (z)

T

sinc(0) = 1 et sinc(x) =

pour x # 0.

(b) Pour résoudre (F) sur ]0,+oo], inspiré par la solution qu’on vient de trouver, on pose y(z) = % Déter-
miner I’équation différentielle (E’) en z équivalente a (E).
(c) Résoudre (E’) et en déduire la solution générale de (E) sur ]0, +oo.
2. Soit F: B x Ry — R telle que
F(z,y,z,t) = f(r)h(t) ou r = \/W
f est non identiquement nulle, continue sur [0, 1], de classe C? sur 0, 1|

h est non identiquement nulle, continue sur |0, +o00], de classe C* sur 0, +o0].

(a) Exprimer AF (en dehors de l'origine O) en fonction de h et f et de leurs dérivées.
(b) Montrer que si F' est solution de (1), il existe une constante réelle X telle que :
vreloal, f10)+ 20+ AR =0 ()
Vvt €10, +oo[, H(t)+ Ah(t) =0 (Hy)
3. (a) Soit A > 0; notons a = v/A. Montrer que si ¢ est solution de (FE) sur |0, +ocl, alors la restriction & ]0, 1 de
r — @(ar) est solution de (E).
(b) Résoudre (Ey) dans le cas oi A = 0 puis le cas out A < 0.

4. Déterminer les A réels tels que (F)) ait des solutions non nulles prolongeables par continuité sur [0, 1], nulles en
r = 1. Quelles fonctions vérifiant (1) et (2) a-t-on ainsi pu exhiber ?
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PROBLEME DE SOUTIEN ENONCE

EQUATION DE LA CHALEUR

Partie I1

o0 .
2(—1 n+1
On admet que : Vr €]0,1], anw =1 avec b, = %
— r ™
oo
1. Notons T'(r,t) la somme de la série 2 Z (—1)"*sinc(nnr) exp (—n?m?t) lorsqu’elle converge.
n=1
(a) Soit r € [0,1] fixé. Montrer que la série ci-dessus définie converge pour tout ¢t > 0 et que t — T(r,t) est
continue sur |0, +o0].
Peut-on affirmer que T': (r,t) — T'(r,t) est continue sur [0, 1]x]0, +o00[ ?
(b) Soit r € [0, 1] fixé. Montrer qu’il existe un réel M tel que pour tout n > 0

n

> (=1)Fsin (zm)| <M.

k=1

(¢) Soit r € [0,1] fixé. Montrer que la série définie en début de question 1 de cette partie II converge pour tout
t > 0et quet— T(r,t) est continue sur |0, +00]. Pour cela, on admettra le résultat suivant (lemme d’Abel
pour la convergence uniforme), établi a la derniére partie :

THEOREME

Soit (vp)n>1 une suite numérique telle qu’il existe un réel M vérifiant :
n

> v

k=1

Soit I un intervalle et (g,,),>1 une suite de fonctions telle que pour tout x € I la suite (&, (x))n>1 est décroissante,

Vn > 1, <M

et telle que la suite (e,,),>1 converge uniformément vers zéro sur I. Alors la série de terme général e,,v,, converge
uniformément sur I.

2. Soit F': B x R, — R définie par :

F(x,y,z,t) =T (\/.IQ + 2+ zQ,t) pour (z,y, z,t) # (0,0,0,0), et F(0,0,0,0) = 1.
(a) Montrer que F vérifie (2) et (3) pour une fonction ¢ que 'on précisera.
(b) Montrer que F' vérifie (1).

c¢) Montrer que F est continue sur B x 0, +o0].
Partie III

1. Soit F continue sur B x |0, +oo] vérifiant (2) ainsi que :
F
AF = aa—t sur B x ]0, 40| 1)
V(z,y,2) € B, F(z,y,2,0) >0 (@)

On se propose de démontrer par ’absurde que F' ne prend que des valeurs positives ou nulles.

Soit (z1,y1,21,t1) € B x ]0,400] tel que F (x1,y1,21,t1) < 0. Soit ¢ > 0 fixé, vérifiant
F (x1,y1,21,t1) +t; < 0. On notera F. la fonction définie sur B x ]0, +-0c] par
FE (:1:7 y’ Z7 t) = F(x’ y? Z? t) + Et'

(a) Montrer qu’il existe (xg,yo, 20,t0) € B x [0, 1] tel que
Fs(anyO; ZO7tO) = inf {Fs(xa Y, Zat) | (Ivya th) € B x [Ovtl]}~
2

0 OF,
(b) Montrer que = (20, Y0, 20, to) = 0 et que a—:(a:o,yo,zo,to) <0.

0x2
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(¢) Conclure.
2. Montrer que si F' continue sur B x |0, +-oc] vérifie outre les conditions (1°) et (2) la condition
V(z,y,2) € B, F(x,y,2,0)=0 (3%)
alors F' = 0.

3. Soit v une fonction continue de B dans R donnée et soit F' continue sur B x ]0, +o0o] solution de (1°), (2) et
(3). Montrer que F est unique.

Partie IV

On reprend les notations du lemme d’Abel (énoncé au II.1.c.). réel M vérifiant : fonctions telle que décroissante,
et telle que la 1.

1. Soient p,q > 1 des indices entiers. Soit x € I. Etablir une égalité de la forme :

k=p+q k=p+q—1
S oar@ve = Y (ex(@) — exg1(2) Sk +5(2)S; — &i(x)Si
k=p+1 k=p

ou les indices i et j sont & préciser en fonction de p et q.
k=p+q
2. En déduire une majoration de Z er () utilisant M.
k=p+1
3. Conclure : la série de terme général €,v,, converge uniformément sur I.

4. Dans le contexte de la partie II, peut-on alors obtenir la continuité de F' sur B* x [0, +oo]?
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1.

PARTIE I
+oo
(a) Soit y une telle solution avec y(z) = Z anx” pour tout |z| < ret 0 <r < R=Rc Z anz™ | avec le
n=0 n=0
rayon R > 0. dans ’équation différentielle : on trouve pour n > 1: (n+1)(n+ 2)an,4+1 = —an_1, et a; = 0.

Cela donne la nullité des impairs, et asp = (fl)paom.
Réciproquement, c’est 1a ag sinz/z pour  # 0 et ag pour = = 0, donc agsinc(z).
Les solutions DSE au voisinage de 0 le sont en fait sur R, et constituent la droite dirigée par sinc.

(b) On trouve aussitot 2’ (z) + z(z) = 0.

cos T
(c) Les solutions de (E) sur ]0,4o0[ sont donc les combinaisons linéaires de sinc et x — .
T

(a) L’application (z,y,2) — r est C? sur le complémentaire de O; comme composée, a t fixé, F est C?, et
on calcule les dérivées partielles par la régle de la chaine. La premiére suffit, les roles joués par les trois
variables étant symétriques.

On a d’abord or _ h(t)f’(ﬂ%, puis 827F = h(t).[f”(r)f—j + f/7(n7“)

2
or Ox? B ﬁf (r)]-

Alors AF = h(t)[f/ (r) =522 4 3700 _ 2wl pry) — p (1) f7(r) 4 2800),

(b) On a par ailleurs aa—}t? = f(r)h/(t). L’équation revient a h(t)[f"(r) + ZM} = f(r)h(t) (x).

Par hypothése, h n’est pas identiquement nulle, il existe alors un ¢3 > 0 tel que h(tp) # 0. Posons A =
' (to)

h(to)
On reporte alors dans la relation (x), il vient f(r)[h'(t) + Ah(t)] = 0. On choisit un r > 0 pour lequel
f(r) # 0, on obtient 'équation (H)). A posteriori, le caractére arbitraire du choix de ¢y disparait.

(a) Prenons f(r) = p(ar). On calcule f”(r) + (2/r)f'(r) + Af(r) = a?¢" (ar) + (2a)/r¢'(ar) + o?p(ar) =
(a/r)(arg” (ar) +2¢' (ar) + (a/r)e(ar)). Il en résulte que ¢ est solution de (E) sur |0, o si et seulement si
f est solution de (E)) sur |0, 1] (c’est un peu plus précis que ce qui est demandé). En tout cas, a laide des

. On voit d’aprés (x) que f vérifie (E)).

solutions trouvées au 1., on fabrique des f convenables pour (E)), ce qui suffit dans la logique du probléme.

(b) Il y a plusieurs fagons de s’y prendre. On peut revenir a idée de la multiplication par r. En posant
g(r) =rf(r), équation est équivalente a ¢’ (r) + Ag(r) = 0. On retrouve bien g(r) = 7 sin(ar) + d cos(ar)
dans le cas o1 A = o?.

Pour A = 0, on trouve ainsi g(r) = ar + b, puis f(r) = a + b/r, qui se trouvait facilement directement.
Pour A < 0, il vient g(r) = vysinh(ar) + 6 cosh(ar) dans le cas oit A = —a?. On pouvait aussi trouver ce
résultat en remarquant que « pouvait étre choisi complexe : la solution du cas A négatif fournissait alors

des cos(iar), sin(iar), donnant les sinh et cosh.

La condition (2) revient ici a f(1) = 0, ce qui explique qu’on cherche les telles solutions de (E) ). Pour prolonger
en 0, dans le cas A = 0, il faut f constante, mais alors, f est nulle, c’est exclu. Sinon, le prolongement en 0 exige
la disparition des cos et ou des ch. Pour A < 0, v sinh(ar) ne pourra s’annuler en 1 qu’avec v = 0, exclu.

On ne trouve des solutions possibles finalement que pour A > 0, @ = v/, ce sont les multiples de sinc(ar). Exiger

i i A A N . PN sin(nwr
sinc(a) = 0 revient alors & @ = nm, pour un n € N*. A un facteur prés, on est ainsi arrivé a f(r) = y
nmwr

Pour h, on trouve les multiples de exp(—\t) = exp(—n?m2t).
Finalement, la fonction sinc(nnr) exp (—n?7%t) (et ses multiples) donne une fonction F (pour r = /22 + y2 + 22)
vérifiant (1) et (2) (et continue sur B x R,).

PARTIE II

(a) Pour a > 0 et ¢ € [a, +00[, on domine le terme général de la série :
|2(—1)"*sine(nmr) exp (—n2m2t)| < 2exp (—n?m2a) (on a utilisé : Vz, |sinc(z)| < 1, classique).
C’est alors le terme général d’une série convergente, indépendante de . Cela assure la convergence normale
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de la série de fonctions, chacune est continue, on obtient la continuité de ¢t — T'(r,t) d’abord sur chaque
[a, 400, finalement sur |0, 4+o0].
Rien n’interdit de considérer des fonctions de deux variables :

Un (r,t) = 2(=1)"Tsinc(nmr) exp (—n?n?t).

La domination obtenue (indépendante de r!) montre que la série converge normalement sur [0, 1] X [a, +00],
ce qui y assure la continuité de 7'. Finalement, 7" est continue sur [0, 1]x]0, +oc0|.

n

Pour r = 1, la somme est nulle. Sinon, on calcule : Z(—l)k sin (kmr) = Im(z exp(ikm(r + 1)))
k=1 k=1

Im(exp(z)l_Lp(n@)7 avec z = im(r + 1), et exp(z) # 1.
2

1 —exp(i(r + 1)m)]

1 —exp(z)

Alors, la somme se domine par =M (et M =0 pour r =1).

exp(—n?n?t)

-2
On écrit alors wu,(r,t) = —(—1)"sin(nwr). = K.v,&,, ou K est une constante, v, =

n
(=1)"sin(nnr), e, = M. On a bien (g,(t)) décroissante de limite nulle pour tout ¢ € [0,400]

(méme ¢t = 0!). La convergence est uniforme : domination par 1/n. Par ailleurs les sommes S,, sont bien
majorées, on I’a vu. On assure ainsi la convergence uniforme de la série de fonctions en ¢ (a r fixé), donc la
continuité cette fois sur [0, +o0].

Pour (z,y,2) € S, r =1, la valeur de F est T'(1,t) = 0.

2(—1)"*t sin (n7r)

™n r

Pour ¢ = 0, on est ramené a T'(r,0). Or pour r €]0, 1], Z =1, d’apres le II.1., et par

n=1
convention F'(0) =1 : c’est exactement dire que F vérifie (3) pour ¢» = 1 sur B (ici, ¥ = 0 sur la sphére, il

y a discontinuité...).

Voici le cceur de la question. On a ajouté, en une somme de série convergente, des solutions a 1’équation (1).
A-t-on encore une solution ? Il s’agit en fait de voir que les dérivées partielles utiles pour (1) se calculent
terme & terme. On doit donc appliquer (plusieurs fois!) un théoréme de dérivation terme a terme, en prenant
soin de bien choisir la variable par rapport a laquelle on dérive, le reste étant bloqué.

Prenons ici u, (r,t) = 2(—=1)""!sinc(nnr) exp(—n?72t) (le terme général de T'(r,t)), et, ayant fixé y, z et t,
prenons z € [0, 1]. On doit dériver g(x) = u, (/2% + y? + 22,t) par rapport a x, et dominer indépendamment

de x, pour obtenir B puis poursuivre avec ¢’ (x).
Z

D’une part, sinc est C2 sur R, cette fonction ainsi que sa dérivée premiére et seconde tendant vers 0 en 400
(elles sont O(1/x)), on peut les dominer sur R, soit trois constantes My, M7, Ms. Puis, comme composée,
r + sinc(nmr) est aussi C2 sur R, avec des dérivées (d’ordre 0, 1, 2) dominées par My, nw M, n?72 M, (ceci,
pour tout n). Les dérivées de u,(r,t) par rapport & r sont ainsi dominées par les mémes valeurs multipliées
par 2exp(—n?m?t).

Pour z € [0,1] enfin, g(z) = u, (/22 + y? + 22,t). Puisque l'on écarte le point (0,0,0), la racine n’est pas
prise en 0, et on peut dériver par rapport & = (on considére t fixé : on écrit des dérivées ordinaires) :

x 22l (r) N

/ 7 L — L
g (J}) - un(r),r)g ($) Un(T) 7"2 + r 7’3 .

Or r peut étre confiné dans un certain [a,+oo[, car ou bien (y,z) # (0,0), auquel cas on a r > a =
VY2 +22 > 0, ou bien y = z = 0, et on peut imposer x > a > 0, puisque l’on ne veut le résultat que
sur B* : alors » > x > a. Maintenant, tout ce qui intervient dans la fonction et ses deux dérivées est
borné indépendamment de x, avec un majorant de la forme O(n?). exp(—n?72t). C’est le terme d’une série

convergente indépendant de x. On peut donc appliquer deux fois de suite le théoréme de dérivation terme
+oo

a terme. On établit ainsi que Z un (/22 + y2 + 22,t) est deux fois dérivable terme & terme (par rapport

n=1
a z). Ceci est finalement valable en tout point 2 pour lequel r # 0.
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()

Le raisonnement est le méme pour y et z (symeétrie des roles), et le laplacien se calcule ainsi par dérivation
terme & terme (inutile de préciser la dérivée pour le moment), en tout point qui n’est pas 'origine.

De lautre coté, il faut dériver une fois par rapport a ¢. On prend b > 0 et t € [b + oo[. La dérivée par
rapport & t est ici —n?m2u, (v/22 + y2 + 22,t), on domine par n?m2u, (/22 + y2 + 22,b), ce qui fournit le
terme général d’une série convergente, et la convergence normale. On peut encore dériver terme & terme,
et ceci pour tout ¢t > 0 en définitive.

Maintenant, il suffit de dire que par construction, chaque terme de la série vérifie 'équation (1) (vu au

8F “+o0
1.4.). Quand on calcule AF — TR on peut le faire terme & terme, et on obtient Z 710 = 0, donc F est

solution de I’équation de la chaleur (1).

On a pris soin d’observer la continuité de T globale sur [0,1]x]0, +oo[. Par composition, on obtient la
continuité de F sur B x |0, +oo].

PARTIE IIT

La fonction F., continue, car F' I'est ainsi que (z,y, z,t) + t, atteint son minimum sur le compact B x [0, ¢;].
Soit (xg, Yo, 20, to) un point ot ce minimum est atteint.

Si l'on avait g = 0, le minimum serait 0 (grace a (4)), alors que l'on sait F' < 0 en au moins un point du
compact. C’est donc que ¢t > 0.

De méme, si l'on avait (zg, yo, 20) € S, le minimum serait 0 + etg > 0 (grace a (2)), absurde.

Finalement (xg, yo, 20,t0) € B x [0,t1] est tel que

F.(x0, Y0, 20, t0) = inf{FE(x,y,z,t) | (z,y,2,t) € B x [O,tl]}.

Alors, * — F(z,yo0,20,%0) a un minimum en xp, et comme B est ouvert, c’est une fonction définie au
voisinage de xg, donc cela constitue un minimum local. Donc la dérivée premiére de cette fonction est
nulle, et la dérivée seconde est positive ou nulle : ce résultat élémentaire connu, et rappelé en cours, sur les
fonctions d’une seule variable, repose sur le développement limité au deuxiéme ordre, pour une fonction
deux fois contintiment dérivable en .

De son coté, en la variable ¢, il y a un minimum également, mais peut-étre pas local (si 'on était en ¢;...).
S’il est local, la dérivée en t est nulle, et, sinon, c’est un minimum & gauche, cela suffit en tout cas pour
dire que la dérivée ne peut pas étre > 0, donc est < 0 (c’est encore Pargument du développement limité, et
c’est toujours conforme a ce que l'on voit sur une figure).

oF  OF.
Alors au point considéré, AF, = AF >0, et i 8; —¢e < —¢: c’est contradictoire avec I’équation (1).

Ainsi F' > 0 sur B x |0, 4+o00[, et finalement sur B x ]0, +00] (par continuité).

2. On peut dire que F vérifie la condition (4), donc F' > 0. Mais toutes les conditions sont aussi vérifices par —F'!!
Donc F <0, finalement F' = 0. Astucieux, non ?

3. Si F et G conviennent, F' — G vérifie, outre les conditions linéaires (1°) et (2), la condition (3’), et donc est

nulle, on vient de le voir : le probléme admet au plus une solution.

PARTIE IV

1. Silon sent (ou si 'on obtient par tatonnement) que la formule correcte est :

k=p+q k=p+q—1
S oar@ve = Y (er(@) — exr1(2)Sk + Epiqg(2)Spiq — Ep(7) Sy,
k=p+1 k=p

on peut le vérifier par récurrence sur ¢ > 1 (a p fixé).

Sinon, on trouve directement la formule par application de la transformation d’Abel élémentaire : (laissons de

coté les  inutiles ici) :
€pSk — €k—1Sk—1 = €(Sk — Sk—1) + (e — €k—1)Sk—1.
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k=p+q k=p+q
On sommede p+1ap+q : €ptgSprq — EpSp = Z SRV + Z (ex — €x—1)Sk—1, le dernier terme est aussi
k=p+1 k=p+1
k=p+q—1
Z (€k+1 — €k)Sk, C’est la formule attendue, et aussi une méthode simple pour la trouver!
k=p
k=p+q
2. On obtient une majoration de Z ex(x)vg, en majorant dans la formule trouvée par l'inégalité triangu-
k=p+1
laire, en exploitant que la suite (e,(x)) est décroissante et positive (pour le moment, on raisonne a z fixé) :
k=p+q k=p+q—1
S @l €S (er(@) — skt @) M + epag(@)M + 2p(@)M = 26, (x)M.
k=p+1 k=p

3. Maintenant, on peut majorer uniformément en = par ’hypothése de convergence uniforme vers 0 de la suite (&,,).
On a ainsi établi que les restes de Cauchy tendent uniformément vers 0 quand p tend vers 400, indépendamment
de g. Grace au critére de Cauchy uniforme, on peut donc conclure : la série de terme général €,v, converge
uniformément sur I.

4. Reprenons la preuve du II.2.c. Fixons [a,b] C]0, 1[, ou courra r. On reprend la majoration donnant M. Le calcul
plus précis de la somme donne (pour un 6 qui importe peu) :

. (nm(r+1)

p sin(2IzEL)

Im(e 0-m)’
2

1
[sin(75)] T [sin(TEE)|
La constante K ... dépendait de r : elle se domine par 2/aw. On peut majorer avec un M uniforme en r. Le reste

que ’on domine par

de la preuve demeure : le reste de Cauchy se majore alors uniformément pour (r,t) € [a,b] x [0, +00[, on gagne
en définitive la continuité de T sur ]0, 1[x [0, +o00[, puis celle de F' sur B* x [0, 4+o00].
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