PROBLEME DE REVISION ENONCE

FORMES LINEAIRES CONTINUES, DISTANCE A UN HYPERPLAN

Partie I

Soit H un hyperplan d’un evn E et h une forme linéaire non nulle sur £ de noyau H
1. Dans cette question, E est supposé de dimension finie, on désigne par xy un vecteur de FE

(a) On note d(xo, H) la distance de x¢ a '’hyperplan H. Montrer qu'il existe une suite (uy,),, d’éléments de H
telle que : liIE lzo — un| = d(z0, H)
n—-+oo

(b) Montrer que la suite (u,) est bornée

(¢) En déduire qu'il existe y € H tel que : d(zo, H) = ||zo — ||
On dit que la distance de xg & H est atteinte en y

Dans la suite de cette partie ¥ est R—espace vectoriel normé de dimension quelconque .
2. Montrer que si h est une forme linéaire continue sur F alors le noyau Ker (h) est fermé dans F
3. On veut établir la réciproque. Par absurde on suppose que Ker (h) est fermé et h n’est pas continue.
(a) Justifier Pexistence d’une suite (¢,), € EN telle que :

lim ¢, =0
n—+00
h(t,) =1 pour tout n € N

(b) En considérant la suite (t, — t0),,5, , aboutir & une contradiction puis conclure .

4. (a) Montrer que si F est un sous-espace vectoriel E, alors F' est un sous-espace vectoriel de E .

(b) En déduire que tout H hyperplan de FE est fermé ou dense dans F,c’est-a-dire H = H ou H = E

Partie II

On suppose dans cette partie que H est un hyperplan fermé, d’'un R—espace vectoriel normé E de dimension
quelconque . H est le noyau d’une forme linéaire h, continue non nulle sur E. o désigne un vecteur fixé de F.

h
5. (a) Justifier que I’ensemble {| (x)\, |z e E\ {0}} est majoré
[l
h
(b) Justifier I'existence de || h || = sup |||(x|)7 puis montrer que Vz € E, [h(z)| < |2 ||z ||
z#0 X
h
6. (a) Montrer que, pour tout y de H on a :||zg — y|| = | ”(;f(l)”)
h
(b) En déduire que d(xg, H) > | ||(;LE(|)“)|

(¢) En déduire que d (zg, H) = 0 si et seulement si zg € H
7. On considére dans cette question que xg ¢ H .
(a) Montrer qu’il existe une suite (wy,), d’éléments de E\ {0} vérifiant :

Ial = tm G2l

n—too  |[wp|
(b) Montrer que, pour tout entier n, il existe un réel \, et un vecteur y,, de H tel que :

Wn = )\nxO + Un
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Th(w)] _ b (o)

(¢) Prouver que, pour tout entier n :
) lwal~ d(zo, H)

|7 (o)
(a

8. En déduire que, pour tout vecteur zo de E , on a :d (zg, H) =

Partie III

Dans cette partie, E est I’ensemble des suites réelles de limite nulle, on munit cet ensemble de la norme infinie,

c’est-a-dire que si u = (u,),, € E alors ||u|| , = sup |u,]| .
neN

9. Etablir que si u = (u,,),, est une suite bornée alors la série Z 2:31
Soit h I’application définie sur E dans R par: "
+o00
h(w =3 5
n=0

10. Montrer que h est une forme linéaire continue non nulle sur E et que || k] < 1

11. Soit (vp),5, une suite d’¢léments de £, on notera v, (n) le terme de rang n de la suite v,.

On définit v, par :
n

p

+ /A

< p
>p+1

1 si0
Up(n){o sin

Caleler Tim |7-(%2)]

,en déduire || b ||
oo ol

12. Montrer qu’il n’existe pas d’élément u non nul de E telle que :

|7 (u)]

[l o

7l =

13. On note H le noyau de h , vérifier que H est un hyperplan fermé de E .

14. Montrer que la distance d’un vecteur x de F & H n’est pas atteinte .

est convergente.
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PROBLEME DE REVISION CORRIGE

FORMES LINEAIRES CONTINUES, DISTANCE A UN HYPERPLAN

Partie I

1. (a) On rappelle que d (zg, H) = inIf{ lzo — yl|-
S

Soit n € N, d’aprés la caractérisation de la borne inférieure, il existe u,, € H tel que :
1
d(.’L‘07H) < Hl‘o —’LLnH < d(wo,H) + 27

Par suite, par le théoréme d’encadrement, lim ||zg — u,| = d (zo, H)

n—-+oo
(b) On a ||un|| < |lun — xo|| + ||xo|| - La suite (||u, — zol|),, est convergente , donc bornée
Par suite (||u,||),, est aussi bornée.

(¢c) H étant de dimension finie, d’aprés Bolzano-weirstrass, on peut extraire une suite (uso(n))n convergente.
Notons y sa limite, alors par continuité de la norme

nEIJrrloo Hucp(n) - :L'OH = ”y - I'OH
D’autre part : d(xg, H) = lim H“w(n) — on, car (H“s@(n) — on) est extraite de la suite convergente

n——+oo

((lun = 2oll),,) -
On en déduit que d (zg, H) = ||y — ol -
2. h: E — R est continue et {0} est fermé dans R, donc Ker (h) = h~! ({0}) est fermé dans E

3. (a) h est linéaire non continue, donc elle n’est pas continue en 0, donc

Je > 0 tel que V6 > 0,3z tel que [|z|| <det |h(z)] =€

1
En particulier, pour tout n € N, il existe ,, € E tel que ||z,|| < — et |h(x,)| > €

2TL
P t, = , hty) =1et |ta] = < < —d lim t, =
osons h ) on a h(ty,) et [|tnl AES] 5 gng done lim 0
(b) On a h (t, —tg) = h(tn) —h(to) =0 donc t, —tg € H mais ll}r_il_l (tn, —to) = —to ¢ H. Ce qui contredit
n o0

que H est fermé
4. Soit F' un sous-espace de E,
o F#£( (Car Flest)
e Soit (z,y) € Flet \eR , alors il existe (z,,),, € F" et (yn), € F" telles que :

lim z,=xet lim y,=y
n—-+oo n—-+oo

On a alors (A\z, +y), € FN et lim Az, +y, =Az+ydonc \x +y € F
n—-+00

5. Soit H un hyperplan de E on a H C H . Supposons que H # H , soit a € H\H
H est un hyperplan et « ¢ H donc E = H ® Ra
Soit x € E , il existe (x1,A) € H xR tel que : z =21 + Aa
Onaxz; € HC Het Hestunsevde E , donc z € H . Par suite H=F

Partie I1
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6. (a) L’application h est linéaire continue, donc elle est bornée sur la sphére unité, ainsi il existe K € R, tel que

vz € S(0,1), |h(z)| < K
X

Soit z € E'\ {0}, on a Tl
x

€ 5(0,1), donc

L ‘h(uim st

Donc {'h(l’)' |z e E\ {0}} est majoré

]

h
(b) L’ensemble { ()] |z € E\ {0}} est une partie de R non vide et majorée, donc elle admet une borne

(o

h
supérieure, ce qui justifie 'existence de || k|| = sup | (m)|
z#£0 H:L'H
Soit z € E'\ {0}, alors @) < IR I, done |h(z)] < || R ||| 2 |-

]
Une telle inégalité est vérifiée si x = 0. Ainsi

Vo € B, [h(z)] < || Al [l
7. (a) Onay € H donc h(y) =0, par suite :

7 (z0) = [h (o) = B (y)] = |h (zo = y)| < | 2]l Iz = woll

h
Donc |jzg —y|| > b (o)
17 ]]
- o _ [ (o))
(b) D’apres la question précedente on a d (zg, H) = mg |lzo — yll = Ta]
ye

(c) Sizo € H ,alors d(zg,H) =0.
Réciproquement. Si d (z, H) = 0 alors, d’aprés la question précédente, on a:

0=d (2o, H) > 'h(g(ﬁ)| >0

Donc h (xg) = 0, soit xg € Ker (h) = H .
8. On considére dans cette question xo ¢ H .

(a) D’aprés la caractérisation de la borne supérieure , on a :

[ (e)]

Ve > 0,3z, € E\ {0} telque: |h]—e < T
Te

<Al

En particulier, pour tout n € N , il existe w,, € E\ {0} tel que :

L _ b))
1A= o <
Jon]

<Al

Done | A = Tim [L(@n)l

n—-+o0o ||wn||
(b) H est un hyperplan et 2o ¢ H , donc E = H @ Rxyg
Donc pour tout n € N ;3\, € R et y, de H tel que : w, = Anzo + yn
(¢) Soit n € N, on a y, € H = Ker(h), donc h(wy,) = Ah (z0) et par suite |h (wy)| = |An| |k (20)]

h(wa)| B (o)l
Tl < d(zo, H)

e Si A, =0, alors |h(wy,)| =0 et 'inégalité est triviale
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PROBLEME DE REVISION CORRIGE

FORMES LINEAIRES CONTINUES, DISTANCE A UN HYPERPLAN

e Sinon, on a ||wy|| = |An]

Yn
An

l|lwn ||
Donc: |A\,| < ————— (d(zg,H) >0 car = H
| | d(fﬁ(),H) ( ( 0 ) 0¢ )

Par suite :

h(wa)| _ |h(xo)]
Twnll S @ (o, 1)

9. Par passage a la limite dans I'inégalité précédente , on a :

|h (o) |h (o)l
Ih]] € =———=~ donc d (zo, H) <
d (o, H) IRl
h
Ainsi: d (zg, H) = [ (o)l
1Al
Partie IT1
10. La suite (uy,),, est convergente donc bornée. Pour tout n € N, on a 27111 H;HH et Z H2n|J|r°1° converge , donc

Up,
Z T est absolument convergente par suite elle est convergente .
n=0

11. L’application h est linéaire car pour u = (u,),,, v = (v,),, deux éléments de £ et A € R, on a

+oo +oo
Uy, + AUy,
h(u + )\U) = Z on+1 = 2271+1 + ZQ7L+1 = + Ah( )
n=0 =0
De plus pour tout v € F |
“+o0 |Un| “+o0 1
b)) =Y 5| < ZW < Xz ) Il = llull
n=0 n=0

On a pour tout u € E , |h(u)| < |lull, , donc u est continue et on a || A || <1

12. Soit p € N NOREEE A N oS S Sy — 1, done tim Py g
. oot p € N, on a (UP) - z;) on+l 2)2n+1 - - 27 e ||Up||oo = 1, donc _EPOO va H . n a pour
n= n=
h
tout p e N, || ()] < || 2 || par passage a la limite lorsque n tend vers 4+o00, on obtient 1 < || 2 ||. Ainsi | k] =1
Pllco

h
13. Supposons qu'il existe u € E\ {0} telle que : Jh(w)] =h]=1
u

Alors |h (u)| = ||ul|, , ce qui donne que :

S (N1

n
h@l= > 5| < ZW < (Zgnﬂ) llloe = llell
n=0 n=0 n=0
un| (X1 . S~ Ululloe = fnl)
Donc ng-l < Zgnﬂ ||lul|, ce qui donne que ZT =0
n=0 n=0
>0
Donc |uy,| = ||lul|,, pour tout n € N. Autrement-dit la suite |u| est constante. Mais par définition de F, on a
lim w, = 0 par suite ||u|, = lim |u,| =0 absurde car u # 0
n—-+0oo n——+00
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14. h est continue , donc H est fermé

15. Soit = ¢ H , supposons qu'il existe u € H tel que : d(x, H) = d(x,u) = || — ul|

On a L
ol = 1) = B~ )] = 1 o~ ] (B ) =0 car u e )
En posant a =z —u , on a |h (a)| = ||a||, ce qui n’est pas possible d’aprés la question précedente .
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