PROBLEME DE REVISION ENONCE

NORMES SUBORDONNEES

Soit E et F' deux K-espaces vectoriels normés non nuls, avec K =R ou C

e On note L¢(E, F') 'ensemble formé des applications linéaires continues de E vers F.

e L¢(E) 'ensemble formé des endomorphismes continus de E

e n et p désignent des entiers > 2

Une

algebre (A, +, X, ) est dite normée s'’il existe une norme N sur l’espace vectoriel (A, +, -) qui vérifie en outre deux

propriétés :

V(u,v) € A%, N(u x v) < N(u) x N(v)

On dit alors que N est une norme d’algébre.

Soit

1

[\

Partie I: Normes subordonnées

u€ Lo(E,F), on pose ||u] = sup{w, zeE\ {OE}}
E

. Montrer que || u || est bien définie
. Montrer que || .|| est une norme sur L¢(E, F), appelée la norme subordonnée.

. Montrer que

(@) lull= suwp fu(@)llp= sup [u(@)]p;
Izl <1 ]l p=1

(b) Vo € E, [[u(@) [|p < [lull > 12z
(©) flwll = min {k € R* tel que ¥z € B, |u(z) | < k|2 |5}
(a) Montrer que (Lo (E),||-||) est une algébre normée;

(b) Calculer ||Idg ||.

Partie II: Exemples de calcul

(0) Montrer que u est continue et

el

On munit R[X] de la norme ||P|| = max |P(t)|. Soit u : { RIX] —
t€[0,1] P —
calculer || u||.

EFE — R

Soient E = C'([0,1],R) et ¢ € E nonnulle. On munit E de la norme usuelle ||.||2. Soit T, : Foe /1 FB o)t
0

Montrer que T, est continue et calculer || T, ||.

Soient E = C°([0,1],R) et F = C1 ([0,1],R) . On définit Ny et Ny par
Ni(f) = [Ifllos et Na(f) = Iflloc + 1/ ll

(a) On définit T': E — F par : pour toute f:[0,1] - R  continue
T() 0 SR T = [ 10 a

Montrer que T est une application linéaire continue de (F, Ny) dans (F, N3)
(b) Calculer || T ||
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PROBLEME DE REVISION ENONCE

NORMES SUBORDONNEES

Partie ITI: Normes matricielles

T1
Soient n,p € N*. Pour X € My, 1 (K) avec m € {n,p} et X = | : |, on pose
Tom,
m m
2
XN =D il X2 = | D lwl® et Hxﬂw:éﬁﬁﬂ%
i=1 i=1

Soit A = (aij) 1Si<n € M, »(K). On appelle norme de A subordonnée aux normes sur M, 1 (K) et My, 1 (K) la norme
1<jis<p

subordonnée de l'application linéaire u de My, 1 (K) vers M, 1 (K) définie par u(X) = AX. On la note || A||.
8. On munit M, 1 (C) et M, 1 (C) des normes infinies || . ||oo

p
(o) Montre que 14X < { poax 3o ) 10 puis e 4l < s Zlam .

(b) Soit k € [1,n] tel que max Z la;;| = Z lak;|.
1
= o=t
Posons Vj € [1,p] , ar; = |arjle? et soit Xo =
o—i0p

Calculer || Xo||loo et montrer que || AXp ||oo> max E |a;j]
1§i§n‘_1
j=

(c) En déduire que || A|| = max Z laij].

9. On munit M, ; (K) et M, 1 (K) des normes ||.|;

(a) Montrer que ||[AX|; < (121?%02: |aij> [| X1 et déduire || A]; < < max Z la;]-

(b) Soit k € [[1, p] tel que max Z la;;| = Z |aix|, on pose Xy = (61k)16[[1 ol
i=1

Calculer || Xol|1 et montrer que [|[AXy||; = max Z lasj]
1<5<p &

n
¢) En déduire || A ||, = max Z ail.
(© 41 = s 3o

10. Pour A = (a”)1<7<n on pose
<ji<p

[A[l2 =

Montrer que || A |5 < [|A]l2. A-t-on I'égalité des normes ||. ||, et || . ||5
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PROBLEME DE REVISION CORRIGE

NORMES SUBORDONNEES

Partie I: Normes subordonnées

Soit u € Lo(E, F)
1. w est une application linéaire continue, donc il existe k € Ry tel que:

Vee B, [u@)|p<klzlg
@)

|21l
de R et puisqu’il est non vide , d’aprés ’axiome de la borne supérieure, il admet une borne supérieure. D’out

lexistence de || u ||.

2. Pour f € Lco(E,F), f est bornée sur B(0,1) donc l'application Vf € Lo(E,F), || f|| € RT. Soient f,g €
Lo(E,F)etaek:

e Séparation: Si || f || =0 alors Va € E\ {0}, f(x) = 0. Or f est linéaire, donc en particulier f(0) =0. On
déduit que f =0 .

En particulier: Vo € E\ {0}, < k. Ceci montre que I’ensemble { I u(m)!F, xeE\ {OE}} est majoré

[E3]

st af(z)||lr f(@)||F
« Homogenéité: [| o || = sup 12/ @l =|a|mu>” @le _ oy £y
ar0 |lz]g a#0 2 g
e Inégalité triangulaire: Soit € F\ {0}, on a:
1F+9)@) Il _ @) +9@) |l _ /@) p  lg@@)]l
E— £ < £+ E<IAN+ gl
Iz g Iz g [Ep Izl g
I (f+9)( 2) e
Donc <IN+l gll, ceci vrai pour tout € E\ {0}, alors par passage a la borne supérieure,

on aboutit a

I+ gl <UsI+Mgll
On déduit que |||.||| est une norme sur Lo(FE, F).

3. (a) e Montrons que ||u|| < sup ||u(x)|F:
lzllm=1

< sup Jlu(x)||F . Or u est
F lzllz=1

Soit x € E \ {0}, alors — % est de norme 1, donc

P %Mﬁ@
lu(@)llr

< sup u(a)||p, puis [[u ]| < supj, =1 lu()|F
zlle T jajp=m

e Puisque la sphére S(0,1) est incluse dans B¢(0, 1) la boule unité fermée, alors

linéaire donc

sup |[lu(z)|p < sup [Ju(z)p

z| =1 el g<1

e Montrons que sup |u(x)| < ||u]|:
lzl<1

Soit x € E tel que ||z||g < 1
— Stz =0, alors [[u(z) |, =0 < [[ull;

=81 2 0 alors LR < u don Ju@)lle < ulllzlly < full cor flolp < 1 A
E
sup [[u(@)] < flu
[|z||<1
(b) Soit x € E, alors si = 0 ¢’est fini, sinon W < lu]|, donc T'inégalité
E
la@ e < lull 125

(c) e Montrons que inf{k € R/Vm € B, |lu(x)|lr <Elzllg} < ||ul:
Soit z € E\{0} alors ‘

dott |lu(z)||r < [l ull [z &
On déduit que Vz € E, ||u(z)||r < ||u]|||z||g donc ||u]] € {k € R/Vx € E, ||u(z)||r < k||z||g} don
inf{k € R/Vz € E,[[u(z)||r <Ekllz|e} <[[u] -

<l

1
Tzl lzlle

z|| = 1donc ||u x ’ < Jluwl|- Or w est linéaire donc |
E F
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PROBLEME DE REVISION CORRIGE
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o Inversement soit k € Ry tel que Vo € E, ||u(z)||r < k||z||g, alors pour = de norme 1, il vient que
[u(@)l|F <k et done [[ull = supy, =1 [u(z) [z < k. Ansi

llw|l = inf{k € R/Vz € E, lu(z)[|r < kllz] £}

4. (a) Soit u,v € Lo(E), alors pour tout x € E, on a:

fuov(@)|lp = llu(w@) g <lulllv@) g <lull- ol e

Donc ||uov || < ||u]]-[|v]|| et par suite ||. || est une norme d’algébre
(b) Par définition || Idg || = supy . [[z(z =1

Partie II: Exemples de calcul

5. e u est une forme linéaire. Soit P € R[X], on a:

lu(P)[ =[P (0)] <[P
Donc u est lipschitzienne en 0, ce qui montre que u est continue sur R[X] pour la norme considérée

[u(P)|

e D’une part || u || < 1. D’autre part, pour P =1, on a Wz

Donc |Jul| =1

=1=lu]l.

6. T, est bien définie et clairement linéaire. Par I'inégalité de Cauchy-Schwarz,

Te (P < Nl [ f2

donc T, est continue et || T, || < ||¢]|2-
Pour f = ¢, on a: [T, ()| = [[@ll3, donc [| T, || > [lpll2; puis | T, [ = [loll2

7. Soient E = C°([0,1],R) et F = C* ([0,1],R) . On définit Ny et Ny par
Ni(f) = flloo et Na(f) = [[flloc + 1 fllo

(a) L’application T est bien définie et est clairement linéaire. Pour tout = € [0,1], |T(f)(x)| < N1(f) donc
IT(f)lloo < N1(f), puis

No(T(f) = IT(f)lloe + 1T(f) loo = 1T (Flloo + 1. loc < 2N1(f)

Ainsi T est continue

(b) D’apreés la question précédente || T || < 2. Or
Ny (T (exp)) = 2N (exp)

Donc [| T = 2, puis | T'|| = 2

Partie ITI: Normes matricielles

8. Soit X € Mml((C):
(a) On a

1<4 <n 1<ign

n n
|AX|oo = max |3~ aya;| < max Zlauum max > [ais] | X
ST =1 j=1

n

donc [||A]||co € max E las;| -
1<ign 4 1
=
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PROBLEME DE REVISION CORRIGE
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(b) On a || Xo||eo =1 donc

n n n n
ANl > AXolloo > Y anjas| = D largle’™ e =3 ;| = max " Jayl

X X - 1<i<n 4

Jj=1 Jj=1 Jj=1 Jj=1

n
(©) done [l = max 3o
=

9. (a) On a

n n
E E Qij T

i=1 |j=1

n n
PRAEA

i=1 j=1

n n
= D> layllz]

j=1i=1

n
3 (m zw) o

j=1

n
(max Zaiﬂ) [ X0
1<j<n =1

IAX ]y

N

N

EVA

done |[|A]|]1 < Jnax Z\am

(b) Ona |[Xolly = 1t JAXol = |3 asay| = D laus| = max Zw
=1

i=1 |j=1

n
() Al = 11%%12 |aijl.
-

10. Soient A € M,, ,(K) et X € M, 1(K). On a

2

n p
|AX]3 = Z Z ijTj
2

n p

< DD lasgllag]
= \=
n P

< aij|? Z|$k|2

NE ||M

»
>

= i *1 X113
i=1 j=1
= [AlZ1X13
On déduit que [[AX][z < [[All2]| X]l2 d’ou [[[Af[l2 < [|A]l2.
Remarquons que pour n =p,on a || I, || =1et | I, ||, = v/
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