PROBLEME DE MATHEMATIQUES ENONCE

INTEGRALE DE GAUSS, FONCTIONS GAMMA ET BETA D’EULER

Partie I: Calcul de l’intégrale de Gauss

Le but de cette partie est de calculer l'intégrale de Gauss :

o0 2
I= / et dt
0
On considére, pour tout z € R, l'intégrale :

1 o= (t*+1)z?
= ——dt
9(x) /0 211

1. Montrer que g est continue sur R .

2. Montrer que g est dérivable et exprimer g'.

3. On note : f(x) :/ e du.
0
Montrer que g (x) = =2f"(z).f(z).
4. Intégrant 'expression précédente, calculer g(x) en fonction de f(z).

5. Montrer que : xkl}rloog(:c) = 0.

T
. Mont S b =4 /—.
6 ontrer que xirfm f(zx) 1

En déduire la valeur de l'intégrale I.

Partie II: Propriétés de la fonction I

+oo
On définit la fonction I' par z — / t* et de
0

—+oo
7. Déterminer ’ensemble des réels z tels que / t*~te~t dt converge.

0
En déduire que I’ensemble de définition de la fonction I' est R*.
Préciser le signe de I" sur R%.

Prouver que lim I'(x) = +o0
z—0t

(a)
(b)
9. (a) Etablir la relation : Vo € R%, T (z+ 1) = 2I'(z)
(b) En déduire une expression simple de I' (n) pour tout n € N*
(a)

10. En utilisant le changement de variable s — s2. Montrer que I' (%) =7
2n)!
(b) Pour n € N, montrer que I' (n + 1) = ;2:11! N3

“+o0
11. Pour z > 0 et k € N*, prouver la convergence de 'intégrale / (Int)" " et at
0

En déduire que I' est de classe C*° sur R7}

12. Montrer que I' est strictement convexe sur R’}

1
Montrer que I'(z) v
x

Calculer I'(1) et I'(2), puis en déduire l'existence d’un unique réel strictement positif zg tel que I (x9) =0

Etudier les variations de I' et la nature de la branche infinie en +oo.
Donner une allure de son graphe.
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PROBLEME DE MATHEMATIQUES

ENONCE

INTEGRALE DE GAUSS, FONCTIONS GAMMA ET BETA D’EULER

Partie III: Fonction I' et fonction 5 d’Euler

n t n
13. Soit n € N*; justifier que pour tout z € R* | I'intégrale / (1 — ) t*~1 dt converge et notons J, () sa valeur
0 n

1—-4H)" sitelo,
14. On pose uy,(t) := (1-3) ' 0,
0 sit>n
(a) Montrer que Vn € N*,Vt € R, u,(t) < et

(b) En déduire que : T'(z) = lim J,(z)

n—-+4oo
1
15. Pour a et b, réels strictement positifs, on pose 8(a,b) = / (1- t)a_1 =t
0

a) Justifier 'existence de 5(a,b).

(
(b) Prouver que pour tout z € RY, T'(z)= lim n*B(n+1,2)

)
) n—-+o0o
16. (a) Simplifier f(a +1,b) + B(a,b+ 1)
(b) Prouver que B(a,b+1) = gﬁ(a +1,b)
(c¢) En déduire S(a + 1,b) en fonction de S(a,b)
@)
17. Prouver que I'(z) = lim L
n—+o0o
H (x+ k)
k=0
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PROBLEME DE MATHEMATIQUES CORRECTION

INTEGRALE DE GAUSS, FONCTIONS GAMMA ET BETA D’EULER

Partie I: Calcul de l’intégrale de Gauss

e—(t2+1)ac2
t2+1

e Wt € [0,1],application z +— h(z,t) est C° sur R

e Vz € RT I'application t — h(z,t) est C° sur [0,1]

1. Posons h: (z,t) € Ry x [0,1] — h(x,t) =

o Y(x,t) € Ry x [0,1], |h(z,t)| < = (t) qui est continue sur [0, 1], donc intégrable

b
1+t2
1
On en déduit que application g : x — / h(z,t)dt est continue sur R™
0
Oh (424102 . . o .
2. On remarque que G—(z,t) = —2ze¢~("H+D*" Cette fonction est bien définie pour (z,t) € Ry x [0,1]. Soit
x
[a, b] C R+
L oh 0
e Vt € [0,1],Vapplication z — a—(az,t) est CY sur [a,b]
x
oh
e Vz € [a,b],’application ¢ — %(x,t) est C° sur [0, 1]

o Y(z,t) € [a,b] x[0,1],

0
%(33, t)‘ < 22 < 2b = 9(t) qui est continue sur [0, 1], donc intégrable

1
On en déduit que application g : x — / h(x,t)dt est de classe C! sur tout [a,b] C Ry, donc sur R . De plus
0

1
Vo >0,¢'(z) = / _oge~ (D% gy
0

2

x
3. Posons f(z) = / e~ du. f est définie et de classe C'! sur Ry, fl(z) =e"".
0

D’autre part, avec le changement de variable © = xt, on a

1 x .
g (z) = —Qme*wz/ e gt = —2e~" / e du
0 0

Finalement : ¢'(z) = —=2f'(z) f (z)
4. Onadonc ¢'(z) = — (fz)/ (x) donc par intégration, il existe une constante K telle que Va > 0, g(z) = — f2(2)+ K.
Pour = = 0 on obtient en particulier ,
1
1 1 ™
g(0)=K = / mdt = [arctant], = 1
0
o 2
. 2 77
Finalement g(x) = — (/ e du) t7
0
e~ (2 4+ 1)z,
241
e la suite de fonctions f, converge simplement sur [0, 1] vers la fonction nulle

o VneN,|fn(t)]

5. Soit (z,) une suite de réels telle que lim z,, = +o0o0. Posons f,(t) =
n—oo

< T2 = ¢(t) fonction intégrable sur [0, 1]

On en déduit grace au théoréme de convergence dominée que

1 1

e_(t2+1)wi e_(tz"’_l)mi
i / ey 4= / (i )4t =0
0 0

Puis, par la caractérisation séquentielle de la limite, on obtient bien

M) ey 40
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PROBLEME DE MATHEMATIQUES

CORRECTION

INTEGRALE DE GAUSS, FONCTIONS GAMMA ET BETA D’EULER

© 2
6. On en déduit, de la question précédente, que lim (/ e“2du> = %,
0

xTr—r00
xr
. .2 i .
donc lim e " du=4/— dou

—+oo
1= / e du = —ﬁ
0 2

Partie II: Propriétés de la fonction I'

+oo
On définit la fonction I' par x — / t* et de
0

7. Soit z € R. On a t — t* e~ est continue sur |0, +o0o[ donc intégrable sur tout segment de ]0, +o00|. Le probléme

se pose alors en 0 et +oo.

e Au voisinage de 0 : On a t* et ~ 71 = tl% donc intégrable si, et seulement, si 1 —z < 1 si, et

seulement, si 0 < z.
e Au voisinage de +o00 : On at* le t =0 (t%) donc intégrable en +oo.
On déduit que ¢t — t*~te~! est intégrable sur ]0, +oo] si, et seulement, si z > 0.
8. (a) T est positive sur R

(b) Pour z >0, on a

1 1
1
I(x) > / t*le~tdt > 6*1/ t* At = —
0 0 exr

1
Or — —— 400, donc lim I'(z) = +o0
er z—0t z—0t

9. (a) t——t% et t — e~ sont de classe C! sur |0, +o0| et le produit ¢t — t®e~! admet des limites nulles en 0

et en 4o00. Par intégration par parties
+oo
Mx+1) = / tYe "t dt
0
too +oo
= [—t‘”e‘t]o + x/ t*le7tdt
0

= zl(x)

(b) Par récurrence : Vn € N*, T'(n) = (n—1)!

10. (a) En utilisant le changement de variable s — s% qui est une bijection de classe C! de ]0, 4+o0[ vers ]0, +o0]

1 oo ot Foo 2 \/»
r(3)= [ Spau=2f eva-va
()= =l

2n)!
(b) Par récurrence sur n € N, on montre que I' (n + ) = ;n) T
"n!
. PournzO,F(%) =./7;
i 1 (2n)! .
e Soit n > 0, on suppose que I' (n + 5) = 22"71!\/7?’ On a:

F(n—‘—;) = F(n—ki—&—l)
= (n+;)F(n+;)
- () Bt
(2n +2)!

= 22n+2(n+1)!\/7?
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PROBLEME DE MATHEMATIQUES CORRECTION

INTEGRALE DE GAUSS, FONCTIONS GAMMA ET BETA D’EULER

11. (a) Soit z > 0 et k € N*. La fonction h : t —> (Int)* t*~Le~* est continue par morceaux sur 0, +oo]

1
e En 400 : (Int)" t*+le=t — 0, donc h(t) = o <t2>

t——+o0o

1
e En0: Pour § € |1 — 2,1, t*h(t) ~ t3+*=1 (Int)* —— 0, donc h(t) = o (155)

t—0+

+oo
Ceci prouve la convergence de 'intégrale / (Int)*t* e tat
0
: * rz—1_,—t 8”<p nyr—1,—1
(b) Soit n € N*. On pose ¢(z,t) = t*" ‘e " donc Vz,t > 0, a—(z,t) = (lnt)™t*te "
xn

n
7 est continue sur [a, b] x]0, +o0].

0
Soit 0 < a < b . L’application
"y

oz
|Int|"(t2=1 +*=1)e~t est intégrable sur |0, +oo| .

Donc l'application T est C™ sur [a,b] pour tout n € N*, donc I" est C* sur ]0, 400 et on a Vn € N* Vo >

+o0o
0,1 (z) = / (Int)"t*~tetdt.
0

< |t (et + t*=He~! (Condition de domination) avec t

On a Vz € [a,b],Vt €]0,+oc0],

+oo
12. (a) Pour tout z € R} : I (z) = / (Int)?t*~te~tdt > 0, d’ott la convexité stricte de T
0

(b) On a Vx > 0,T'(z + 1) = zI'(z) donc li%lJr al'(z) = lirgl+ MNz+1)=TI(1) =1.
T— T—
On déduit qu’au voisinage de 0 : I'(x) v 1
(¢) T'(1) =T(2) = 1. Les conditions du théoréme de Rolle sont vérifiées, d’ou 'existence d’un réel strictement

positif zg € 1, 2[ tel que IV (z9) = 0. Or la fonction IV est strictement croissante, donc l'unicité de

(d) Soit @ >1.0Omn a

“+o0
I(z) = / t* e tdt
0
“+o0
> / t"letdt
a
“+o0
> ot / e tdt
a
> a® lem® 5 40
On déduit que lim T'(z) = 4o0. 7 f
r——+00 f
D’autre part 51 )ﬁ
5 |
T _ /
lim =) = lim P(z—1) =40 4| ,r"
Tz—+o00 T r—+oo X y3 ‘l ‘j’
Par conséquence I' admet une branche parabolique en +oco de di- 2] \
rection l'axe des ordonnées. AN

Partie III: Fonction I' et fonction 5 d’Euler

t n
13. Soit n € N* et x € RY%. L’application ¢t +—— <1 — ) t*~1 est continue et positive sur ]0,n]. En 0, on a
n

t\" 1
(1 - ) T~ pre qui a une intégrale convergente car x > 0. Donc J,(x) converge

n
(1-L1)" sitelo,n]

14. On pose uy,(t) :=
0 sit>n

(a) Pourt € [0,n], on a u, (t) =" (1) On utilise I'inégalité de Bernoulli pour s > —1 : In (1 + s) < s pour

obtenir u,, (t) < e~'. Lorsque t > n, on a u,(t) =0 < e’
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PROBLEME DE MATHEMATIQUES CORRECTION

INTEGRALE DE GAUSS, FONCTIONS GAMMA ET BETA D’EULER

(b) Posons ¢, : t — u,(t)t*!. La suite (¢,), des fonctions continues par morceaux sur |0, +oo[, converge
simplement vers 'application ¢ — t*~te~! qui est continue par morceaux sur |0, +oo[. D’aprés la question
précédente :

Yt €]0,4+00[, |pn(t)] <t* et

Ou t — t*~ et est intégrable sur ]0, +oo, donc, d’aprés le TCVD, T' (z) = lim J,(x)

n—+oo
15. Pour a et b, réels strictement positifs, on pose 5(a,b) = /1 (1—t)* "ebtat
0
(a) t — (1—t)* " #*=1 est positive et continue sur 0, 1[.
e En0: (1—8)* "1 ~ 'L qui est intégrable car b > 0
e Enl:(1—1)* "1~ (1—6)"" quiest intégrable car a > 0

D’ott I'existence de cette intégrale.

(b) Avec le changement s = tn, on obtient
1
n“B(n+1l,z) = nw/ (1—t)"t* 1 dt
0

= /On (1 - %)n " Lds
In(2) —— T'(x)

n——+oo

Ainsi T'(z) = lim n"B(n+1,2)

n—-+oo

16. (a) On a:
1
Bla+1,b)+Bla,b+1) = / ((1 — 1) (1)t tb) dt
0

1
_ /(1—t)“_1tb_1dt:6(a,b)
0

b
(b) Par intégration par parties S(a,b+ 1) = —f(a + 1,b)
a

(c) On déduit B(a+ 1,b) (1+ 2) = B(a,b) donc B(a+1,b) = ?B(a,b)
a
17. Ona B(n+1,2) = Lﬁ(n,x). Par récurrence, on obtient
n+x
n!
Bn+1,z) = B(1,z)

1
avec B(1,x) = — d’ou le résultat
x
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