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Problème de mathématiques Enoncé

Les polynômes de Bernoulli

On notera indifféremment P pour désigner un polynôme ou la fonction polynomiale associée

Partie I: Polynômes et nombres de Bernoulli

1. Soit P ∈ R[X]. Montrer qu’il existe un unique polynôme Q ∈ R[X] tel que:

Q′ = P et
∫ 1

0

Q(t) dt = 0

2. On peut donc définir une unique suite de polynômes (Bp)p déterminée par B0 = 1 et telle que pour p > 1

B′p = pBp−1 et
∫ 1

0

Bp(t)dt = 0.

Les Bp s’appellent les polynômes de Bernoulli.
On pose βp = Bp(0). La suite de réels (βn)n∈N est appelée la suite des nombres de Bernoulli.

(a) Calculer B1, B2 et B3, ainsi que les nombres β1, β2 et β3.

(b) Soit n ∈ N. Quel est le degré de Bn?

(c) Montrer que, pour tout n > 2, on a Bn(0) = Bn(1)

(d) Montrer, par récurrence sur n ∈ N, que : Bn =

n∑
k=0

Ck
nβn−kX

k

3. (a) Soit n ∈ N. On pose Cn (X) = (−1)nBn (1−X). Montrer que Cn = Bn

(b) En déduire que, pour tout n ∈ N∗, β2n+1 = 0 = B2n+1

(
1

2

)

4. (a) Montrer par récurrence sur n ∈ N que le polynôme B2n+1 ne s’annule pas sur
]
0,

1

2

[
(b) En déduire que les polynômes B2n − β2n sont de signes constants sur [0, 1]

5. Soit n ∈ N, tel que n > 2. Montrer que: β2n =
−1

(n+ 1) (2n+ 1)

2n−2∑
k=0

Ck
2n+2βk

6. (a) Montrer que, pour tout x ∈ R et n ∈ N, on a: Bn (x) = 2n−1
[
Bn

(x
2

)
+Bn

(
x+ 1

2

)]
(b) En déduire une relation entre B2n

(
1

2

)
et β2n.

(c) Montrer que max
t∈[0,1]

|B2n(t)| = |β2n|

7. Montrer, par récurrence, que ∀n > 1: Bn (X + 1)−Bn(X) = nXn−1

8. Soit n, p ∈ N∗. Montrer que
n∑

k=1

kp =
1

p+ 1
(Bp+1 (n+ 1)− βp+1)

9. Soit n ∈ N∗ et p > 3. Montrer la formule de Faulhaber

p

n∑
k=1

kp−1 = np +
p

2
np−1 +

p−2∑
k=1

Ck
pβp−kn

k
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Problème de mathématiques Enoncé

Les polynômes de Bernoulli

Partie II: Fonction Zéta de Riemann et nombres de Bernoulli

10. Soit n ∈ N∗. Montrer que, pour tout t ∈ ]0, 1[: 1 + 2

n∑
k=1

cos (2kπt) =
sin ((2n+ 1)πt)

sin (πt)

11. Soit n ∈ N∗. On définit ϕn : t 7−→ Bn(t)− βn
sin (πt)

sur ]0, 1[.

Montrer que ϕn est prolongeable en une fonction de classe C1 sur [0, 1]

12. Soit f ∈ C1 ([0, 1] ,R). Montrer que
∫ 1

0

f(t) sin(xt) dt −−−−−→
x→+∞

0

13. Pour k, n ∈ N∗, on définit In,k =

∫ 1

0

Bn(t) cos (2kπt) dt

(a) Trouver une relation entre In+2,k et In,k
(b) En déduire, selon la parité de n, l’expression de In,k en fonction de n et de k

14. Soit n,N ∈ N∗. On pose Jn,N =

∫ 1

0

ϕ2n(t) sin ((2N + 1)πt) dt

(a) En utilisant la question 10, trouver une expression de Jn,N en fonction de n, N et β2n

(b) En déduire la valeur de ζ(2n) =
+∞∑
k=1

1

k2n
en fonction de n et β2n

(c) En dénduire les valeurs de ζ(2) et de ζ(4)

15. Montrer que ζ (2n) −−−−−→
n→+∞

1 et en déduire β2n ∼ 2 (−1)n+1 (2n)!

(2π)2n

Partie III: Formule d’Euler-MacLaurin

16. Soit n ∈ Z et f une fonction de classe Cp sur [n, n+ 1], p ∈ N, p > 2. Pour k ∈ [[0, p]], on pose

Tk =
(−1)k+1

k!

∫ n+1

n

f (k)(t)Bk(t− n) dt où f (k) désigne la dérivée k-ième de f

(a) Exprimer T0 en fonction de T1, puis, pour tout entier k > 1, Tk en fonction Tk+1

(b) En déduire que:
∫ n+1

n

f(t) dt =
f(n+ 1) + f(n)

2
+

p∑
k=2

(−1)k−1βk
k!

(
f (k−1)(n+ 1)− f (k−1)(n)

)
− Tp

17. Soit a, b ∈ Z, a < b, et f ∈ C2p ([a, b] ,C), p ∈ N∗. Montrer la formule d’Euler-Maclaurin:

b∑
k=a

f(k) =

∫ b

a

f(t) dt+
f(a) + f(b)

2
+

p∑
k=1

β2k
(2k)!

(
f (2k−1)(b)− f (2k−1)(a)

)
−Rp

avec Rp =
1

(2p)!

∫ b

a

f (2p)(t)B2p(t− E(t)) dt où E(x) désigne la partie entière de x

Partie IV: Application

18. Soit z ∈ C tel que ez 6= 1. Montrer, pour tout n ∈ N∗, l’égalité:
z

2
.
ez + 1

ez − 1
= 1+

n∑
k=1

β2k
(2k)!

z2k− z
2n+1

ez − 1

∫ 1

0

B2n(t)

(2n)!
etz dt

19. Soit z ∈ C∗ tel que |z| < 2π. Montrer
+∞∑
k=1

β2k
(2k)!

z2k =
z

2
.
ez + 1

ez − 1
− 1
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