PROBLEME DE SOUTIEN ENONCE

n
w1

ETUDE DE LA SERIE E -
e
n>1

Pour tout x € R et n € N*, on pose f,(z) = e

Partie I: Etude de convergence

—_

. Montrer que la suite (fy)nen- converge simplement sur R et préciser sa limite simple

2. La convergence de la suite (fy,)nen+ est-elle uniforme sur R*

3. Montrer que la série de fonctions E fn converge simplement sur R
n>=1

4. (a) Montrer que la série de fonctions E fn converge uniformément sur [a, +oo[, avec a > 0
n>=1

(b) La convergence de Z [n est-elle uniforme sur R*.
n>=1

Partie II: Etude de la somme f

+oo
On pose f = Z In
n=1

5. Montrer que f est continue sur R%
6. Déterminer la limite de f en +oo
7. (a) Déterminer la monotonie de f,, sur R* puis déduire celle de f
(b) Démontrer que f(x) — +o00
z—0t

—nmax

8. Soit x € R%.. On considére la suite double (uy ) Ne2 Ol Up m = M€

(n,m)e

(a) Montrer que la suite » est sommable

) (n,m)eN*

n X

(un
+
(b) Montrer que f(z g -

Indication : Utiliser ’égalité : Vx € |1, 1], _r Z nx"

9. Pour n € N*, on pose [,, = {(p,q) EN*2 | pg= n}

(a) Montrer que (I,,)nen+ est une partition de N*2

(b) En déduire que pour tout x € R¥ : f(x) = Z wpe " ol wy, = Zp somme des diviseurs de n
pln
10. Pour n > 1, on définit I'application g, sur R par g,(z) = w,e™""
(a) Soit p € N. Montrer que Z g,(zp) converge uniformément sur [a, +oo[ pour tout a > 0.
n>1

(b) Montrer que f est de classe C*> sur R*.
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PROBLEME DE SOUTIEN CORRECTION

. . n
ETUDE DE LA SERIE E _
ent — 1
n>1

Partie I: Etude de convergence

n
1. Soit x € R, on a fp(x) = ——— ——— 0, donc la suite (f,)nen+ converge simplement sur R* vers I'appli-
et —1 n—+oo

cation nulle

n
2. Pour tout n € N*, on a f,(z) = ] — Fo0, donc la suite (f,)nen+ n’est pas bornée et par suite sa
(& - n—0

convergence n’est pas uniforme sur R
n

3. Soit x € RY, on a f,(x) = prramiiag ne”"*. La série Zne‘m a termes positifs est convergente d’aprés le
n>=1

critére de D’Alembert, donc par le critére de comparaison des séries & termes positifs la série E fn(x) converge
n>1

et par suite la série de fonctions Z fn converge simplement sur R*
n=1
4. (a) Soit a € ]0,+o00[. La fonction f, est décroissante sur R , donc pour tout € [a, +-00[, ona |f,(z)| = fn(z) <
fn(a) et la série & termes positifs Z fn(a) converge. La série Z fn est donc normalement convergente sur

n>1 n>1
[a, +00] et, par suite, la convergence est uniforme sur [a, +00]

(b) La suite de fonctions ( fn)ns1 nest pas bornée sur R}, donc la convergence de Z fn n’est pas uniforme

n=1
*
sur R%

Partie II: Etude de la somme f

5. — Pour tout n € N*, I'application f,, est continue sur R? ;

— Soit [a,b] C RY, la série de fonctions Z fn converge uniformément sur [a, +o0o[, donc elle est sur [a, b]
n>1
Donc f est continue sur R*}

6. — La série E fn converge uniformément sur [a, +oo[ avec a > 0
n>=1

n
* —_—
PourtoutnEN,onafn(x)_mmo

Done, d’apreés le théoréme d’interversion limite et somme, f(x) = 0=0
xr—r+00
n=1

7. (a) Soit z,y € ]0,400[ tels que x < y, alors pour tout n € N*, on a f,(y) < fn(z). Les deux séries Z fn(x)

n>1
+o0o 400
et an(y) sont convergentes, alors an(y) < an(ac), soit f(y) < f(x). Donc f est strictement
n=1 n=1 n=1

décroissante sur R*

(b) Pour tout réel > 0, on a fi(z) < f(x), on fait tendre z vers 07 ce qui nous fournit, par le théoréme de
minoration, que £ = 400

8. (a) Il s’agit d’une suite double a termes positifs
ne—nac

— Soit n > 1, la série E ne” ™% est convergente de somme S,, = [
— 67

m>1
— S, ~ ne ™. D’aprés le critére de D’Alembert la série E ne” """ est convergente et par le critére de
n=1

comparaison des séries & termes positifs, la série E S, converge.
n>1
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PROBLEME DE SOUTIEN CORRECTION

- . n
ETUDE DE LA SERIE Z
enr — 1
n>1
D’ou (unﬁm)(n m)eN2 est sommable
+o0 400 +oo 400
(b) D’aprés le théoréme de Fubini, on a : Z Z ne "M* = Z Z ne "M,
n=1m=1 m=1n=1
+oo 400 —+o0 —+oo +oo ne_nw +oo n
D’une part Z Z ne "M% = Z n Z (e*"w)m = Z = Z = f(z).
1— e—ne ent — 1
n=1m=1 =1 m=1 n=1 n=1
D’autre part, on a Vm € N* : e=™* € ]0, 1[, done, d’aprés la formule donnée
+oo +o00 +oo +oo N +oo e—me +oo ema
I S B wl i DY
— —mx mxr __
m=1n=1 m=1n=1 m=1 (1 € ) m=1 (6 1)
+oo n

Ce qui fournit 1’égalité f(z) = Z
n=1
9. Pour n € N*, on pose I, = {(p,q) € N*? | pg = n}.
(a) — Soit n € N* I’élément (1,n) € I,,, donc I,, #
— Soit m,n € N* tels que m # n. Si (p, q) € I, N I, alors pg = m = n, donc m = n. Absurde

— Pour tout n € N*, on a I,, C N*2, donc U I, C N*2. Inversement si (p,q) € N*2, on pose n = pqq,

neN*
donc (p,q) € I,,, ainsi N*2 C U I,. Dot U I, = N*2
neN* neN*

On conclut que (I,,),, oy~ est une partition de N*2;

(b) Par le théoréme de la sommation par paquets on a :

fa) = 3 pere

(p,q)EN*2

+oo
- Y e

n=1(p,q)€l,

+o0

_ Z Z pefnx
n=1(p,q)€l,
+oo

- e

n=1 pln

+oo
Donc pour tout x € R% : f(x) = ane*m ol wy, = Zp
n=1 pln

—nx

10. Pour n > 1, on définit 'application g,, sur RY par g,(z) = wne

(a) Remarquons d’abord que g,, est de classe C* sur R et que Vx € RY : ggf) () = (—n)Pwpe ",
Soit a € R¥ , alors pour tout z € [a,+o0c[, on a

g'P) (x)‘ = nPwpe ™ < nPH(n +1)e "

Par le critére de D’Alembert la série Z nPT(n 4+ 1)e™™ converge, donc Z g,(f’) converge normalement
n>1 n=1
sur [a, +00[, et, par suite, elle converge uniformément sur [a, +00]

(b) On a
— VYneN* g, € C°(RL,R);

— La série E gn converge simplement sur R ;
n>1
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PROBLEME DE SOUTIEN

CORRECTION

ETUDE DE LA SERIE E -
e
n>1

n

1

— Vp =1, Z ¢'P) converge uniformément sur tout [a, b] C R .

n>1

D’aprés le théoréme de dérivation terme & terme I'application f est de classe C*° sur R
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