PROBLEME DE SOUTIEN ENONCE

X

ETUDE DE LA SERIE Z v ()
n nx

n>1

Dans tout le probléme « est un réel strictement positif.
Pour n € N*, on considére 'application u,, définie sur R, par :

T

1l = e )

Partie I: Fonction Zéta de Riemann

“+o0
1
On note ¢ la fonction Zéta de Riemann, définie par ((z) = —

ne
n=1

1. Soit a >1

1 .
(a) Montrer que E — converge uniformément sur [a, +00]
n
nz=1

(b) A-t-on une convergence uniforme sur |1, al ?
2. Etudier la limite de ¢ en +oo
3. Montrer que ¢ est de classe C* sur |1, 4o00[ et calculer ses dérivées k-iéme
4. Soit z € |1, 4+00]

(a) En utilisant la comparaison série-intégrale, montrer que :

+oo
0<c(z) -1 </ 7 dt < C(2)
1

(b) En déduire lim ((z)

z—1+

(¢) Déterminer un équivalent de {(x) en 1

Partie II: Etude des modes de convergence de la série de fonctions Z U,
n>1

5. Montrer que Z u, converge simplement sur [0, +oo.
n=1
On note f, sa somme

. . 1
6. Montrer que Z u, converge normalement sur [O, —i—oo[ si, et seulement si, a > —
n>1

7. Soit a un réel tel que a > 0.

Prouver que la série g uy, converge normalement sur [a, +00[

n>=1
1
8. On suppose dans cette question que a < 5
+oo
Pour z € [0, 400[, on pose R, (z) = Z up(x)
k=n-+1
(a) Etablir les inégalités : Z puis R <1> > 1
D e ) R v

(b) En déduire que la série Z Uy, ne converge pas uniformément sur [0, a] ot a est un réel strictement positif
n>1

=T

2
9. Calculer fi(1) et fo(1). ( On admettra que ¢(2) 5
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PROBLEME DE SOUTIEN ENONCE

X

ETUDE DE LA SERIE Z v ()
n nx

n>1

10. Calculer la limite lim f,(z)
T—r+00

1
11. Montrer que fu(xz) ~ (latl)

r—r+00 X

Partie III: Régularité de f,

12. Montrer que f, est continue ]0, +o00[
1
13. Montrer que si o > 3 alors f, est continue [0, +00]

14. Soit z un réel strictement positif et ¢, Papplication définie sur [1, +oo[ par :

X

(l) = =<
#a(0) V(1 + ta?)
(a) Montrer que pour tout n € N* on a

xT

n n T n
(1) dt < < +/ =(t)dt
/1@() ;\/E(1+ko:2) 1+22 #al)

(b) Calculer l'intégrale / ¢, (t)dt ( On pourra effectuer le changement de variable u = x+/%)
1
(c) En déduire un équivalent simple de f1(z) lorsque z tend vers 0F

15. On suppose que o < %
(a) Montrer que fi<fa
(b) En déduire que f, n’est pas continue en 0
16. Montrer que f, est de classe C' sur R% et calculer f/,

17. Montrer que f, est décroissante sur [1,+oo|

Partie IV: Une autre expression sommatoire de f,

-1 k—1
18. Soit = € [1,+o00[. Montrer que la suite double i est sommable.
’I’Lk+a$2k_1 k> 1n>2
19. En déduire que
“+ o0
.z po1Cla+k)—1
Vo € [1,+o0[, fa(z) = 21 + ; (=1) S
. 1 Cla+k)—1
20. On pose pour k € N* et x > 1, v (z) = (—1)* 1W

(a) Montrer que vy, est de classe C* sur [1,+oo] et calculer v,(gp)(z) pour p € N* et z € [1, +0o0]
(b) Montrer que f, est de classe C* sur |1, +00[
21. Soit x € [1,400[

k)—1
(a) Montrer que la suite <C(a—;k_)l> est décroissante
33 E>1
(b) En déduire que
“+o0
vnen, |3 (mppmrdlethodl

T | S (o) a2

(c) Donner une valeur approchée de f2(2) a 1072 prés
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PROBLEME DE SOUTIEN CORRECTION

X

ETUDE DE LA SERIE Z v ()
n nx

n>1

Partie I: Fonction Zéta de Riemann

“+o0
1
On note ¢ la fonction Zéta de Riemann, définie par ((z) = Z —
n
n=1
1. Soit a >1
(a) Soit x € [a,+oo[, on a :
1
= — < _
o) = 2 <

. . . 1 . .
Puisque a > 1, alors la série de Riemann E — converge et, par suite, la série g fn converge normalement
n
n>1 n>1

sur [a, 4+o00[, ainsi la convergence uniforme de la série E fn sur [a,+oo|
n=1

1 1
(b) Pour tout n > 1, on a f,,(xr) —— — et la série harmonique E — diverge, donc la série E fn ne converge
z—=1t n n
n=1 n=1
pas uniformément sur |1, a

2. La série Z fn converge uniformément sur [a, +oo[ et pour tout n > 1,
n>1

1 sin=1
() —— 0, =
T—+Fo00 0 sinon

Par le théoréme d’interversion limite somme, ¢ admet une limite finie en 400 et

+oo
lim (() =) f=1
n=1

r—r+00

3. — Pour tout n > 1, la fonction f,, est de classe C* sur |1, +o0]

— La série Z fn converge simplement sur |1, +oo[ de somme ¢
n>=1

(=1)? In"(n)

— Soit p > 1 et [a,b] C ]1,+oo[. Pour tout z € [a,b], on a 7 (x) = . En conséquence

nCE
P P
0 (x)’ _In (n) < In?(n)
ne ne
In? In? In?
Pour a € |1,a[, on a n®. n"(n) . (n) 0, donc, par le critére de Riemann, la série Z n"(n)
ne ne=® n—+oo ne

n>1

converge. On en déduit la convergence normale de la série E fép) sur [a, b, puis sa convergence uniforme
n>1
sur [a, b].

Par le théoréme de dérivation sous le signe somme, la fonction ¢ est de classe C*° sur ]1,4o00[ et pour tout
z€]l,+o0[etpe N, ona:

+o00o PInP(n

ne
n=1

4. Soit z € |1, 4+00]

1
(a) Soit n > 1, la fonction ¢t — " est décroissance sur [1, o0, alors pour ¢ € [n,n+ 1], on a :

! < ! < ! - " ! dt < 1 dt < i dt
(n+1)z =tz = pe w (D= T ot T [ e
1

n+1 1 1
N —dt< —
(n+1)® I n®
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PROBLEME DE SOUTIEN CORRECTION

X

ETUDE DE LA SERIE Z v ()
n nx

n>1

On somme ces inégalité de n allant de 1 & 400, on obtient

0<<(x)—1</1+ootmdt<g(x)

o0 1
(b) La valeur t~vdt = p—

1
1 < () et puisque +00,

et I'inégalité précédente donnent
1 T — r—1 z—o1t

1
alors ((z) —— +o0.
z—1+

(¢) L’encadrement précédent donne 1 < (z—1){(x) < z, et par le théoréme des gendarmes (z —1){(z) —— 1

1 z—1t
c’est-a-dire ((z) ~ 1
1+ x—

Partie IT: Etude des modes de convergence de la série de fonctions Z Up,
n>1

5. Soit z € Ry

T 1 1
— Six € R, on a u,(zx) = ~ — . Or la série & termes positifs —— converge, donc
* n(®) n® (1+nx?) xznot! P ; notl &
Z un () converge
n>1
— Siz =0, la série nulle Z u, (0) converge
n>1
Donc la série Z u,, converge simplement sur [0, +oo[.
n>=1
6. uy est continue sur [0, 4o00[ et dérivable sur ]0, +o0o[, avec
1
! x 0 Tn +00
ul () = (x ) o
= 2
n n® (1 + nx?) ul, (z) + 0 —
_ 1 — na? .
ne (1 + nm2)2 Un / 2n0‘+% \
Le signe de u/,(z) sur R% est celui de 1 — na?. 0 0

On obtient son tableau de variations et || uy ||, = P Ainsi E | un ||, converge si, et seulement, si
ot l
2Tz n>1
1 . . 1 . . 1
E 11 converge si, et seulement, si a + 3 > 1 si, et seulement, si o > 3
nerz
n=1

1
7. Soit a un réel tel que a > 0 et soit ng € N* tel que ng > —.
a

Soit n > ng, I'application u, est décroissante sur [a, +00] et, par suite, pour tout = € [a, +00[ : |un ()| = un(x) <

un(a). La série Z un(a) est convergente, d’ou Z u, converge normalement sur [a,+oo[. En outre la suite

n>ng nzng

(un)n>1 est bornée, donc g u, converge normalement sur [a, +o00|

n>1
. 1
8. On suppose dans cette question que a < 5
+oo
Pour z € [0, 400[, on pose R, (z) = Z ug(x)
k=n-+1
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CORRECTION

PROBLEME DE SOUTIEN
. X
ETUDE DE LA SERIE _—
Z ne (1 + ’I’sz)
n>1
(a) Ona R, (x Z k‘o‘ +kx2 Z T 1+k: Ea e Pour tout k € [n+1,2n],on a k® < (2n)* < V2n

et, par suite, R, ( Z T
k=n+1 (1+k )

WV
+

2n 1
R (1) v
\/ﬁ k=n+14/2n 1+ >

WV

\
(]
HOJ
?»a
w
EH

insi R, () > -

(b) Pour tout n >

E %\H

1
a2’

1 1 1 1 0.d]
a — € [0,a] et |R,|— =R,|—=|] > ——, donc || R, [, 0, en
7 e eaeln ()] = v () 2 g o 18027 A

conséquence la série E u, ne converge pas uniformément sur [0, a]
n>1

+00 1 >/ 1
9. Par tél D=2 razm=2 15" =1
ar télescopage f1(1) Zln(1+n) ;(n 1+n)

Par la dé iti nT ts simpl ! L1
ar la decomposition en elements sumples, ol a ————-——< — ——5 — == -
P POl a X +1) " X2 X "X +1

et, par suite,

+oo

R S e DR M Cr BN RLCEY

10. — La série Z uy, converge uniformément sur [a, +oo[ pour a > 0;
n>1
— Pour tout n € N*, on a u,(x) —— 0
Tr—r+00

D’aprés le théoréme d’interversion limite et somme f, () ——— 0

r—+00
2 22 2
11. — Puisque V € Ry et n € N* on a : < , alors la série _
d * n® (1 4+ nx?) a(1+nz?) ~ potl Z (14 na?)
converge normalement sur Ry et donc uniformément sur R, ;
z2 1
— Pour tout n € N*, on a
(14 nx?) z—+o0 notl
= Cla+1)

~

D’aprés le théoréme d’interversion limite et somme z f,, (x) g , soit fo(x)
z— 400 1 natl T—~400 x
n=

Partie ITI: Régularité de f,

12.  — Pour tout n € N*, 'application u, : © — est continue sur R ;

n® (14 nxz?)
— Soit [a,b] C RY. D’aprés la question 7 la série de fonctions Z uy, converge normalement sur [a, +00[, donc
n=1
elle 'est uniformément sur [a, +0o[ puis en particulier sur [a, b]

Donc f, est continue sur R%
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PROBLEME DE SOUTIEN CORRECTION

. x
ETUDE DE LA SERIE _—
Z ne (1 + ’I’sz)
n>1
1
13. Sia> -
2
. e . x . _
— Pour tout n € N*, lapplication u, : £ — m est continue sur Ry ;

— D’aprés la question 6 la série de fonctions g Uy, converge normalement sur R, donc elle I'est uniformément
n>=1
sur Ry

Donc f,, est continue R
14. Soit = un réel strictement positif et ¢, Papplication définie sur [1,+oo| par :
x

V(1 + tx2)

(a) Soit n € N*. L’application ¢ est continue, décroissante et positive sur [1, +o00[, on utilise les deux inégalités

ez (t) =

k+1 k
Vk>1, / o (t)dt < (k) et Vk =2, @.(k)< / g (t) dt
k k—1

On somme la premiére inégalité de k allant de 1 & n et la deuxiéme de k allant de 2 & n, on obtient

n+1 n T n T n
/1 Palf) db < kz::l VE(1 + kz?) ° Z VE(1 + kx?) s /1 palt)di

k=2
n
Par transitivité, la premiére inégalité donne / 0 (t) dt <
1

n

et VE + ka?)

et on ajoute le nombre @, (1)

3w

T

<2 +/n (t)dt
kzl\/E(1+kx2)\1+x2 1% .

/n zn: < x2+/n<pz(t)dt
1 VE(1 +/€$2 1+ 1

=1

aux deux membres de la deuxiéme inégalité, on aboutit a

Bref

2

(b) On effectue le changement de variable u = zv/t. Alors t = 1 = u =2, t =n = u = vy/n, t = % et

2
dt = —Zdu, par la formule de changement de variables, il vient
x

" eV T 2u

-2
- 1+ u?

= 2[arctan(u)]; zvn

2 (arctan (zy/n) — arctan (z))

(¢) Tout d’abord on fait tendre n vers 'infini, dans I'inégalité de 14a, on obtient ’encadrement

(z) <

7w — 2arctan(z) < f 5 + T — 2arctan(x)
T

1
2

Comme lim 7 — 2arctan(z) = lim + 7 — 2arctan(z) = 7, alors fi(z) —— 7
0+ z—0t 1 4 22 2 0+

1
15. On suppose que o < 3

(a) Soit € Ry. Pour tout n € N*, on a n® < y/n, ce qui donne 'inégalité

X

<
+nx2) V(1 + nz?)

, puis

ne (1
par sommation f1(z) < fa (z). Ceci est vrai pour tout x € R, alors fr < fa
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PROBLEME DE SOUTIEN CORRECTION

X

ETUDE DE LA SERIE Z v ()
n nx

n>1

(b) Si fa est continue en 0, alors on doit avoir f,(x) —— fo(0) = 0. Mais l'inégalité précédente donne

z—0t
m= lim z) < lim x). Absurde
z—0t f%( ) = z—0+ fa( )
16. — Pour tout n € N*, I'application u,, est de classe C! sur R% et

1 —na?

Ve eRY, wu(z)=———
M (=) ne (1 + na?)’

— La série Z U, converge simplement sur R*
n>1
— Soit [a,b] C R et soit = € [a,b], on a

2_1

nx? +1 < nb® +1 nb® +1
ne (1 + na?)’

a(14+n22)?® ~ no(l+na2)®  ainot?

nb*>+1 v 1 - . 1 /

Comme —; ~ — et la série de Riemann g —— converge (a > 0), donc g u,, converge
a na+2 a4 noHrl naJrl

n>1 n>1

normalement sur le segment [a, b], donc elle 'est uniformément

D’aprés le théoréme de la dérivation terme a terme f, est de classe C' sur R% et

“+ o0

1—nx
Vo e R, &x: _
b o) =2

2

2

—nx
17. Pour tout z € [1,+o0[ et n € N*, la fraction ————, dont le dénominateur positif et le numérateur négatif,
n® (1 + nx?)
XR1-na?
est positive, donc f/ (z) = — < 0, puis est décroissante sur [1, 400
p fo(z) ;na 05 na?) puis fq [ [

Partie IV: Une autre expression sommatoire de f,

. L. 1 e 1 .
18.  — Soit n > 2, la série Z Py Z n“ (ch)k converge car la série géométrique Z (72),6, de raison
k>1 k>1 E>1
1
0< 3 S 5, converge
= T T 1
— T, = = ~ et la série T, converge
! ; ne(na?)® n*(nz?—1) notly ;;2 n CONVELS
. (1)t
Donc la suite double oy S T est sommable.
n oszkfl
k>1,n>2
+oo +oo ( +oo +oo
19. D’aprés le théoréme de Fubini, on a Z Z nk+az2k T Z Z nk+ax2k T Or
k=1 n=2 n=2k=1
+o0o +oo +oo k—1 +oo —+oo k—1
(1) 1 (1)
Z Z nk+ax2k 1= Z p2k—1 Z ke Z 22k—1 Cla+k)—1)
k=1n=2 k=1 n=2 k=1
D’autre part
400 400 koot ;12 400 - -
_ _ T nhx — — _
S5 e - S S ()~ N =Y e -
n=2k=1 n=2 1+ — n=2
ne
D’ou la formule demandée
+oo
x 1 Cla+k)—1
Vo € [1, 400, folz)= 2z +Z(—1) 1W
k=1
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PROBLEME DE SOUTIEN CORRECTION

. T
ETUDE DE LA SERIE _
Z ne (1 + ’I’sz)
n>1
k)—1
20. On pose pour k € N* et z > 1, vi(x) = (— 1)’“_1C(02:2_*7)1

(a) vy est de classe C* sur [1, +oo[, car il s’agit de la restriction d’une fraction rationnelle de pole 0 sur [1, +o0].
Pour p € N* et € [1,400[, on a

p1 (k=24 ) C(a+k) -1
w(cp)(w) = (—1)k+ 1 (2]4:2)}'9) (jzk+p),1

(b) — Pour tout k € N*, 'application vy est de classe C* sur |1, +o0|

— La série Z v, converge simplement sur |1, +o0|
k>0
— Soit [a,b] C ]1,+o0[ et soit « € [a,b], on a

C(k—24pN¢la+k)—1 _ (2k—2+p)! ((a+k)—1 (2k)P
@h—2) T S @E—r aRe " gRt Gtk =)

La série g 2k +p T converge, d’aprés le critére de D’Alembert,
k>1

Donc, d’aprés le théoréme de dérivation terme & terme, Z v, est de classe C* sur |1, +oo. Puis f, est de
k>1
classe C* sur |1, +o00[ comme somme de deux fonctions de classe C* sur |1, 4o00|

21. Soit z € [1, +o0]

) k) —1
(a) Les deuxsuites (((a +k) — 1), et (%1> de réels positifs sont décroissantes, donc <W>
B Tk k=1

22k—1

est décroissante

o b=t

1
0, car ((a+ k) ——— 1 et la suite | —— est bornée, on déduit que la série
k—+o0 k—+o0 x2k—1

k>1
a+k)—1 . . . .
E ( —l)kfl% est alternée vérifiant le critére spécial des séries alternées, alors
T
k>1

1
= (a+n) p2ntl

Ji:o (_1)k—1 C(a + k) -1

*
Vn € N¥, 1

k=n+1

(c) D’apres la question précédente

“+o0
. = 1C2+k)—1 e1C24+k)—1 1
Vne N, |f2(2 < +Z T o2kt || T Z (=1) 22k—1 S (2 + n) 22n+1
k=n+1
1 1 ~ 2 ¢B)-1 ¢4)—-1 1 4¢(3)—¢(4)
Pourn:Z,onamzﬁéloZetalorSg—i— 5 — 3 ZE—&-feS’C

une valeur approchée de f2(2) a 1072 prés
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