PROBLEME DE MATHEMATIQUES ENONCE

FoNncTiONS D’EULER

Préliminaire.
+00 1
Déterminer l’ensemble de définition de la fonction ¢ qui & z € R associe {(x) = —.
n
7.[.2 n=1
On admettra dans tout le probléme que ((2) = 5
Partie I

Pour tout n € N*, on définit la fonction u, de R*} dans R par :
Y >0, un(x)zf—ln(l—&—E).
n n

1. (a) Verifier que Vn € N* | Vo > 0, u,(x) > 0.
(b) Montrer que la série de fonctions de terme général u,, converge simplement sur ]0, +oo].
“+o0
Dans toute la suite du probléme, Z u, est notée S et v désigne la valeur de S(1).
n=1

2. (a) Prouver que S est dérivable sur [a, b].

(b) En déduire que S est dérivable sur |0, +o00[ et que :

+oo
oy 1
Vx>07S(x)—Z(n n+z>'

n=1

P
1
3. Soit p € N*. Montrer que lorsque p tend vers l'infini : Z o= Inp + v+ o(1).

n=1
4. (a) Prouver que :

n(l+z)—In(p+1+x).

3 (o4 1)~ ual) = 30 L+

n=1 n=1

3\'*

(b) En déduire que :
Ve >0, S(x+1)=5S(x)+~v+In(l+ ).

5. Soit ¢ la fonction définie de R} dans R telle que :

Ve >0, ¢o(x) = %exp <f’ym + S(a:)) .

(a) Montrer que Vo >0, p(x + 1) =z ¢(x).

(b) Veérifier que ¢ est dérivable sur |0, +o0].
Calculer ¢'(z) pour x > 0. Que vaut ¢'(1)?

6. Pour n > 1, soit ¢, la fonction de R* dans R telle que :

n*n!

Vo >0, on(z) = z(z+1)...(x+n)

Montrer que Vo > 0, In (gon(x)) tend vers S(z) — 2y — Inx quand n tend vers +oo.
L.
7. On note m, = H —— (p entier naturel > 0).
n=1 1+ —
n

a) Prouver la convergence de la suite (7,),>1 vers une limite L(x).
p)p>
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L(z) exp(—x7).

(b) En déduire que : Yz > 0, ¢(z) =

Partie II: Fonction Gamma d’Euler

—+oo
Soit T la fonction de la variable réelle  définie par : I'(z) = / t* e tdt.
0

8. (a) Déterminer ’ensemble de définition de la fonction T'.

(b) Calculer I'(1).
(¢) Montrer que Vo >0, I'(z + 1) = I'(z).

9. Pour n entier naturel > 1, on définit la fonction g, de R} dans R par :

t n
- — 10K
. (1 n) si0<t<n,

0 sit>n
(a) Prouver que : Vt >0, exp(—t) > 1—t.
En déduire que : ¥t >0, Vn > 1, 0 < g,(t) < exp(—t).
(b) Montrer alors que :

n—-+o0o n

n + n
Vz >0, lim <1 - ) t*ldt = T'(x).
0

10. Pour tout entier naturel n > 1, on définit la fonction I,, de R dans R par :
1
I,(z) = / (1 —t)"t* Lat.
0

(a) Déterminer ’ensemble de définition de la fonction I,,.

(b) Prouver que :

n t n

Ve>0,Vn>1, / <1 — n> =t = n”I,(x).
0

(¢) Trouver une relation entre I,,(x) et I,_1(z + 1) et en déduire que :

Ve >0, I'(z) = o(x).

Partie III: Fonction Digamma

Dans toute cette partie, x € |0, 1].

+oo
11. Soit n € N. Vérifier l'existence de / exp(—t) In" ¢ dt.
0

12. Soit n € N. On définit les fonctions :
— v, de R} dans R par : V&t >0, v,(t) = x—' exp(—t)(Int)"
n!

u

— T, de ]1,400[ dans R par : Vu > 1, T, (u) :/ vp (t)dt
1/u

(a) Pour u > 1 donné, montrer que la série de fonctions de terme général v,, converge normalement sur [, u} .
U

1/u n—0

+oo u +oo
(b) Justifier que : Yu > 1, Z T (u) = / (Z v”(t)> dt.

n=0
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13. On pose, pour n € N :

1 +oo
an = i'/ exp(—t)|Int|"dt et b, = —,/ exp(—t)(Int)"dt.
n! Jo nJi

(a) Montrer que :

p +o0
Z (an + by) / exp(—t + z|Int|)dt
- 0

(b) En déduire que la série de fonctions de terme général T, converge normalement sur |1, +o0][.

+oo

14. (a) Veérifier que Vz € ]0,1[ , T(1 4+ x) = /0 (Z o exp(—t)(In t)”) dt.

n=0

(b) Prouver alors que :

Ve e]0,1], (1 +z) = f o (/0+00 exp(t)(lnt)”dt) :
15. (a) A laide des parties I et II, vérifier que :
Fr/((f)) =77 % +§ <71z - nix) '
puis que 1;((5)) —|— Z (f ( nk)fjl xk>

(b) En admettant que 'on peut intervertir dans la formule précédente les deux sommations, prouver que :

400 o
Ve €]0,1[ , T'(1 4+ x) = exp <—fy:c + Z(—l)kkg(k)> .
k=2

2

+oo
(¢) Démontrer alors le résultat : / exp(—t)In® tdt =+ + %
0
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Préliminaire.

La série de Riemann définissant {(z) converge si et seulement si > 1, donc

’ L’ensemble de définition de la fonction ¢ est ]1,4o0]. ‘

Partie I

1. (a) Par concavité de la fonction In, ona : V¢ >0, Int <t — 1, d'ou, avec t =1+ z,
n
VYn e N*, Ve >0, u,(xz) >0

(b) Du développement limité de ¢ — In(1 + ¢) en 0, on déduit, pour = > 0 fixé :
x z 1 /x\2 1 N x?
m(i+ o) = o5 () +<n> dotun(@) & o

il en résulte, par comparaison a une série de Riemann, que la série numérique > u,(z) converge, cela pour
tout z > 0, autrement dit :

La seérie de fonctions de terme général u,, converge simplement sur ]0, +oo. ‘

2. (a) Les fonctions u,, sont de classe C! sur [a,b], avec

1 1 N x b
Vxe[a,b],u;(:r):E—n_Fx d’ou |u%(m)|:m<ﬁ

. . b o . .
Or, la série numérique E — converge. Ainsi, la série de fonctions ) u;, converge normalement sur [a, b]; a
n

fortiori, elle converge uniformément sur tout segment de [a, b] ; comme on vient de voir que Y u,, converge
simplement sur [a,b], on peut appliquer le théoréme de dérivation terme a terme d’une série de fonctions :

S est dérivable sur [a,b] (et S’ = Z u,). En particulier

’ S est dérivable sur [a, b]. ‘

(b) Le résultat précédent est établi pour tout couple (a,b) tel que 0 < a < b; par conséquent :

+
S est dérivable sur |0, +oof et : V& >0, S'(x Z ( — >
n+x

n=1

3. Par définition des u,, on a :

iun(l):ii i(ln n+1) lnn) i

n=1 n=1 n=1

:\'—‘

—In(p+1)

d’ou, puisque v = S(1),

S L p- ’Y—Zun ) +In(p+ 1)~ Inp - S(1 Zun - +1n< ;)

n=1

o0
qui tend vers 0 lorsque p tend vers U'infini, puisque S(1) = Z up(1). Autrement dit :
n=1

— 00

21
Zf = Inp+vy+o(1).
—nw
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4. (a) Fixonspe N*et x >0;0n a

z+1 x+1 x z
1 n(@+1) —up(e) = —In(1 R Clain
Vne[[,p]],u(x+) u(x) n Il<+ n ) n+n(+n)

1
= ——Inn+z+1)+In(n+2)
n

En sommant, il reste aprés ’hécatombe :

zi:(unx—i-l — up(z ):i

(b) Soit x > 0 fixé; on a pour p € N*, d’aprés les résultats précédents :

n(l+z)—In(p+1+z).

3\'—‘

P P
Zun(x—k 1) — Zun(x) = Inp+y+o(l)+In(l1+z)—In(p+1+=x)
p—r00

pP— o0 p

1
= fy+1n(1+x)—ln<1+ +$) + o(1),

d’oi, par unicité de la limite lorsque p tend vers l'infini : S(x + 1) — S(z) = v+ In(1 + =), autrement dit :

Vo >0, S(+1)=S(@) +7+In(l+a) |

5. (a) Soit z > 0; d’aprés le résultat précédent,

p(z+1) exp (—y(z +S(w+1))

= 7 exp (- + S(x ) exp (ln(a: + 1))
- (o

’Vx>0, ol +1) =z 9(x). ‘

(-

= exp( v +1)+ S(z )+’y+1n(x+1)>
(-
+

S(@)),

soit :

(b) Nous avons vu que S était dérivable sur ]0, +o0[, donc, exp étant dérivable sur R, en vertu des théorémes
opératoires classiques :

’ ¢ est dérivable sur |0, +o0]. ‘

J’applique les formules de dérivation d’un produit et d’une fonction composée :

V>0, ¢(z) = —% exp (—71‘ + S(m)) + % (—7 + S’(x)) exp (—’ym + S(x)) ,

soit

V>0, '(z) = (-i vt S’(a:)) - o(2).

Comme S(1) =+, on a ¢(1) = 1; de plus, d’aprés 2b,
P
1 1 1
(1) = i L. — lim (1- —— ) =1
) 3;0(2( n+1>) i (1- 7)<

70 = —.

d’ou finalement :
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6. Soient n > 1 et > 0, on a par définition de ¢, :

Inp,(z) = xlnn—i—Zlnk—lnx—Zln(m—i—k}
k=1 k=1
= x
= xlnn—Zln(l—l—E)—lnx
k=1
= xlnn—i—Zun(x)—ZE—lnx
k=1 k=1
n n 1
= Zun(aj)—x< k—lnn)—lnx
k=1 k=1

D’ou, par définition de S et gréace a la question 3,

Yz >0, In (@n(x)) tend vers S(x) — v — Inz quand n tend vers +oc.

7. (a) Soient p € N* et x > 0; 7, est dans R™* et

P

Inm, = Z % - iln (1 + %) = iun(x) v S(x).

n=1 n=1 n=1

D’ou, par continuité de la fonction exp :

’ La suite (7p)p>1 converge vers L(z) = exp S(x). ‘

(b) Alors, par définition méme de ¢ :

L(x)

Ve >0, o) = Texp(—xw).

Partie I1

8. (a) Pour z réel, la fonction f, : t — t*~te~! est continue sur ]0, +oo[, & valeurs strictement positives et

et thI(t)tI)OCO donc f,(t) = O(1>.

t%jroo th
Par conséquent, par comparaison aux intégrales de Riemann, f, est intégrable sur ]0, 1] si et seulement si
1—z <1 (c’est-a-dire x > 0) et f, est intégrable sur [1,4oo[ pour tout . Par conséquent :

’ L’ensemble de définition de la fonction I est ]0, +oo]. ‘

(b) F(l):/0+ooe_tdt: lim [~ = lim (1-e¢T)=1:

T—+oc0 T—+oco
r'(1)=1.

(c) t — t* et t — e~ ! sont de classe C! sur |0, +o0| et le produit ¢t — tTe~* admet des limites nulles en 0
et en 4o00. Par intégration par parties
+o0o
/ te"tdt
0

z —t]t+o0 oo x—1 _—t
= [—t e ]0 +x tPT e dt
0

I'z+1)

= zal(x)
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9.

10.

(a)

Par concavité de la fonction exp, on a:Vxr € R, expz > 14+ z; d’ ou, avec x = —t :

[ VE>0, exp(—t) >1—t. |

Soient alors t > 0etn > 1;sit>=n, g,(t) =0 et on a bien 0 < g,(t) < exp(—t); on suppose maintenant

t
0 <t < n, on peut appliquer le résultat ci-dessus & — et on utilise la croissance de = — z” sur Rt :
n

t t\"
< exp <> d'ou 0< (1 — > < exp(—t).
n n

Ainsi :

[Vt>0,Yn>1,0< gu(t) < exp(—t). |

Soit @ > 0 fixé; f, : t — t*"1g,(t) est nulle sur [n, +o0|, continue sur ]0, n], avec f,(t) donc, par

S0 fi—e
comparaison & une intégrale de Riemann (1 — z < 1), f,, est intégrable sur ]0, +o00[, avec :

/O+Oo fn(t)dt = /On (1 — ;)nﬂ—ldt.

On applique alors le théoréme de convergence dominée a la suite de fonction (f,,), sur I'intervalle ]0, +o0] :
les f, sont continue par morceaux sur |0, +oo[, la suite (f,,) converge simplement sur |0, +oo| vers f : ¢ —
el exp(—t); en effet, pour t > 0 fixé, on a t < n pour n assez grand (précisément pour n > t!) et

V>t falt) = <1 - t) t*7 1 — exp(—t)t*!
n

n— oo

(1—t) :exp(nln(l—t>) et nln(l—t) ~ —t
n n n ) n—oo

f est continue sur ]0,+oo[, il ne reste qu’a vérifier '’hypothése de domination. Or, d’aprés la question

car

précédente, on a
VE>0,Yn 21, |fa(t)] < f(D),

qui ne dépend pas de n et enfin f est intégrable sur |0, +-00[; le théoréme de convergence dominée me permet
alors de conclure que

/+OO fat)dt — OOf(t)dt,
0

n— oo 0

autrement dit :

t) t*tdt = T'(x).

n—4oo n

V>0, lim (1—
0

Pour tout réel x, la fonction ¢ + (1 — ¢)"t*~! est continue sur ]0,1], & valeurs positives, équivalente &

t— au voisinage de 0, donc intégrable sur ]0, 1] si et seulement si x > 0.

tl—a:

’ L’ensemble de définition de la fonction I,, est |0, +o0]. ‘

t
L’application ¢ :]0,n] —]0, 1], t — — est une bijection de classe C*, donc par la formule de changement
n

1 n n —1 n n
t t* 1 1 t
/ (1—w)"u" " du = / (1 - ) po—dt = 7/ (1 — ) t*=tdt.
0 0 n nt=—t n n® Jo n

Ve>0,Vn>1, / (1 - t> t* 7Lt = n*I,,(x).
0

n

de variable

On obtient :
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(¢) De méme, pour = > 0 et n > 2, on intégre par parties sur [e,1] :

/01(1 — el = [(1 - t)"tz] Ten /01(1 — )l gy

T |9 x

Comme z > 0, on obtient

I(z) = g no1(z +1).

Par une récurrence immeédiate, il vient, compte tenu du fait que la relation ci-dessus reste correcte pour
n =1 (en étendant la définition de I,, a I) :

n! n!
S e RLICRL Rl proves s sy prprpny

I,(x) = -

et donc

/On (1 - :L)n I P 17)19.07!(;1: Ty = @)

Dans la partie 1., on a déterminé la limite de (111 gpn(x)), qui donne, par continuité de la fonction exp,

on(z) = () ; finalement, par unicité de la limite :

| V2 >0, T(z) = p(2). |

Partie 111

11. La fonction h : t — exp(—t)In" ¢ est continue sur |0, 400, & valeurs positives et, d’aprés les croissances comparées

W) = o <;£) et h(t), = o <t12> :

donc, par comparaison aux intégrales de Riemann, h est intégrable sur ]0, 1] et sur [1, +oo] :

des fonctions usuelles, on a

+oo
/ exp(—t) In" t dt existe.
0

1
12. (a) Soit u > 1 fixé. on a, pour n € Net t € {u, ], Int| <lnwete <1, dou
u

n 1 n
sup |vn| < z"(Inw)" ,
2] "
(zlnw)”

or la série numérique (z et u étant fixés) E
n>=0

—— converge (série exponentielle, de somme exp(z Inw)).
n!

Par conséquent :

La série de fonctions de terme général v,, converge normalement sur u|.

1
w

1
(b) A fortiori, la série de fonctions Y v, converge uniformément sur [m } , d’ol1, grace au théoréme d’intégra-
U

tion terme & terme sur un segment :

+o0 u +o00
Vu>1, > T,(u) :/ (Zvn(t)> dt.

n=0 1/u n=0
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13. (a)

14. (a)

Pour tout n de N, l'existence de a,, et b, est justifiée, et

n

L
ap + by = — / exp(—t)|Int|"dt
n! Jo

d’on, par linéarité de 'intégrale, pour p € N,

p

+o00 P 2l th™
Z(an +b,) < /0 exp(—t) Z %dt.

n=0 n=0

(zInt)"
n!
exp(z|Int|) ; comme elle est & termes positifs, ses sommes partielles sont majorées par sa somme, d’ou

Or, pour tout t > 0,  étant fixé, la série numérique de terme général est convergente, de somme

—~ (z|Int)"”

YVt >0 exp(—t) Z — < exp(—t) exp(z|Int]) = exp(—t + z|Int|).
n=0 ’
—t 1
Pour ¢ € ]0,1], exp(—t + z|Int|) = exp(—t — xzInt) = exp(=t) ~ et,

te -0+ 1*

1
pour t > 1, exp(—t + z|Int|) = exp(—t + xInt) = t* exp(—t) T <t2)
On en déduit, par comparaison aux intégrales de Riemann, que la fonction ¢ — exp(—t + z|Int|) est
intégrable sur |0, +oo[, d’ou finalement, par croissance de l'intégrale :

p +o0
Vp=0, > (an+bn) < / exp(—t + x| Int|)dt
n=0 0

On a, pour tout u > 1, |T;,(u)| < an + by, d’ott supyy 4 o[ [Tn| < @y + b, Or on vient de voir que la suite
des sommes partielles de la série numérique de terme général a,, + b,, est majorée. Comme cette série est a
termes positifs, il en résulte qu’elle converge et, par conséquent :

’ La série de fonctions de terme général T,, converge normalement sur |1, +00l. ‘

400 x n(ln¢)"
Par définition, I'(1 + ) = / t* exp(—t)dt, ot, pour tout t > 0 : t* = exp(xInt) = Z w Ainsi :
0 =0 n:

400 [+o00 "
Veelo, 1], T(1+z) = /0 (Z o exp(—t)(lnt)n) dt.

n=0

o0
Onal'(l+z) = EIJIrl Z T,,(u). Or, on vient de voir que la série de fonctions Y T, converge uniformément
u o0
n=0

—+oo
sur |1, 400[ ; comme par ailleurs, pour tout n, T, (u) = / vp (t)dt (car v, est intégrable sur ]0, +-00[),
U—r—+00
0

+oo
le théoréme de la double limite s’applique : la série numérique de terme général / vp(t)dt converge et
0

o

(o]
im0 Tl = 2l To(w)

Autrement dit :

n!

vz e0,1], T(1 + 1) = ,i o (/;oo exp(—t)(lnt)"dt).
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15. (a) D’aprés la partie I, on a

¢'(z )—<;7 (nn+x>>‘s@(fc),

soit, puisque ¢ = I" d’aprés la derniére question de la partie 2 :

x
Par ailleurs, pour tout n > 1, puisque on a = € |0, 1[, on a ‘—f‘ < 1 et on connait la série géométrique de
n

. xr
raison —— :
n
11 1 1 i< at)k
n+z n 1_(_{)_71 —\ n
- -
d’ou
1 I 11 & PP o k41 T
R D - SO ME ot

soit, d’apres le résultat précédent :

(b) L’énoncé nous autorise & admettre que
1)k+1

v €10,1] FF'((;) =24 Y (Z e ) = DD (Z nk1+1> :
k=1 k=1 n=1

n=1

soit, en réindexant et en changeant le nom de la variable :

vt e]o,1[, :—f—wrz YRR (k).
Soit e € ]0, 1[; en intégrant sur le segment [e, x], j’obtiens, sachant que T est & valeurs strictement positives :

[lnF(t)]Z? =—Ilnz+Ine—yz+ Z(—l)ki((k).
k=2

L’intégration terme & terme de la série est justifiée, du fait qu’il s’agit de la fonction somme d’une série
L) _ <)
~X
k 2
intégre sur un segment inclus dans 'intervalle ouvert de convergence de cette série entiére, ou elle converge

entiére de rayon de convergence au moins égal & 1 — car |(—1) pour tout k£ > 2 — et que ’on

normalement. on a donc :

In (mF( ) = —yr + Z )+ 1n (EF(€)> )

cela pour tout € de ]0,1[; or el'(e) =T'(1 +¢) = I'(1) = 1, puisque ' = ¢ est continue en 1 (on a vu dans
E—

la partie 1 qu’elle était dérivable sur ]0, +o0). A la limite, lorsque ¢ tend vers 0, j’obtiens donc
InT(1+2)=—yx+ Z

soit, en appliquant la fonction exp :

+o0o ZEk
Vrel0,1] , T(1+z) =exp (’ym + Z(l)’“kg(k)> .
k=2
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(¢) La formule de Taylor, appliquée & la somme de la série entiére évoquée ci-dessus, me donne

S0 ) = P o)

=0 2
k=2
d’ou

I'(l+x) Lo P (—’y:ﬂ + @xQ + 0(1‘2)> o 1—~vx+ wﬁ + o(z?)

Par ailleurs, on a vu que

(Int)™
n!

00 +o00
Ve €]0,1[ , T(1+2) = Z Az ou VYneN, A\, = / exp(—t) dt.
n=0 0

Ainsi, la série entiére Y \,z™ a un rayon de convergence au moins égal a 1, sa fonction somme admet en 0
le développement limité A\g + A1z + Aox? + o(2?). D’oil, par unicité de ce développement limité :

2
2
)\021,/\12—7,)\22%(().

2

En particulier, sachant que ((2) = % :

+oo T2
/ exp(—t) In® tdt =~ + 5
0

Central PSI 2002
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