PROBLEME DE MATHEMATIQUES ENONCE

LES FONCTIONS EULERIENNES

Dans tout le probléme

n
. 1
— On note pour tout entier n > 1, H,, = Z %
k=1

+o00 1

— On note ¢ la fonction définie pour x > 1 par ¢(z) = —.
n
n=1

Objet : Le but du probléme est d’é¢tudier des séries faisant intervenir la suite (H,) et notamment d’obtenir une

+o00
H
relation due & Euler qui exprime, pour r entier naturel supérieur ou égal a 2, E ﬁ a laide de valeurs de la
n
n=1

fonction ¢ en des points entiers.

Partie I: Représentation intégrale de sommes de séries

—_

1 Todt
(a) Justifier que la série de terme général a,, = — — / — converge
n n—1

(b) Montrer qu’il existe une constante réelle A telle que H, = Inn 4+ A+ o(1). En déduire que H,, ~ lnn
(oo}

2. Soit r un entier naturel.

H,
Pour quelles valeurs de 7, la série Z ——" __ est-elle convergente ?
(n+1)
n>1
—+o0
Dans toute la suite on notera S, = —— _ lorsque la série converge.
g ; Ty o g
1
3. (a) Donner sans démonstration les développements en série entiére des fonctions ¢t — In (1 —¢) et t — 1
ainsi que leur rayon de convergence.
(b) En déduire que la fonction
In(1—1t)
1—t
est développable en série entiére sur |—1, 1] et préciser son développement en série entiére a 1’aide des réels

Hy,

4. Pour tout couple d’entiers naturels (p, ¢) et pour tout € € |0, 1], on note

1 1
IM:/0 t? (Int)? dt et I;’q:/ t? (Int)? dt
>4

(a) Montrer que l'intégrale I, , existe pour tout couple d’entiers naturels (p, q)

q eP1 (Ing)?
b) Mont ,VpeN,Vge N*Vec|0,1], I} = ———-I° _, — —- """
(b) Montrer que, Vp q c€]0,1] b o1l P
(c) En déduire que 'on a Vp € N,Vg e N*, I, . = —%Ipwq,l

(d) En déduire une expression de I, , en fonction des entiers p et q.

5. Soit 7 un entier naturel non nul et f une fonction développable en série entiére sur |—1, 1].

+oo
On suppose que pour tout = dans |—1,1[, f(z) = Z an,x™ et que Z (j_inl)r converge absolument. Montrer
n

n=0 nz0
ue
4 1 1 1 = [e2%
/0 (Int)" ™" f(t)dt = (-1) (r—l)!;m

6. (a) Déduire des questions précédentes que pour tout entier r > 2,

& H, (-0t (-t
Srz(n—l—l)r(r—l)!/o () = dt

n=1

—07 Y (nt)" 2 (In(1 — ¢))?
Sy Ul

b) Etabli I lors S, =
(b) Etablir que l'on a alors =2 ;
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PROBLEME DE MATHEMATIQUES ENONCE

LES FONCTIONS EULERIENNES

1 ! (In(t)”
(¢) En déduire que Sy = 5/ % dt. puis trouver la valeur de Ss en fonction de ((3)
o _

Partie II: La fonction /3

7. La fonction T’

(a) Soit z > 0. Montrer que t — t*~Le~t est intégrable sur |0, +-o0].
+

(oo}
Dans toute la suite, on notera I' la fonction définie sur R* par I'(z) = t" et dt.

0
On admettra que I" est de classe C* sur son ensemble de définition, & valeurs strictement positives et qu’elle
vérifie, pour tout réel x > 0, la relation I'(z + 1) = 2T'(z)

—+oo
(b) Soit x et o deux réels strictement positifs. Justifier I'existence de / t*"1e=" dt et donner sa valeur en
0

fonction de I'(z) et o

8. La fonction 5 et son équation fonctionnelle
1
Pour (z,y) € R3?, on définit S(z,y) = / 71— )y dt
0

(a) Justifier l'existence de S(z,y) pour z >0 et y > 0
(b) Montrer que pour tous réels z > 0 et y > 0, f(z,y) = B(y, x)

(c) Soient x > 0 et y > 0. Etablir que f(z + 1,y) = %B(m,y)
rry

(d) En déduire que pour z >0,y >0, Sz + 1,y +1) = it

(z+y)(z+y+1)

B(z,y)

Partie III: Relation entre la fonction § et la fonction I’

L'(z)C(y)
I'(z +y)
9. Expliquer pourquoi il suffit de montrer la relation (R) pour z > 1 et y > 1.
Dans toute la suite de cette question on suppose x > 1 et y > 1
+oo
10. Mont JY) = —dt
ontrer que 3(z,y) /0 e

On pourra utiliser le changement de variable t = TTa
U

11. On note F, , la primitive sur RY de t — e~ tt*¥~1 qui s’annule en 0. Montrer que

On veut montrer que pour tout > 0 et y > 0, B(z,y) = relation qui sera notée (R)

tw—l

VtE Ry, Foy(t) <T(a+y)

“+oo r—1
. u
12. Soit G(a) = /o WFMJ (14 w)a) du.
Montrer que G est définie et continue sur R

13. Montrer que lir+n G(a) =T(x +y)B(x,y)
a—+00

14. Montrer que G est de classe C! sur R%
15. Exprimer pour a > 0, G’(a) en fonction de I'(z), e~ et a¥~!

16. Déduire de ce qui précede la relation (R)

Partie I'V: La fonction digamma

On définit la fonction ¢ (appelée fonction digamma) sur R comme étant la dérivée de 2 —— In (I'(x)). Pour tout réel
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1
17. Montrer que pour tout réel > 0, ¥(z + 1) — ¢(z) = —
x

18. Sens de variation de v

S 0
(a) A partir de la relation (R), justifier que 8—5 est définie sur R*2.

Etablir que pour tous réels x > 0 et y > 0, %(m,y) = B(z,y) (W(y) —¥(x +y))
(b) Soit x > 0 fixé. Quel est le sens de variation sur R de la fonction y — B(z,y)
(c) Montrer que la fonction 1) est croissante sur R*.
19. Une expression de {y comme somme d’une série de fonctions

(a) Montrer que pour tout réel x > —1 et pour tout entier n > 1

w(l—i—w)—w(l):w(n+x+1)—w(n+l)+z(;—kix>

k=1

(b) Soit n un entier > 2 et x un réel x > —1. On pose p = E (x) + 1, ot E(z) désigne la partie entiére de z.
Prouver que
p+1

0<Y(n+ax+1) =) < Hypp — Hyo1 < "

(¢) En déduire que, pour tout réel x > —1

¢<1+x>=w(1)+§<i‘nix)

20. Un développement en série entiére
On note g la fonction définie sur [—1, +oo[ par

-5 (1)

n=2

(a) Montrer que g est de classe C* sur [—1, +o0|
Préciser notamment la valeur de ¢g(*)(0) en fonction de ¢(k + 1) pour tout entier k > 1

(b) Montrer que pour tout entier n et pour tout = dans |—1,1]

n+1
ek < c@)la]

gk
k=0

Montrer que g est développable en série entiére sur |—1, 1]

(c) Prouver que pour tout z dans |—1,1]

+00
(1 +x) =v1)+ > (-)"¢(n+ 1)z"
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Partie V: Une expression de S, en fonction de valeurs entiéres de (

02

Dans cette partie, on note B la fonction définie sur R* par B(z) = 922 (z,1)

21. Une relation entre B et v
Justifier que B est définie sur R .
A Daide de la relation trouvée au 18a établir que pour tout réel z > 0

zB(x) = ((1+ ) = (1)* = ('(1) = ¢/(1 + 2))

En déduire que B est de C*° sur R*

22. Expression de S, a l’aide de la fonction B
1
(a) Montrer que pour tout réel z > 0, B(z) = / (In(1 —¢))* >~ 1 dt
0

(b) Donner sans justification une expression, a 'aide d’une intégrale, de B®) (z), pour tout entier naturel p et
tout réel x >0

1)
(¢) En déduire que pour tout entier r > 2, S, = 2((7“—)2)121& B(”2)(:p)

(d) Retrouver alors la valeur de Sy déja calculée au 6¢
23. Soit ¢ la fonction définie ]—1, +-o00] par p(z) = (p(1 + ) — ¢(1))* — ('(1) — /(1 + z))
(a) Montrer que ¢ est C* sur son ensemble de définition et donner pour tout entier naturel n > 2 la valeur de

©(™(0) en fonction des dérivées successives de b au point 1.

(b) Conclure que, pour tout entier r > 3,

r—2

28, =r((r+1) = > ((k+1){(r — k)

k=1
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PROBLEME DE MATHEMATIQUES CORRECTION

LES FONCTIONS EULERIENNES

Partie I: Représentation intégrale de sommes de séries

a=tim(1-)=— L (2
" n)  2n2 n2

. 1 .
Soit a, ~ ~on la série g an est convergente
n>2

1. (a) Pourn >2,0na

n
(b) La suite de terme général S, Z ay, est convergente. Or pour tout n > 2, S,, + 1 = H,, — Inn, donc, en

k=2
posant A = hrf Sp + 1, on obtient H,, —Inn = A+ o(1). Ainsi H, =Inn + A+ o(1), puis H, ~Inn
n—-+0oo
H 1
—_~ M, on distingue deux cas
(ot 1y

1 1
— Sir<1,alors — =o (nn>’ donc la série diverge
n n’

2. Soit r € N. On a

Inn 1

— Sir>2,ona —- =o| —j5 |, donc la série converge, par le critére de Riemann
n n

Bref la série considérée converge si, et seulement, si r > 2

3. (a) Les fonctions considérées sont développables en série entiére avec

vte [-1,1[, In(1—t) Z*

et

1 X
n=0

tTL
Les deux séries E — et E t" ont méme rayon de convergence R = 1
n
n>1 n>=0
(b) Le produit de deux fonctions développables en série entiére est développable en série entiére dont le déve-
loppement est fourni par le produit de Cauchy

viel-1,1[, - 1_t ZHnt"

1
4. (a) L’application ¢t — tP (Int)? est continue sur ]0,1], avec t? (Int)? = o (\ﬁ) Donc I'application considérée

est intégrable sur 0, 1], en particulier 'intégrale I, , existe.

tpt1
(b) Les deux applications t — 1 et t — (Int)? sont de classe C! sur [g, 1], alors par une intégration par
parties, on obtient
- L/t N/ i) d
I = t t
Pq /0 <p+ 1> (Int)
Pt
- (Int)? —7/ P (Int)?" dt
p+1
a4 ePt1 (Ing)?
pg—1 "
p+1 p+1

(c) Les deux intégrales I, ;1 et I, ; sont convergentes, donc les fonctions € € ]0,1[+—— I5 | et € €]0,1[
ePtl (Ing)?

p+1 e—=0+

It . admettent des limites respectives I, ;1 et I,, , en 07. Or 0, alors par passage a la

P.q
q

limite dans 1’égalité précédente,on obtient I, , = —ﬁlpvq_l
p
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_1)44!
(d) Soit p € N. On montre par récurrence ¢ € N que I, , = M
! 1
— Pour ¢ =0, on a bien [, = tPdt = ——
I 70 /0 p+1

— Soit g € N, d’apreés la question précédente on a

;oo atl, wm g+l (=07 (=D (g + D)
p,g+1 — p+1 Pq p+1 (p+1)q+1 - (p+1)q+2

5. Il s’agit d’une application directe du théoréme de la convergence dominée pour les séries :

— Pour n € N, Papplication f, : t —> ant™ (Int)" " est continue et intégrable sur ]0, 1]

— Z fn converge simplement sur |0, 1] de somme ¢t — (In t)T_l f(t) qui est continue sur ]0,1[, car f est
n>0
développable en série entiére
|an|

1 1
— Pour tout n € N, / @) dt = |a, / t" [In(t)"" | dt = ——( — 1)!. Par hypothése
O\ (t)] | |O |In(t)"~"| (n+1)r( ) >

n>=0

_ On
(n+1)r

1
converge absolument, donc la série Z / | fr(t)] dt converge
n>=0 0

D’aprés le théoréme de convergence dominée on peut intervertir somme et intégrale. Ainsi

1 +oo .1 +00
/(mt)“lf(t)dt = Z/ fa)dt =" anly .
0 n=0 0 n=0

—+o0

a
= ()M=Y —"—
-0
, L. In(1—1t) ) i} » N
6. (a) L’application f : t — =7 vue en question 3, est développable en série entiére sur |—1,1[ avec
+o0 H
flx) = E H,z" pour tout € |—1, 1[. En outre, d’aprés la question 2, la série & termes positifs E ﬁ
n
n=1 n>1

converge puisque 7 > 2. On applique donc le résultat de la question 5 et on obtient la formule

& H,  (-yr ! o1 In(1—¢)
S’“_;(Hl)r_(r—l)!/o () = dt

— (In(1 — #))?

(b) Les fonctions ¢ —s (Int)" " et t — sont de classe C! sur |0, 1[. Avec

— (In)" " n(1 =) ~ 2"t ——0
(Int)"" (In(1 - 1)) ot (Int) -

— (Int)" " (In(1 —¢))? ~ (- 1)1 (In(1 — £))> —— 0

t—1—
Donc, par intégration par parties

/01 (nt)"" %dt _ /01 (int)! (m(1_—2t)2>/ .

[(mt)” <1n(1__2 ”2)I - /01 (tmpy ) 71“(1__2 D 4

=0

—1 (Y (Int)" " ?In(1 — t)2
_r /(nt) n( t) Jt
0

2 t
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dt. Via le changement de variable t =1 —u (u — 1 — u est

1 (! (In(1 —1t)?
(c) Pour 7 =2, on obtient 85 = - / M
0

une bijection de C! de ]0, 1[ sur lui-méme), on obtient

1t (In(w)?
Si=5 ) G

1 2 +o00
Sy = %/0 W0 gy 5L ¢3)

1—u —(n+1)

1
On applique le résultat de la question 5, avec t — T—¢ les a,, valent 1 et r = 3. Alors

Partie II: La fonction

7. La fonction I'
(a) Soit z > 0. On at+— t* e~ est continue sur ]0, +oo|

e Au voisinage de 0 : On a t*“le7t ~ 1771 = donc intégrable en 0 car 1 — z < 1.

tl—z
e Au voisinage de +00 : On at* le t =0 (t%) donc intégrable en +oo.
On déduit que ¢ — t*~te~! est intégrable sur ]0, +oo]

—+oo
U
(b) L’application u — — est une bijection de classe C' de R vers R , donc les deux intégrales / t*lemot q¢
o 0

+oo , x—1

u _ ~ . . N .
et —e “du sont de méme nature et puisque la deuxiéme converge, alors la premiére I'est aussi et

0 «
on a I’égalité des valeurs, c’est-a-dire

/+oo fo—l—at gy — F(m)
0

e
8. La fonction § et son équation fonctionnelle
(a) La fonction ¢ — t*~1(1 —¢)¥~! est continue sur ]0, 1[.
En 07 : Onat*=1(1 —t)¥~t ~ 21 elle est intégrable en 0 car 1 —z < 1
En 17 : Onat® (1 —t)¥ 1 ~ (1 — )V}, elle est intégrable en 1~ car 1 —y < 1
Elle est donc intégrable sur ]0, 1[, en particulier 8(x,y) existe
(b) Egalité obtenue avec le changement de variable affine ¢ — u = 1 — ¢, qui est une bijection de C! de 0, 1] sur
lui-méme.
: . —( -ty 1 z o
(c) Les fonctions ¢t — ¢* et t —» ———— sont de classe C' sur ]0,1[. Avec t*(1 — t)¥ . 0 et t*(1 —

t)¥ —— 0. Donc, par intégration par parties
t—1—

Ble+1y) = /Oltz (“_;)y)/ dt

) et

=0

1
- E/ 11—t dt = 2Bz, y + 1)
YJo Y

Soit Bz, y+ 1) = gﬁ(:r + 1,y). D’autre part
x

1 1
Bt 1)+ Ay +1) = [ ea-grtaes [ oo g

0 0

1 1
/ tt" (1 —t)y_ldt—i—/ (1—t).t" (1 —t)vtde
0 0

= /1 " (1 - )Y~ dt = B, y)
0
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11 vient donc B(x,y) = <1 + Q) Blx+1,y) = mmx +1,y).
X X
Enfin
+ 17 = 9
Bz +1,y) x+nyy>
(d) D’apres la formule précédente S(z+1,y+1) = #y—i—lﬁ(x’ y+1) et par symétrie 8(x, y+1) = B(y+1,2) =

Y
y+x

B(y,x), on remplace la derniére formule dans la premiére on obtient

xy
(z+y)(z+y+1)

Blx+1,y+1) = B(x,y)

Partie III: Relation entre la fonction § et la fonction I'

9. On suppose que Vz,y > 1, f(x,y) = w

Soit z,y > 0, on a
(z+y)e+y+1)

= 1 1

Bz, y) 7 Ble+1y+1)
Comme z + 1 et y + 1 sont strictement supérieurs a 1 :

'z+1)I'(y+1 ' (x)yl

St g 1)~ TE DT D) 2y (v)
Iz +y+2) (@+y+1(z+ylr+y)

- NP ['(z)I(y)
Apreés substitution et simplification : g(x,y) = ———=.
p p Bz, y) T+ 1)

10. u—t = 1 Y est une bijection de classe C! de ]0, +oo[ sur ]0, 1[. Donc

Bla,y) = Aﬂmwr%wlw

/+OO U z—1 1 y—1 1
= du
0 1+u u+1 (u+1)2

+oo uxfl
= —d
A (u+ 1yety

¢
11. F,, est une fonction croissante et Vt € Ry, Fj ,(t) = / e "yt du < T(w + ).
0

r—1
12. L’application ¢ : (a,u) — #Fx y (1 +u)a) est continue sur R3 et vérifie
u)TT! ’

-1
2 u”
V(a,u) € RY,  fpla,u)| < Wr(iﬁ +v)
z—1
Ou u +— m est intégrable sur R . D’aprés le théoréme de convergence dominée G est définie et continue
U

sur Ry

13. Soit (ay,) une suite de réels positifs de limite +oo.
uwfl

Pour n € N, on définit f, : v € Ry +— W

Foy ((1+u)a,) qui est continue sur Ry. La suite (f,,)

r—1
converge simplement vers f : u+— Wf(x + y) qui est continue sur Ry et
umfl
Vue Ry, |fu(u)] < WF(JU +9)
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rz—1
Ou u+— W st intégrable sur R, D’aprés le théoréme de convergence dominée
g + g
(1+w)=ty
“+oo uwfl
Jm Glan) = Mmoo Gy ey (L wan) du

+oo uZ—1
_ /0 iy P (14 w)an) du
400 uz—l
= /0 Wf(x +y)du
= Bz, y)l'(z+y)
Ainsi ngl’_’I_loc G(an) = B(z,y)T'(z 4+ y). Ceci vrai pour toute suite (a,) de réels positifs de limite +o00, donc par la
caractérisation séquentielle de la limite G admet S(z,y)T'(z + y) limite en +oo

14. Soit [c,d] C RY.

ux—l
— Pour tout a € [e,d], application u — ¢(a,u) = WFM} ((1 4 uw)a) est continue et intégrable sur
R4
— ¢ admet une dérivée partielle par rapport a a
Z—w s (a,u) — atty—yr—le— (1w
a
qui est continue sur [e,d] x Ry
— Pour tout (a,u) € [¢,d] x Ry
%(CLJL) < dx+y—1uw—le—(1+u)c
a

ot u — u® e~ (1H1e est intégrable sur R
D’aprés le théoréme de convergence dominée la fonction G est de classe C! sur [¢,d]. En déduire que G est de
classe C* sur R% puisque elle est de classe C* sur [c,d] inclus dans R%.

15. Soit a > 0. D’aprés la formule de Leibniz
+oo
G'(a) = / a® Ty 1y le=(Itu)a gy
0

+oo
— aeryflefa/ umflefua dU
0

r
aa:+y7167a (f) _ ayflefal—\(x)
Qa

16. Soit €,a € R% tels que € < a, alors
G(a) — G(e) = I‘(x)/ ty=letdt
€

Par continuité de G et de sa nullité en 0 on a G(¢) —— G(0) = 0. D’autre part, G(a) —— B(x, y)T'(z,y).

e—0t a—+00
Ainsi

+oo
B(z,y)T(x,y) = I(x) / =ttt = T(x)T(y)

D’ou la relation (R)

Partie IV: La fonction digamma

17. Soit ¥ : z € R +— In(I'(x)). Pour z > 0, on a
U(z+1)=In(T(r+1)) =ln(al'(z)) = U(z) + In(x)

Par derivation t(z + 1) = w(z) + = Soit t(x +1) ~ (z) = ©
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18. Sens de variation de ¢
['(z)I(y)
I(z+vy)

(a) Par les théorémes généraux 8 : (z,y) € Rf — admet une dérivée partielle par rapport a y, donc

% est définie sur ]Rj_z.
dy

Pour z,y > 0, on a

%(x Y = P(a)M(y) Ty (z+y)
oy’ ['(z+vy) (x4 y)?
_ UMy L)) I'+y) @)(y)
I'(y) T

(z+y) T(@+y) I'@+y)
)

= (
= Blz,y) ((y) —¥(x+y))

(b) Soit y,y" > 0 tels que y < ¢/, pour tout ¢t € ]0,1[ I'application z € RY +— (1 — t)* est strictement
décroissante, donc (1 — t)y, < (1 —t)¥, en multipliant par t*~! puis en intégrant : B(z,y’) < B(x,y). Ainsi
P'application considérée est décroissante

0
(¢) Pour z,y > 0, le signe de ¥(y) — ¢ (z + y) est celui de aﬁ(x, y) qui est négative, donc 1 est croissante
x

19. Une expression de {y comme somme d’une série de fonctions

(a) Soit k € [1,n], on a (k+1) — (k) = % et pk+x+1)—Yplk+z) = ﬁ En sommant de k allant de
x

1 & n, alors par télescopage

3
—_

8
+
7

/1 1
w(1+x)w(1)¢(n+x+1)w(n+l)+;<km)

(b) L’inégalité de gauche est assurée par la croissance de t. En outre, n+z +1 < n+p+ 1, donc

n—+p

1
Ynt+az+1) =) <¢(n+p+1) —¢(n) :Z%: ntp = Hn1
k=n
1 1
Pour tout k € [n,n + p], z < — donc

n+p

1 p+1

Hn+1)_Hn—1:kZ*\ n

C=N

Ainsi 41
0 < Y(n+a+1) = () < Hypp— Hoy < m

(¢) Soit > —1. D’apres les encadrements précédents ¢(n + x + 1) — ¢p(n) ——— 0. Alors de 'égalité

n—-+oo

" /1 1
Yv(l+z)—yv)=vn+z+1)—p(n+1)+ - —
> (3w

1_ 1
k n+ax

on tire la convergence de la série Z ( ) ainsi sa somme (1 + z) — ¥ (1). Donc

n>=1

¢(1+$)—¢(1)+§<71l_n—1kx)
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PROBLEME DE MATHEMATIQUES CORRECTION

LES FONCTIONS EULERIENNES

20. Un développement en série entiére

1 1
(a) Pour n > 2, on pose u, : x € [—1,400[ — — —
n

n+x
— uy, est de classe C* sur [—1,+o00[ et

—1)EHLE

— La série E u, converge simplement de somme g
n>2

— Pour tout segment [a,b] C [-1,4+oc0[ et k> 1, on a Vz € [a,b] :

k! < k! k!
(n+2)F L~ (n+a)Ftl ~ pktl

Donc g est de classe C* sur [—1, +o0] et

“+o0 k+1
~1 !
Vk e N*, Vze[-1,+o00[, ¢¥(z)= § (=D %

" (@)t
“+o0
fculi gy = S DR g -
En particulier Vk € N*,  ¢\*)(0) Z e (=) kN (C(k+1) - 1)
nk
n=2
(b) g est de C*™ sur |—1,1[ C [-1,+o0[ et ¥Vt € |1, 1],
+oo n+2 400
a1 B (=1)"*2(n+1)! 1
k=2 k=2

L’inégalité de Taylor Lagrange fournit donc

" a® (0
g n
o)~ 3 LWk < @) ot
k=0 )
n+1 . g™ (0) i
Pour tout = € |—1,1], |z| —— 0, donc la série de Taylor Z 2™ converge de somme g. Ceci
n——+00 >0 n!
montre que g est développable en série entiére sur |—1,1]
(¢) Soit x dans |—1,1[, on écrit
=1 1
1 = (1 - = -
o) =00+ 3 (5= g ) =P 1 i e
1 X
D’une part 1 — 57— ,;1 (—=1)"T'2™ et d’autre part, vu que g(0) = 0,
“+o0 (n) “+o0
9™ () , n n
g(@) = = YD+ 1) — 1)z
n=1 : n=1

Ainsi ’égalité

+oo
P(l+z) =)+ (=1)"¢(n+1)2"
n=1

Partie V: Une expression de S, en fonction de valeurs entiéres de (
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PROBLEME DE MATHEMATIQUES CORRECTION

LES FONCTIONS EULERIENNES

21. Une relation entre B et v
8 admet une dérivée partielle en tout point (z,y) de R? et

%(x,y) = Bla,y) (W(y) — (= +v))

0
Une autre fois par les théorémes généraux 8—ﬁ admet une dérivée partielle par rapport a y en tout point (z,y) et
Y

B
Oy

(@y) = %x,y) () — D@+ ) + Blary) (W' (y) — ¥ (@ + 9)

= Bla,y) (W) —v(@+y) + Bz,y) (W' (y) — V' (@ +y))
En particulier
B

5z (0 1) = B, 1) ((6(1) —wla + 1) + (/1) ~ /(4 1)

1
1

Avec B(z,1) = / t*~1dt = —, on obtient
0 X

eB(z) = ($(1 +z) — (1)) + (' (1) — /(1 + )
(W(1+2) —(1)* + (W' (1) —¥'(1 + )

Ou encore B(z) = , donc par les théorémes généraux B est de classe
x
C* sur R%

22. Expression de S, a ’aide de la fonction B

(a) Soit 2 > 0, on considere la fonction f : (y,t) € R% x]0,1[ — t*~ (1 —t)¥~'. Une telle fonction admet des
dérivées partielles d’ordre 1 et d’ordre 2 par rapport & y, avec

g—g(y,t) =In(1 —)t" (1 —t)V et %(y,t) = (In(1 —))* > (1 — t)v~!

telles que

— Pour tout y € R%, les applications ¢ — t*~1(1 — )V~ et ¢t — In(1 — ¢)t*~ (1 — t)¥~! sont continues
et intégrables sur |0, 1]
a2f 2 —1 —1 .
502 (y,t) € RE x]0,1[—— In"(1 — )t*~ (1 — t)¥~" est continue
Y

— Soit [a,b] C R, pour tout (y,t) € [a,b] x ]0,1]

62f 2 ,0—1 a—1

W(z%t) <(In(1—)"t" (1 —¢)

)

L application ¢ : t €]0, 1[— (In(1 — £))*¢*~ (1 — )2~ est continue positive

— En 0, on a ¢(t) ~ ¢t donc elle est prolongeable par continuité en 0

— En 1,onacp(t)—0<(1_1t)5>7of15€]1a,l[

Donc elle est intégrable, ainsi par le théoréme de dérivation sous signe intégrale,

0°B

1
—(x p— n o 2 r—1 o y71
ayg( 'Y) /0 (In(1 =)t (1 =) dt

En particulier
1
B(z) = W(gr;,1) :/ (In(1 —t))* ' dt
0
(b) Pour tout p € N et z € R

B®(z) = /O (In(t))” (In(1 — £))? =~ dt
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PROBLEME DE MATHEMATIQUES CORRECTION

LES FONCTIONS EULERIENNES

1 r—2 2
In(t In(1—1¢
(¢) I suffit de démontrer, pour tout r > 2, que hm Br=2) (g )7/ (In(®)) in( ) dt.
—0* 0

Soit (x,,) une suite de réels positifs telle que x, — 0.
n—-+oo

Pour n € N, on pose f,, : t — (In())? (In(1 — ¢))* ¢=n =1,
(In(t)""* (In(1 — 1))

La suite (f,), de fonctions continues sur |0, 1[, converge simplement vers ¢ — ” qui

est continue sur ]0, 1].
Pour tout n € N
[In(t)]"" (In(1 — 1))

t

‘fn(t>| = |1n(t)‘p (ln(1 _ t))2 gon—1 <

r—2 2
[n(®)]" " (In(1 — 1))
t
— En 0, on a o(t) ~ t|In(t)|" > o 0, donc elle est prolongeable par continuité en 0

t—

L’application ¢ : t — est continue positive sur |0, 1]

— En17,0na

r— _ 1
o) (1= 0202 = o (=)

Une telle fonction ¢ est intégrable sur |0, 1[. D’apreés le théoréme de convergence dominée

lim B(T‘—Z)(xn) _ /1 (ln(t))r—2 (In(1 — t))2 "
0

n——+oo t

Enfin, par la caractérisation séquentielle de la limite, B2 admet une limite en 0 et

lim B(r—2)($> _ /1 (1n(t))r—2 (In(1 — t))2 W
0

z—0t t

1
(d) D’apres la question précédente Sy = 3 lim+ B(z). D’aprés les questions 21 et 20, lim+ B(z) = —¢"(1) et
z—0 z—0
P"(1) = —2¢(3). Ainsi Sy = ¢(3)
23. (a) L’application z — (1 + z) est de classe C* sur |—1, +oo[, done, par les théorémes généraux, ¢ est de
classe C* sur |—1, +oo[. Pour tout n > 2, par la formule de Leibniz

™M) = CR(e(1+2) = (1) P (0) (1 +2) — (1)) " (0) — " ™(1)

M:

= CEp®) (1) =R (1) — (T (1)

1

it
|
- o

>
Il

(b) Soit r > 3, par la formule de Leibniz o™= (z) = 2B~V (z) 4 (r — 1)BU=2) ().
Cette formule permet de donner lim B2 (z) = —— ("1 (0). Avec
z—0t r—1

r—2
P0) = Zcf_lw““)(lw—l—’“)(l)—w)(l)

- Z SRk 4 1) (1) — k) = (<17 1)

r—2

= (=)= ¢k +1C(r— k) = (=) (r+ 1)

k=1

Donc

= Lp““”(O)

(r—2)! -1
2

T—

25, =

= r¢{(r+1) Clk+1)((r — k)
=1

=
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