PROBLEME DE MATHEMATIQUES: MP ENONCE

COMPARAISON DES MODES DE CONVERGENCE

Dans tout le probléme, Z fn est une série de fonctions définies sur un intervalle I de R et & valeurs réelles.
n>1

Partie I

Une série de fonctions E fn converge absolument sur I lorsque, pour tout = € I, la série g | fn(2)] converge. Dans les
n>1 n=1

deux premicres questions on supposera, pour simplifier les démonstrations, que toutes les fonctions (f,,) sont bornées

sur [.

1. (a) Rappeler la définition de la convergence normale de la série de fonctions Z fn sur I.
n>1

(b) On suppose que la série de fonctions Z fn converge normalement sur I, démontrer que Z fn converge
n=1 n>1
absolument sur I.

2. On suppose que la série de fonctions E fn converge normalement sur I, démontrer que E fn converge unifor-
n>1 nz>1
mément sur /.

2
3. On pose pour z € [0,1], fn(x)=(-1)" <ac n—g n)

Démontrer que la série de fonctions E fn converge simplement puis converge uniformément sur [0, 1] mais elle
n>=1
ne converge absolument en aucune valeur de [0, 1].

4. Si la série de fonctions E fn converge absolument sur I a-t-on nécessairement E fn qui converge uniformément
n>1 n=1
sur I?

Indication : On pourra considérer Z fn, avee fr iz €]-1,1] — ™.
n>1

Partie I1

Soit (an),, une suite décroissante de réels postifs, I = [0, 1 et pour tout = € I, fu(z) = ana™(1 — ).

5. Justifier que la suite (Ozn)n>1 est bornée et que la série de fonctions Z fn converge simplement sur I.
n>1

6. (a) Calculer pour n > 1, || fn |loo=sup|fn(z)]
zel

(b) Démontrer que la série de fonctions g fn converge normalement sur I si et seulement si, la série de réels
n>1

o Oln
positifs E — converge.
n

n>1
+oo
7. (a) Soit x € I. Calculer Z z®
k=n-+1

(b) Si on suppose que la suite (Oén),,@l converge vers 0, démontrer que la série de fonctions E fn converge
n>1
uniformément sur I .

Indication : On pourra observer que pour k >2n+1, ap < Qpe1-
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(¢) Réciproquement, démontrer que si la série de fonctions g fn converge uniformément sur I alors la suite
n>ls
(an),>; converge vers 0.
=
8. Dans chacun des cas suivants, donner, en détaillant, un exemple de suite décroissante de réels postifs (o),
>
telle que :

(a) La seérie de fonctions E fn converge normalement sur I.
n>1

(b) La série de fonctions E fn ne converge pas uniformément sur 1.
n>=1

(¢) La série de fonctions Z fn converge uniformément sur I mais ne converge pas normalement sur /.
n>1
9. Résumer a l'aide d’un schéma toutes les implications possibles, pour une série de fonctions quelconque, entre les
convergences : normale, uniforme, absolue et simple.
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Partie I

1. (a) La série de fonctions Z fn converge normalement sur I si et seulement si la série numérique Z | foll o
n>1 n>1
converge sur R, ot || f, || = Sup{|fn(x)|/x € I}, appelée norme de la convergence uniforme.
( pour que cette définition ait un sens, il faut que les fonctions soient bornées sur I, de maniére & pouvoir
parler de la norme infinie)

(b) Vo € I, 0 < |fu(z)] < ||full et par comparaison de séries & termes positifs, on en déduit que si an

converge normalement, alors pour tout = de I, la série E | fn(z)| converge, i.e. la série E fn converge

absolument
+o00 too
2. Pour z dans I notons R, (z) = Z fr(x). Alors |R,,(z)] < Z | fxlloo- La série an convergeant norma-
k=n-+1 k=n+1
+oo
lement, la suite < Z I fk”oo) converge vers 0 indépendamment de z, ce qui prouve que la suite des restes
k=n-+1 n

(R, (), converge uniformément vers 0 sur I, i.e. la série E fn converge uniformément sur 1.

2
1
3. Pour zx fixé dans I = [0, 1], |fn(z)| = L+ = et donc la suite (|fn(x)]),, décroit et converge vers 0. Le CSSA est
n_n

applicable, ce qui prouve que la série Z fn converge simplement sur I = [0, 1].

2 1 1 1
Le CSSA nous dit que, pour tout  de I, | R, (2)| < | fos1(z)| = (nf—il)z + - < CF + o
1 1
lim m + o= 0 donc la suite (R, (z))nen+ converge uniformément vers 0, c’est a dire la série Z fn converge

uniformément sur I = [0, 1].
2

2

. x 1 - x - . . - 1.

Enfin, pour z fix¢, [f,(z)| = — + —. La série g — converge (série de Riemann) mais la série g — diverge
n n n n

(série harmonique), et donc la série Z | frn(2)| diverge, i.e. la série Z fn ne converge pas absolument sur I.

4. Considérons la fonction f, définie sur I = [0,1] par f,(z) = z™. Pour z dans I, la série Z |fr(2)] = Zaz"

converge vers - Cette série Z fn converge absolument sur I = [0, 1].

_:E'

+oo +oo n+1
Alors R, (z) = Z fe(x) = Z = f_ — Montrons que cette suite de fonctions (R, (z)) ne converge pas
k=n-+1 k=n-+1

1 1 n+1
uniformément vers 0. En effet R, (1— =) =n (1 - ) = ne(rthn(-3) 1 qui tend vers +o00 avec n. Donc
n n e

la suite (R,,) ne converge pas uniformément vers 0, et ainsi la série E fn est une série qui converge absolument
sur I = [0, 1] mais qui ne converge pas uniformément sur I.

Partie I1

5. La suite (a;,) décroit et est positive, donc Vn, 0 < ay, < . La suite (o), est donc bornée.
Soit « € I. La série Z 2" converge (série géométrique de raison x avec 0 < = < 1) et donc la série Z ag(l—x)a"
converge (linéarité).
Yn > 1L,Ve el, 0 < a,z™(l—x) < ap(l —x)x™. Ainsi, par comparaison de séries a termes positifs, on conclut
que la série Z fn converge simplement sur I.

6. (a) Vxel, fl(z) =a,(nz" ! — (n+1)z") = a,2" 1(n — z(n + 1)). En construisant le tableau de variations

n
de f, on établit que la fonction f, positive admet sur I un maximum (absolu) au point | qui vaut
n

fa(

n n

n n

e L— “
n+1 (n+ 1)ntt

(n + 1)n+1 '

Donc || fullo = on
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(b)

Wl = 2 ()
Moo ™ "\ p+ 1 ’

n n+1 1 n+1
Or < ) = (1 - > et In(1-537) oy (n+1)In(1 %) ~ (n+1)(—=%7) ~ —1. Donc

n+1 n+1 n+l

n+1
lim (n) =e 1,
n+1

Ainsi, ||f,]|., ~ — ; de plus || f,]| = 0 et donc, par comparaison de séries positives,
ne

n converge <— % converge.
| fallso g - g

n+1
zk
> =T
k=n+1
On sait que la suite («;,) décroit. Donc pour k > n+ 1, ai < apy1.
Alors Yk > n+ 1, apz®(1 — 2) < a,y1(1 — 2)2%, et donc par inégalités sur les séries convergentes,

too too 1
1
0< Z (1 —2) < opyr (1 — ) Z ¥ =, (1 - x)l — = 412" <.
k=n+1 k=n+1
400
La suite des restes R, (z) = Z a,z®(1 — z) est donc positive et majorée par une suite qui ne dépend
k=n-+1

pas de x et qui converge vers 0 , ce qui prouve que la série Z fn converge uniformément.
La suite (a;,) décroit et est minorée par 0, donc elle converge vers une limite positive ou nulle. Si cette
limite ¢ est non nulle, alors pour tout n, a,, > ¢ > 0.

+oo >
Dans ces conditions pour tout x dans I, R, (z) = Z aprf(1—x) > 001 — ) Z ak = fgn
k=n-+1 k=n-+1

Mais alors, R, (1+ n+1)
0, c’est & dire que la suite des restes ne converge pas uniformément vers la fonction nulle, ce qui contredit

: e, . .
(11— #)”“‘1 qui converge vers — (voir question 6.a. )donc ne converge pas vers
e
I’hypothése.
Donc g fn converge uniformément sur I, si et seulement si la suite (o, )n>1 converge vers 0.

1 . . Oy, 1 .
Avec a,, = —, la question 6.b. montre que la série E fn converge normalement (car — = — et la série
n n n

1
Z 2 converge)

11 suffit de prendre «,, = 1 : la suite est constante, donc elle décroit (au sens large), et elle ne converge pas

2

Il nous faut trouver une suite (e, ), positive décroissante, convergeant vers 0, mais telle que la série E —
n

vers 0. Si on veut absolument une suite strictement décroissante, il suffit de prendre «,, = = + —
n

diverge .
1

In(n)

. , . N L Ap ..
suite est décroissante et converge vers 0. Il reste & montrer que la série g — diverge.
n

La suite définie par «,, = pour n > 2 et oy = iz convient (elle est bien définie pour n > 1). Cette

2
——— décroit sur [2,400[ et est positive. La série Z g(n) est donc de méme nature
xIn(z) =

oo M M
1
que lintégrale / g(x)dx. Or / g(x)dx = / dz = [In(lnz)]’ = In(ln M) — In(In2) qui a
2 1 1 vln(z)

«
pour limite +00 quand M tend vers 4+oo. L’intégrale diverge, donc la série E —diverge, et donc g fn
n
n>1

La fonction g : x —

converge uniformément sur I mais ne converge pas normalement sur I.

9. CV Normale = CV Absolue = CV simple (R est complet)
CV Normale = CV Uniforme = CV simple.

CV absolue & CV uniforme, et de méme : CV uniforme # CV absolue

Aucune des réciproques n’est vraie. Et de plus : / \

Toutes les autres implications sont fausses.
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