PROBLEME DE SOUTIEN ENONCE

THEOREME D’ABEL ET APPLICATIONS

Partie I: Théoréme d’Abel

Soit (an)nen une suite réelle telle que la série Z a, est convergente. Pour tout n € N, on pose :

n=0
n +oo +o00
S, = E ag, R,= g ag, g(x)= g anx”
k=0 k=n+1 n=0

1. Quelle est la limite de (a,)nen. Justifier votre réponse
2. Montrer que Uintervalle [0, 1] est inclus dans le domaine de définition de g
3. Quelle est la limite de (R,,). Justifier votre réponse ?
4. Soit € > 0.
(a) Justifier 'existence d’un entier N € N tel que pour tout n > N : |R,| < =

(b) En écrivant ay = Ri—1 — Rj. Montrer que pour tout = € [0, 1] et pour tout n,m tels que 1 <n < m,ona:

Z apz® = Ry_12" ™t 4 Z Ry, (zF+! — )

m
E akxk <e

k=n

(¢) En déduire que pour tout x € [0, 1] et pour tout m >n > N, on a :

5. Montrer que la série E apx™ converge uniformément sur [0, 1]
n>=0
+oo

6. Montrer que g(z) —— an,
r—1— "0

Partie II: Etude de convergence

nT
e

Soit € R. Pour n € N*, on définit h,, sur R par h,(z) =
n(X

7. Montrer que si a > 1, la série E h,, converge uniformément sur R
n>=1

8. Montrer que si a < 0, la série Z hyn(z) diverge pour tout x € R
n>1

Dans les trois questions qui suivent, on suppose que « € |0, 1] et pour tout a € |0, 7] on pose I, = [a, 27 — a].

9. Soit x € I,
(a) Calculer en fonction de n et = la somme C,, ( i ethe
k=1
(b) Montrer qu’il existe M € R tel que :
Ve el,, Y/ne N, |Cp(z)| <M

6

= —2isin —e'2

D
b

Indication : Vous pouvez utiliser librement la relation : V0 € R,1 —e
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PROBLEME DE SOUTIEN ENONCE

THEOREME D’ABEL ET APPLICATIONS

(c) En écrivant e** = Cy(x) — Cr_1(z) ; montrer que pour tout p,q dans N tels que 2 < p < ¢, on a :

4, 1 1 4 1 1
Z o = ch(x) - };Cp—l(l‘) + kz:; (ko‘ - (k—i—l)o‘> Cr(z)

(d) En déduire que pour tout p,q dans N tels que 2 < p < ¢, on a:

ezkz

ka

10. (a) Montrer que la série Z
k=1

converge uniformément sur I,

ezka:

ka

(b) Montrer que la série Z
k>1

converge simplement sur |0, 27|

+oo ika
(¢) Montrer que la somme h : 2 —
k=1

— est continue sur |0, 27|

. . . cos(kx sin(kx .
11. En déduire que les séries de fonctions Z % Z % convergent uniformément sur I, et que les
k=1 k>1
+o0 +oo .
cos(kx sin(kx
fonctions hy : x — Z k(‘l ) et hy : z+— Z I{Ea ) sont continues sur |0, 27|
k=1 k=1

+oo
1
Partie III: Calcul de E —
n

n=1

12. Soit x € ]0,27[ et b € ]0,1]

(a) Montrer que la série Z th=1sin(kz) converge uniformément en ¢ sur [0, b]

k>1
(b) En déduire que
/b iotkfls‘ (kz) | dt i"sm(m)bk
in(kx =)y —=
0 k
k=1 k=1
(¢) Montrer que
+oo . +oo .
) sin(kz) sin(kx)
1 — " = ik S
Jm > = 2
= k=1
13. Soit ¢ €10, 1]
sinx 1 1 1
Mont Y R, —M = — — — -
(a) Montrer que : Vo € R, 327 0= = o (1 “teir  1- te”)

+oo
1
(b) Montrer que pour tout z € C tel que |z] < 1, on a 1 = E 2k
—z
=0
(¢) Déduire que :
“+oo

e = Ztk_l sin(kx)

_ 2
1—2tcosz+t Pt

. +oo .

sinx sin(kx)
dt =

> =

(d) Montrer que : lim

es1-Jo 1 —2tcosx + t2 —
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PROBLEME DE SOUTIEN

ENONCE

THEOREME D’ABEL ET APPLICATIONS

sinz 1 1
14. Soit x € |0, w[. En écrivant = montrer que

1—2tcosz +1t2 sinz t—cosx\?2
L

sinx

! sinx ™=
/ dt =
o 1—2tcosx + 2 2

Cette égalité a encore lieu pour x =7

= sin(kz) w-—=x
15. En déduire que Z — = 3
k=1

16. Soit 8 € ]0, w[. Montrer que

T (X sin kx X coskB + (—1)k+1
[ () ar- Yk
k=1 k=1
+o00 1 2
17. En déduire que kZ:O m -3
+o0 2
1 T
18. Montrer que Z 2=
k=1
+oo (—l)k
19. Calculer la somme Z 12
k=1
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PROBLEME DE SOUTIEN

CORRECTION

THEOREME D’ABEL ET APPLICATIONS

Partie I: Théoréme d’Abel

1. La serie E a, converge donc son terme général tend vers 0, soit a,, ——— 0

n—-+00
n>=0
2. e Pour x =1, la série Z an,x" converge ;
n>=0
e Pour € [0,1], on a a,z™ = o(z™) et Zm” est une série géométrique de raison x € [0, 1[, donc elle

n=0

converge et par suite la convergence absolue de la série Z anx™
n>=0
Donc [0,1] C Dy
3. La suite des restes d’'une série convergente est de limite nulle

4. Soit € >0

(a) R, —— 0, donc il existe N tel que Vn > N, on a |R,| < <
n—+o00 2
(b) Soit n,m tels que 1 <n < m,ona:
m m
Z akxk = Z (Rk_1 — Rk) ack
k=n k=n
m m
- SR Y
k=n k=n
m—1 m
S S T Sy
k=n—1 k=n

= R,_12" — Rpa™ T + Z Rzt

k=n

m
1 § kak
k=n

m
= R,_12" — Rpz™ T + Z Ry, (xk“ - xk)
k=n

(c) Soit x € [0,1] et soit m > n > N, on a:

Z akmk < |Rn71xn| + ’Rmxm+1| + Z |Rk| (‘Tk - xk+1)
k=n

k=n

m
€ € €
7xn+7xm+1+§z (xk—zk+1)

<
) 2
k=n
télescopage
€ € €
< Zpn + 7:Em+1 4+ (xn _ mm+1)
2 2
< ex" <e
5. e La série de fonctions Z anz™ converge simplement sur [0, 1]

n=0

m

e Pour € > 0, il existe N tel que pour tout m >n > N et x € [0,1], on a : Z apz®| <e.

+oo
On fait tendre m vers +o0, on obtient pour tout = € [0, 1], Z apx®
k=n

—+oo
Par définition de la limite Z akmk — 0
Py n—-+oo
- oo

k=n
+oo
k
< g, ou encore E % < e
k=n 00
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PROBLEME DE SOUTIEN CORRECTION

THEOREME D’ABEL ET APPLICATIONS

La série de fonctions g anx™ converge uniformément sur [0, 1]
n>0

6. La série de fonctions E anz™ converge uniformément sur [0, 1] et a,x™ — ay, alors d’aprés le théoréme

x—1—
n=0

“+oo
d’interversion lim et Y, on a g(x) —— E an
Tz—1—
n=0

Partie II: Etude de convergence

7. Pour tout z € R, on a |h,(z)| = ia et Z ia converge, donc Z h,, converge normalement sur R puis elle
n n>1 n n>1

converge uniformément sur R

eina: 1
——| = — 4 0. D’aprés la condition nécessaire, la série Z hy(z) diverge grossiérement

8' Slago; a
n >
nz

9. (a) La somme C,(z) = Z ethr — Z (e”)k est géométrique de raison @ # 1, donc Cp(x) = €'®
k=1 =1
(b) Soit x € I, et n € N*, on a

1— einw

1—ei®

2 1 1
N O RETE)
Le nombre M = sin (g) répond a la question
(¢) Soit n,m tels que 1 <n < m, on a:
4q eilm: 4q 1
S = Y () - Gl o
k=p k=p
1 1 1
= D Cila)rr =) Cralw);
k=p k=p
q 1 q—1 1
= ch(m)kj - Z C’k(fc)m
k=p k=p—1
1 1T 1 1
= Cq(x)m - Cp—l(f)ﬁ + ];Ck(ﬂf) (ka - W)
(d) Par inégalité triangulaire
q ikx q
e 1 1 1 1
< - = - -
k=p k=p
M /1 1
< /) D e
(g+1)~ " p — (k‘“ (k+1)“)
télescopage
2M
g -
poc
n eikz
10. (a) Soit x € I,, la suite des somme partielle du terme général S, (z) = Z o est du Cauchy, donc la série
k=1

2M
converge simplement sur I,, en outre |R,(z)| < — 0

< _—
pY  p—+too
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PROBLEME DE SOUTIEN

CORRECTION

THEOREME D’ABEL ET APPLICATIONS

(b) Soit € )0, 27, il existe a € 0, 27| tel que x € I,. La convergence uniforme sur I, entraine la convergence
eirw
simple sur [,. En particulier Z

n=1

eika:
(c) e Pour tout k € N*, I'application hy : £ — —— est continue sur |0, 27[;

(e}

e La série Z hy, converge simplement sur |0, 27| ;
E>1

e Soit [a,b] C ]0,2x], on prend a € R tel que 0 < a < min (a, 7,27 —b). On a alors [a,b] C I,

[, 27 — @]. La série E hy converge uniformément sur I, donc elle est aussi sur [a, b]
k>1

Ainsi h est continue sur ]0, 27|

k in(k
11. Les deux séries Z Cos(a z) ot Z Sln(ax)
k=1 k>1

ikax
. - e’ )
sont les séries composantes de la série E —— dans la base (1,4),

k>1
donc elles convergent uniformément sur I, et les deux fonctions h; et ho sont les fonctions composantes de la

fonction h dans la base (1,1), donc elles sont continues sur |0, 27|

+o0o 1
Partie III: Calcul de E —
n

n=1

12. Soit z € ]0,27[ et b € ]0,1]

(a) Soit ¢ € [0,b], on a |tF~ 1 sin(kz)| < b*~! et la série Z b"~1 est convergente, donc la série Ztkil sin(kx)

E>1 E>1
converge normalement, puis uniformément sur [0, b]

(b)

e Pour tout k € N*, Iapplication 2 — t*~!sin(kx) est continue sur le segment [0, b]

e La série de fonctions Z th=1sin(kz) converge uniformément sur [0, b]
k>1

Alors d’apres le théoréme d’interversion de Y et / ,ona

/b iotk—l in(ke) | dt f/btk—l in(kz) dt fsm(kx)bk
SIN(KT = SIN(KT =
0 k=1 0 k

k=1 k=1
. . sin(kzx) . . . .
(¢) La série numeérique Z converge, d’aprés la question 11, et d’aprés la question 6, on a
k=1
+oo . +oo .
) sin(kz) sin(kx)
| b” =
Jim > = 2
k= k=1
13. Soit t € ]0,1]
(a) On a:
1 1 _ te'” — e
1—teir 1 —tei@ (1 —tei®) (1 —te i)
- 2itsinx
1 —2tcosxz +t2
. sinx 1 1 1
ou encore ——— = — — — .
1—2tcosx +t2 2it \1—te® 1 —te i@
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PROBLEME DE SOUTIEN CORRECTION
THEOREME D’ABEL ET APPLICATIONS
n 1 n ZnJrl
(b) Soit 2z € C tel que |z| < 1. Pour n € N, on a : 1 — 2"l = (1—2’)sz, donc T = 2F 4 il .
—Z —Z
k=0 k=0

Zn Tt 2|t " 1
Or = 0, donc E ¢ ——— —— donc la série E 2* converge de somme
1—2z |1 — 2| n—o+oo n—+oo 1 —2 1
k=0 k>0
—+oo
1
donc = g P
1-=2
k=0

(¢c) On a |te“”| =t < 1, on applique le résultat précédent, on obtient a la fois

1 400 1 400
E k ikx E k _—ikx
1 — teiec te ot 1 —te—iz te
k=0 k=0

Par différence, on obtient

1 1 “+oo “+oo
_ k ikx k —ikx
171561.1;_177567“" - Zte —Zt@
k=0 k=0

+oo
— Ztk (eikx _ e*ikx)
k=0

“+oo +oo
= 2 Z th sin (kz) = 2 Z tk sin (kz)
k=0 k=1

On fait appel a la relation de la question 13a, alors
sin x 1 1 1
1—2tcosz+1t2  2it (1 —teir 1 —te”)
+o00o
= Z t*=Lsin(kx)
k=1

(d) Soit € €]0,1].

e Pour tout k € N*, 'application v, : t — t*~Lsin kz est continue sur [0, €]

e La série Z¢k converge normalement sur [0,¢], car pour tout t € [0,¢], [1(t)] < bt

k>1
termes positifs E e*=1 converge. Ainsi E ¥y, converge uniformément sur [0, €]
k>1 E>1

D’apreés le théoréme d’interversion de Y~ et [, on a :

€ sinx
_mr gy =
o 1—2tcosx + t2

e +oo
/ Z th=1sin(kx) dt
0

k=1
+o0o 5
= Z/ th=1sin(kx) dt
k=170
B f sin(kx) ok
=k
sin(kz) X sin(kz)
D’autre part, la série Z converge, donc d’aprés la 6, lim Z k=
e—1— k
k>1 k=1
o, 1 ¢ sinx Q= 1 f sin(kx) Jf sin(kzx)
suite, lim ———dt= lim e =
Tes1- Jy 1 —2tcosw + 12 s e — k

et la série &

X sin(kz)
2 et, par

>
Il

1
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PROBLEME DE SOUTIEN CORRECTION

THEOREME D’ABEL ET APPLICATIONS

14. Soit z € ]0,7[. On a :
1

sinx

1
t —cosx
arctan (| ——
sinx 0

1—cosx Ccos X
arctan | —— | + arctan ( - )

sinx sinx

1 : 1
/ sin x q - / sinz a
0 172tCOSI+t2 0 (t-cosx)2
I

1—cosx T x
arctan | —— | = arctan (tan 7) = =
sinx 2 2

1
On rappelle la relation arctan x + arctan — = sgn(x)g, alors :
x

. ™ cosT T sinx T
081x€}07§[,alorsarctan(, )z—arctan( )zz—x

sin x 2 cos T
7r cosx ™
OSix:f,alorsarctan(, ):0(:7—;3)
2 sin x 2

° Sil’é}g,’ﬂ'[, alorsx—we}—g,O{et

" (cosx) ™ + sin x T ; sinz — 7 T ( ) T
arctan = —— — arctan =———arctan| ———— | =——=—(x—7)= - —=x
sinx 2 ¢ 2 2 2

Ainsi ’égalité souhaitée

! sinx T—T
/ dt =
o 1—2tcosx + 2 2

L’égalité a encore lieu pour x = m, car les deux membres de I’égalité s’annulent en 7w

+oco .
k _
15. Les égalités de 14 et 13d donnent Z smgg z) =T 5 i
k=1

16. Soit 8 €10, 7]

sin kx

e Pour tout k¥ € N*, application x — est continue sur [§, 7] ;

sin kx

—+oo
e La série de fonctions E
k>1

sur [, 7] C [B,27 — ]

D’aprés le théoréme d’interversion > et [, on a :

/7r (fsinkx) de = f/” Sinkxdx
B \k=1 k k=178 k
B X - coskz]”
- Z k2

k=1 B

converge uniformément sur [3,27 — (], donc elle converge uniformément

+oo

B cos kB — cos km
B Z k2

k=1
B X coskB + (—1)k+1
- Z k2

k=1
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PROBLEME DE SOUTIEN CORRECTION

THEOREME D’ABEL ET APPLICATIONS

cos k3 + (—1)k+1

k —J,k+1 2
17. e Pourtout k € N*,ona: cos k8 —;2( ) k2 , donc la série E 2 converge normalement,
k>1
sur ]0, 7r[, donc elle est uniformément
k -1 k+1 1 -1 k+1
e Pour tout k € N*, o :COS At (=1 + (=1
k2 B0+ I

D’aprés le théoréme d’interversion lim et » , on a

XNocoskB+ (~1)FF IR 4 () IR 2
Z :Z L2
k=1

2 T2kt 1)

D’autre part,

2 &2 = 1 2
On tire legahte Z = l;) m, ou encore 2 m = §

1
18. La famille (k@) est sommable et les deux parties Iy = {2k +1 | k € N} et I = {2k | k € N*} forment
keN*

1
-_— et
(2k +1)? ) keN

une partition de N*, alors par le théoréme de la sommation par paquets, les deux familles (

1
— sont sommables et on a
Ak2 ) pen

= 1

1
5= Z/@_kz 2k+1)+ 4k2_§+15

Done 25 = ™ ot ite, S f L_
onc — = — € ar suite = — = —
17" g P T TG

—1)k
19. La famille <( k;2) ) est sommable et les deux parties I} = {2k + 1 | k € N} et Iy = {2k | k € N*} forment
keN*

et

1
une partition de N*, alors par le théoréme de la sommation par paquets, les deux familles (2)
(2k+1)2 ) 1y

1
— sont sommables et on a
keN*

4k?
+i:’o(—l)’“_—s_zOO 1 +§ 1 lm  «? 72
2 Ak2 kL1246 & 12
Lk Lok T 4 (2k+1)7 46 8 12

(- ?
D =
one S =T
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