
Problème de soutien Enoncé

Théorème d’Abel et applications

Partie I: Théorème d’Abel

Soit (an)n∈N une suite réelle telle que la série
∑
n>0

an est convergente. Pour tout n ∈ N, on pose :

Sn =

n∑
k=0

ak, Rn =

+∞∑
k=n+1

ak, g(x) =

+∞∑
n=0

anx
n

1. Quelle est la limite de (an)n∈N. Justifier votre réponse

2. Montrer que l’intervalle [0, 1] est inclus dans le domaine de définition de g

3. Quelle est la limite de (Rn). Justifier votre réponse ?

4. Soit ε > 0.

(a) Justifier l’existence d’un entier N ∈ N tel que pour tout n > N : |Rn| 6
ε

2
(b) En écrivant ak = Rk−1 −Rk. Montrer que pour tout x ∈ [0, 1] et pour tout n,m tels que 1 6 n 6 m, on a :

m∑
k=n

akx
k = Rn−1x

n −Rmxm+1 +

m∑
k=n

Rk
(
xk+1 − xk

)

(c) En déduire que pour tout x ∈ [0, 1] et pour tout m > n > N , on a :

∣∣∣∣∣
m∑
k=n

akx
k

∣∣∣∣∣ 6 ε

5. Montrer que la série
∑
n>0

anx
n converge uniformément sur [0, 1]

6. Montrer que g(x) −−−−→
x→1−

+∞∑
n=0

an

Partie II: Étude de convergence

Soit α ∈ R. Pour n ∈ N∗, on définit hn sur R par hn(x) =
einx

nα

7. Montrer que si α > 1, la série
∑
n>1

hn converge uniformément sur R

8. Montrer que si α 6 0, la série
∑
n>1

hn(x) diverge pour tout x ∈ R

Dans les trois questions qui suivent, on suppose que α ∈ ]0, 1] et pour tout a ∈ ]0, π[ on pose Ia = [a, 2π − a].

9. Soit x ∈ Ia

(a) Calculer en fonction de n et x la somme Cn(x) =
n∑
k=1

eikx

(b) Montrer qu’il existe M ∈ R+ tel que :

∀x ∈ Ia, ∀n ∈ N∗, |Cn(x)| 6M

Indication : Vous pouvez utiliser librement la relation : ∀θ ∈ R, 1− eiθ = −2i sin θ
2
ei

θ
2
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(c) En écrivant eikx = Ck(x)− Ck−1(x) ; montrer que pour tout p, q dans N tels que 2 6 p 6 q, on a :

q∑
k=p

eikx

kα
=

1

(q + 1)α
Cq(x)−

1

pα
Cp−1(x) +

q∑
k=p

(
1

kα
− 1

(k + 1)α

)
Ck(x)

(d) En déduire que pour tout p, q dans N tels que 2 6 p 6 q, on a :

∣∣∣∣∣∣
q∑

k=p

eikx

kα

∣∣∣∣∣∣ 6 2M

pα

10. (a) Montrer que la série
∑
k>1

eikx

kα
converge uniformément sur Ia

(b) Montrer que la série
∑
k>1

eikx

kα
converge simplement sur ]0, 2π[

(c) Montrer que la somme h : x 7−→
+∞∑
k=1

eikx

kα
est continue sur ]0, 2π[

11. En déduire que les séries de fonctions
∑
k>1

cos(kx)

kα
et
∑
k>1

sin(kx)

kα
convergent uniformément sur Ia et que les

fonctions h1 : x 7−→
+∞∑
k=1

cos(kx)

kα
et h2 : x 7−→

+∞∑
k=1

sin(kx)

kα
sont continues sur ]0, 2π[

Partie III: Calcul de
+∞∑
n=1

1

n2

12. Soit x ∈ ]0, 2π[ et b ∈ ]0, 1[

(a) Montrer que la série
∑
k>1

tk−1 sin(kx) converge uniformément en t sur [0, b]

(b) En déduire que ∫ b

0

(
+∞∑
k=1

tk−1 sin(kx)

)
dt =

+∞∑
k=1

sin(kx)

k
bk

(c) Montrer que

lim
b→1−

+∞∑
k=1

sin(kx)

k
bk =

+∞∑
k=1

sin(kx)

k

13. Soit t ∈ ]0, 1[

(a) Montrer que : ∀x ∈ R,
sinx

1− 2t cosx+ t2
=

1

2it

(
1

1− teix
− 1

1− te−ix

)
(b) Montrer que pour tout z ∈ C tel que |z| < 1, on a

1

1− z
=

+∞∑
k=0

zk

(c) Déduire que :
sinx

1− 2t cosx+ t2
=

+∞∑
k=1

tk−1 sin(kx)

(d) Montrer que : lim
ε→1−

∫ ε

0

sinx

1− 2t cosx+ t2
dt =

+∞∑
k=1

sin(kx)

k
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14. Soit x ∈ ]0, π[. En écrivant
sinx

1− 2t cosx+ t2
=

1

sinx
.

1

1 +

(
t− cosx

sinx

)2 , montrer que

∫ 1

0

sinx

1− 2t cosx+ t2
dt =

π − x
2

Cette égalité a encore lieu pour x = π

15. En déduire que
+∞∑
k=1

sin(kx)

k
=
π − x
2

16. Soit β ∈ ]0, π[. Montrer que ∫ π

β

(
+∞∑
k=1

sin kx

k

)
dx =

+∞∑
k=1

cos kβ + (−1)k+1

k2

17. En déduire que
+∞∑
k=0

1

(2k + 1)2
=
π2

8

18. Montrer que
+∞∑
k=1

1

k2
=
π2

6

19. Calculer la somme
+∞∑
k=1

(−1)k

k2
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Partie I: Théorème d’Abel

1. La serie
∑
n>0

an converge donc son terme général tend vers 0, soit an −−−−−→
n→+∞

0

2. • Pour x = 1, la série
∑
n>0

anx
n converge ;

• Pour x ∈ [0, 1[, on a anx
n = ◦ (xn) et

∑
n>0

xn est une série géométrique de raison x ∈ [0, 1[, donc elle

converge et par suite la convergence absolue de la série
∑
n>0

anx
n

Donc [0, 1] ⊂ Dg

3. La suite des restes d’une série convergente est de limite nulle

4. Soit ε > 0

(a) Rn −−−−−→
n→+∞

0, donc il existe N tel que ∀n > N , on a |Rn| 6
ε

2
(b) Soit n,m tels que 1 6 n 6 m, on a :

m∑
k=n

akx
k =

m∑
k=n

(Rk−1 −Rk)xk

=

m∑
k=n

Rk−1x
k −

m∑
k=n

Rkx
k

=

m−1∑
k=n−1

Rkx
k+1 −

m∑
k=n

Rkx
k

= Rn−1x
n −Rmxm+1 +

m∑
k=n

Rkx
k+1 −

m∑
k=n

Rkx
k

= Rn−1x
n −Rmxm+1 +

m∑
k=n

Rk
(
xk+1 − xk

)
(c) Soit x ∈ [0, 1] et soit m > n > N , on a :∣∣∣∣∣

m∑
k=n

akx
k

∣∣∣∣∣ 6 |Rn−1xn|+
∣∣Rmxm+1

∣∣+ m∑
k=n

|Rk|
(
xk − xk+1

)
6

ε

2
xn +

ε

2
xm+1 +

ε

2

m∑
k=n

(
xk − xk+1

)
︸ ︷︷ ︸

télescopage

6
ε

2
xn +

ε

2
xm+1 +

ε

2

(
xn − xm+1

)
6 εxn 6 ε

5. • La série de fonctions
∑
n>0

anx
n converge simplement sur [0, 1]

• Pour ε > 0, il existe N tel que pour tout m > n > N et x ∈ [0, 1], on a :

∣∣∣∣∣
m∑
k=n

akx
k

∣∣∣∣∣ 6 ε.

On fait tendre m vers +∞, on obtient pour tout x ∈ [0, 1],

∣∣∣∣∣
+∞∑
k=n

akx
k

∣∣∣∣∣ 6 ε, ou encore

∥∥∥∥∥
+∞∑
k=n

akx
k

∥∥∥∥∥
∞

6 ε.

Par définition de la limite

∥∥∥∥∥
+∞∑
k=n

akx
k

∥∥∥∥∥
∞

−−−−−→
n→+∞

0
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La série de fonctions
∑
n>0

anx
n converge uniformément sur [0, 1]

6. La série de fonctions
∑
n>0

anx
n converge uniformément sur [0, 1] et anxn −−−−→

x→1−
an, alors d’après le théorème

d’interversion lim et
∑

, on a g(x) −−−−→
x→1−

+∞∑
n=0

an

Partie II: Étude de convergence

7. Pour tout x ∈ R, on a |hn(x)| =
1

nα
et
∑
n>1

1

nα
converge, donc

∑
n>1

hn converge normalement sur R puis elle

converge uniformément sur R

8. Si α 6 0,
∣∣∣∣einxnα

∣∣∣∣ = 1

nα
6→ 0. D’après la condition nécessaire, la série

∑
n>1

hn(x) diverge grossièrement

9. (a) La somme Cn(x) =
n∑
k=1

eikx =

n∑
k=1

(
eix
)k est géométrique de raison eix 6= 1, donc Cn(x) = eix

1− einx

1− eix

(b) Soit x ∈ Ia et n ∈ N∗, on a

|Cn(x)| 6
2

|eix − 1|
=

1

sin
(
x
2

) 6
1

sin
(
a
2

)
Le nombre M = sin

(a
2

)
répond à la question

(c) Soit n,m tels que 1 6 n 6 m, on a :

q∑
k=p

eikx

kα
=

q∑
k=p

(Ck(x)− Ck−1(x))
1

kα

=

q∑
k=p

Ck(x)
1

kα
−

q∑
k=p

Ck−1(x)
1

kα

=

q∑
k=p

Ck(x)
1

kα
−

q−1∑
k=p−1

Ck(x)
1

(k + 1)α

= Cq(x)
1

(q + 1)α
− Cp−1(x)

1

pα
+

q∑
k=p

Ck(x)

(
1

kα
− 1

(k + 1)α

)

(d) Par inégalité triangulaire∣∣∣∣∣∣
q∑

k=p

eikx

kα

∣∣∣∣∣∣ 6

∣∣∣∣Cq(x) 1

(q + 1)α

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣Cp−1(x) 1

pα

∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣∣
q∑

k=p

Ck(x)

(
1

kα
− 1

(k + 1)α

)∣∣∣∣∣∣
6

M

(q + 1)α
+
M

pα
+M

q∑
k=p

(
1

kα
− 1

(k + 1)α

)
︸ ︷︷ ︸

télescopage

6
2M

pα

10. (a) Soit x ∈ Ia, la suite des somme partielle du terme général Sn(x) =
n∑
k=1

eikx

kα
est du Cauchy, donc la série

converge simplement sur Ia, en outre |Rp(x)| 6
2M

pα
−−−−−→
p→+∞

0
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(b) Soit x ∈ ]0, 2π[, il existe a ∈ ]0, 2π[ tel que x ∈ Ia. La convergence uniforme sur Ia entraîne la convergence

simple sur Ia. En particulier
∑
n>1

einx

nα

(c) • Pour tout k ∈ N∗, l’application hk : x 7−→ eikx

kα
est continue sur ]0, 2π[ ;

• La série
∑
k>1

hk converge simplement sur ]0, 2π[ ;

• Soit [a, b] ⊂ ]0, 2π[, on prend α ∈ R tel que 0 < α < min (a, π, 2π − b). On a alors [a, b] ⊂ Iα =

[α, 2π − α]. La série
∑
k>1

hk converge uniformément sur Iα, donc elle est aussi sur [a, b]

Ainsi h est continue sur ]0, 2π[

11. Les deux séries
∑
k>1

cos(kx)

kα
et
∑
k>1

sin(kx)

kα
sont les séries composantes de la série

∑
k>1

eikx

kα
dans la base (1, i),

donc elles convergent uniformément sur Ia et les deux fonctions h1 et h2 sont les fonctions composantes de la
fonction h dans la base (1, i), donc elles sont continues sur ]0, 2π[

Partie III: Calcul de
+∞∑
n=1

1

n2

12. Soit x ∈ ]0, 2π[ et b ∈ ]0, 1[

(a) Soit t ∈ [0, b], on a
∣∣tk−1 sin(kx)∣∣ 6 bk−1 et la série

∑
k>1

bk−1 est convergente, donc la série
∑
k>1

tk−1 sin(kx)

converge normalement, puis uniformément sur [0, b]

(b) • Pour tout k ∈ N∗, l’application x 7−→ tk−1 sin(kx) est continue sur le segment [0, b]

• La série de fonctions
∑
k>1

tk−1 sin(kx) converge uniformément sur [0, b]

Alors d’après le théorème d’interversion de
∑

et
∫

, on a

∫ b

0

(
+∞∑
k=1

tk−1 sin(kx)

)
dt =

+∞∑
k=1

∫ b

0

tk−1 sin(kx) dt =

+∞∑
k=1

sin(kx)

k
bk

(c) La série numérique
∑
k>1

sin(kx)

k
converge, d’après la question 11, et d’après la question 6, on a

lim
b→1−

+∞∑
k=1

sin(kx)

k
bk =

+∞∑
k=1

sin(kx)

k

13. Soit t ∈ ]0, 1[

(a) On a :

1

1− teix
− 1

1− te−ix
=

teix − te−ix

(1− teix) (1− te−ix)

=
2it sinx

1− 2t cosx+ t2

où encore
sinx

1− 2t cosx+ t2
=

1

2it

(
1

1− teix
− 1

1− te−ix

)
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(b) Soit z ∈ C tel que |z| < 1. Pour n ∈ N, on a : 1 − zn+1 = (1− z)
n∑
k=0

zk, donc
1

1− z
=

n∑
k=0

zk +
zn+1

1− z
.

Or
∣∣∣∣ zn+1

1− z

∣∣∣∣ = |z|n+1

|1− z|
−−−−−→
n→+∞

0, donc
n∑
k=0

zk −−−−−→
n→+∞

1

1− z
. donc la série

∑
k>0

zk converge de somme
1

1− z
,

donc
1

1− z
=

+∞∑
k=0

zk

(c) On a
∣∣teix∣∣ = t < 1, on applique le résultat précédent, on obtient à la fois

1

1− teix
=

+∞∑
k=0

tkeikx et
1

1− te−ix
=

+∞∑
k=0

tke−ikx

Par différence, on obtient

1

1− teix
− 1

1− te−ix
=

+∞∑
k=0

tkeikx −
+∞∑
k=0

tke−ikx

=

+∞∑
k=0

tk
(
eikx − e−ikx

)
= 2i

+∞∑
k=0

tk sin (kx) = 2i

+∞∑
k=1

tk sin (kx)

On fait appel à la relation de la question 13a, alors

sinx

1− 2t cosx+ t2
=

1

2it

(
1

1− teix
− 1

1− te−ix

)
=

+∞∑
k=1

tk−1 sin(kx)

(d) Soit ε ∈ ]0, 1[.

• Pour tout k ∈ N∗, l’application ψk : t 7−→ tk−1 sin kx est continue sur [0, ε]

• La série
∑
k>1

ψk converge normalement sur [0, ε], car pour tout t ∈ [0, ε], |ψ(t)| 6 εk−1 et la série à

termes positifs
∑
k>1

εk−1 converge. Ainsi
∑
k>1

ψk converge uniformément sur [0, ε]

D’après le théorème d’interversion de
∑

et
∫
, on a :∫ ε

0

sinx

1− 2t cosx+ t2
dt =

∫ ε

0

+∞∑
k=1

tk−1 sin(kx) dt

=

+∞∑
k=1

∫ ε

0

tk−1 sin(kx) dt

=

+∞∑
k=1

sin(kx)

k
εk

D’autre part, la série
∑
k>1

sin(kx)

k
converge, donc d’après la 6, lim

ε→1−

+∞∑
k=1

sin(kx)

k
εk =

+∞∑
k=1

sin(kx)

k
et, par

suite, lim
ε→1−

∫ ε

0

sinx

1− 2t cosx+ t2
dt = lim

ε→1−

+∞∑
k=1

sin(kx)

k
εk =

+∞∑
k=1

sin(kx)

k
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14. Soit x ∈ ]0, π[. On a :

∫ 1

0

sinx

1− 2t cosx+ t2
dt =

∫ 1

0

1

sinx

1 +

(
t− cosx

sinx

)2 dt

=

[
arctan

(
t− cosx

sinx

)]1
0

= arctan

(
1− cosx

sinx

)
+ arctan

(cosx
sinx

)

Avec
1− cosx

sinx
=

2 sin2 x2
2 sin x

2 cos x2
= tan

x

2
et
x

2
∈
]
0,
π

2

[
, alors

arctan

(
1− cosx

sinx

)
= arctan

(
tan

x

2

)
=
x

2

On rappelle la relation arctanx+ arctan
1

x
= sgn(x)

π

2
, alors :

• Si x ∈
]
0,
π

2

[
, alors arctan

(cosx
sinx

)
=
π

2
− arctan

(
sinx

cosx

)
=
π

2
− x

• Si x =
π

2
, alors arctan

(cosx
sinx

)
= 0

(
=
π

2
− x
)

• Si x ∈
]π
2
, π
[
, alors x− π ∈

]
−π
2
, 0
[
et

arctan
(cosx
sinx

)
= −π

2
− arctan

(
sinx

cosx

)
= −π

2
− arctan

(
sinx− π
cosx− π

)
= −π

2
− (x− π) = π

2
− x

Ainsi l’égalité souhaitée ∫ 1

0

sinx

1− 2t cosx+ t2
dt =

π − x
2

L’égalité a encore lieu pour x = π, car les deux membres de l’égalité s’annulent en π

15. Les égalités de 14 et 13d donnent
+∞∑
k=1

sin(kx)

k
=
π − x
2

16. Soit β ∈ ]0, π[

• Pour tout k ∈ N∗, l’application x 7−→ sin kx

k
est continue sur [β, π] ;

• La série de fonctions
+∞∑
k>1

sin kx

k
converge uniformément sur [β, 2π − β], donc elle converge uniformément

sur [β, π] ⊂ [β, 2π − β]
D’après le théorème d’interversion

∑
et
∫
, on a :∫ π

β

(
+∞∑
k=1

sin kx

k

)
dx =

+∞∑
k=1

∫ π

β

sin kx

k
dx

=

+∞∑
k=1

[
− cos kx

k2

]π
β

=

+∞∑
k=1

cos kβ − cos kπ

k2

=

+∞∑
k=1

cos kβ + (−1)k+1

k2

elamdaoui@gmail.com 8 www.elamdaoui.com



Problème de soutien Correction

Théorème d’Abel et applications

17. • Pour tout k ∈ N∗, on a :
∣∣∣∣cos kβ + (−1)k+1

k2

∣∣∣∣ 6 2

k2
, donc la série

∑
k>1

cos kβ + (−1)k+1

k2
converge normalement

sur ]0, π[, donc elle est uniformément

• Pour tout k ∈ N∗, on a :
cos kβ + (−1)k+1

k2
−−−−→
β→0+

1 + (−1)k+1

k2

D’après le théorème d’interversion lim et
∑

, on a

lim
β→0+

+∞∑
k=1

cos kβ + (−1)k+1

k2
=

+∞∑
k=1

1 + (−1)k+1

k2
=

+∞∑
k=0

2

(2k + 1)2

D’autre part, ∫ π

β

(
+∞∑
k=1

sin kx

k

)
dx =

∫ π

β

π − x
2

dx

=

[
− (π − x)2

4

]π
β

=
(π − β)2

4
−−−−→
β→0+

π2

4

On tire l’égalité
π2

4
=

+∞∑
k=0

2

(2k + 1)2
, ou encore

+∞∑
k=0

1

(2k + 1)2
=
π2

8
.

18. La famille
(

1

k2

)
k∈N∗

est sommable et les deux parties I1 = {2k + 1 | k ∈ N} et I2 = {2k | k ∈ N∗} forment

une partition de N∗, alors par le théorème de la sommation par paquets, les deux familles
(

1

(2k + 1)2

)
k∈N

et(
1

4k2

)
k∈N∗

sont sommables et on a

S =

+∞∑
k=1

1

k2
=

+∞∑
k=0

1

(2k + 1)2
+

+∞∑
k=1

1

4k2
=
π2

8
+

1

4
S

Donc
3

4
S =

π2

8
et, par suite, S =

+∞∑
k=1

1

k2
=
π2

6

19. La famille
(
(−1)k

k2

)
k∈N∗

est sommable et les deux parties I1 = {2k + 1 | k ∈ N} et I2 = {2k | k ∈ N∗} forment

une partition de N∗, alors par le théorème de la sommation par paquets, les deux familles
(

1

(2k + 1)2

)
k∈N

et(
1

4k2

)
k∈N∗

sont sommables et on a

+∞∑
k=1

(−1)k

k2
=

+∞∑
k=1

1

4k2
−

+∞∑
k=0

1

(2k + 1)2
=

1

4

π

6
− π2

8
= −π

2

12

Donc
+∞∑
k=1

(−1)k

k2
= −π

2

12
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