
Problème de mathématiques: MP Enoncé

Les classiques de la sommabilité

On pose pour tout réel x ∈ ]1,+∞[, ζ(x) =
+∞∑
p=1

1

px

Problème 1: Calcul de la somme
+∞∑
n=2

(ζ(n)− 1)

Dans cette partie, z un nombre complexe tel que |z| < 2 et (un,p) est une famille de nombres complexes définie pour

n et p entiers naturels, n > 2, p > 2 par un,p =
zn

pn
.

L’objectif de cette partie est de calculer la somme
+∞∑
n=2

(ζ(n)− 1)

1. (a) Justifier que, pour tout p > 2, la série
∑
n>2

un,p est absolument convergente et calculer Sp =
+∞∑
n=2

∣∣∣∣znpn
∣∣∣∣

(b) En déduire que la famille (un,p)n>2,p>2 de nombres complexes est sommable.

2. (a) Démontrer que
+∞∑
p=2

z2

p(p− z)
=

+∞∑
n=2

(ζ(n)− 1) zn

(b) En déduire la valeur de la somme
+∞∑
n=2

(ζ(n)− 1)

Problème 2: Calcul de la somme
+∞∑
n=2

(−1)n

n
ζ(n)

On rappelle que ∀x ∈]− 1, 1],

+∞∑
n=1

(−1)n−1

n
xn = ln(1 + x).

Dans ce problème on calcule la valeur de la somme
+∞∑
n=2

(−1)n

n
ζ(n).

On définit la suite (xn)n∈N par x0 = 0 et ∀n ∈ N∗, xn =

(
n∑
k=1

1

k

)
− ln(n) .

1. (a) Montrer que xn−1 − xn ∼
1

2n2

(b) En déduire que (xn)n>0 converge vers un réel γ

2. Montrer que
∑
n>1

(
1

n
− ln

(
1 +

1

n

))
converge et que

+∞∑
n=1

(
1

n
− ln

(
1 +

1

n

))
= γ.

3. On considère la suite double
(
(−1)k

knk

)
n>2
k>2

.

(a) Justifier que, pour tout n > 2, la série
∑
k>2

(−1)k

knk
est absolument convergente ;

(b) Vérifier que Sn =

+∞∑
k=2

1

knk
= O

(
1

n2

)
(c) En déduire que la famille

(
(−1)k

knk

)
n>2
k>2

est sommable. .

4. Montrer que
+∞∑
k=2

(−1)k

k
ζ(k) = γ.
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Problème de mathématiques: MP Enoncé

Les classiques de la sommabilité

Problème 3: Calcul de trois sommes
∑

(p,q)∈N?2

1

p2 q2
,

∑
(p,q)∈N?2

p|q

1

p2 q2
et

∑
(p,q)∈(N?)2
p∧q=1

1

p2 q2
.

Dans cette partie on se propose de calculer les trois sommes

A =
∑

(p,q)∈N?2

1

p2 q2
, B =

∑
(p,q)∈N?2

p|q

1

p2 q2
et C =

∑
(p,q)∈(N?)2
p∧q=1

1

p2 q2
.

On considère la suite double
(

1

p2 q2

)
(p,q)∈N∗2

et les ensembles

I =
{
(p, q) ∈ N∗2 | p divise q

}
et

∀n ∈ N∗, Jn =
{
(p, q) ∈ N∗2 | p ∧ q = n

}
et In = {(p, np) | p ∈ N∗}

1. Montrer que
(

1

p2 q2

)
(p,q)∈N∗2

est sommable et calculer A =
∑

(p,q)∈N?2

1

p2 q2

2. (a) Justifier que la famille
(

1

p2 q2

)
(p,q)∈I

est sommable ;

(b) Montrer que (In)n∈N∗ est une partition de I ;

(c) Par le théorème de la sommation par paquets calculer
∑

(p,q)∈N?2
p|q

1

p2 q2
.

3. (a) Vérifier que : ∀n ∈ N∗,
∑

(p,q)∈Jn

1

p2q2
=

1

n4

∑
(p,q)∈J1

1

p2q2
;

(b) Montrer que (Jn)n∈N∗ est une partition de N∗2 ;

(c) Déduire la valeur de la somme C =
∑

(p,q)∈N?2
p∧q=1

1

p2 q2

Problème 4: Sommabilité de la famille
(

1

an + bm

)
(m,n)∈N2

Soit a et b deux réels strictement positifs.

On propose d’étudier la sommabilité de la famille
(

1

an + bm

)
(m,n)∈N2

.

1. On suppose, dans cette question, que la famille
(

1

an + bm

)
(m,n)∈N2

est sommable

(a) Donner un équivalent de
1

an + bm
lorsque n tend vers +∞ , puis de

1

an + bm
lorque m→ +∞

(discuter selon les valeurs de a et b ).

(b) En déduire que a > 1 et b > 1 .

2. On suppose que a > 1 et b > 1. On pose α =
1√
a
et β =

1√
b

(a) Montrer majoration de
1

an + bm
6

1

2
αn.βm

(b) Etudier la sommabilité de (αnβm) puis conclure .
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Problème de mathématiques: MP Enoncé

Les classiques de la sommabilité

Problème 5: Étude d’une sommabilité

On considère la suite double (up,q)(p,q)∈N∗2 , définie par : up,q =
1

pα + qβ

1. Montrer que si α 6 1 ou β 6 1, alors (up,q)(p,q)∈N∗2 n’est pas sommable.

On suppose dans ce qui suit que α > 1 et β > 1

2. Soit p > 1 fixé. Montrer que la série
∑
q>1

up,q est convergente. On note Xp =

+∞∑
q=1

up,q

3. On considère la fonction ϕp :

 [0,+∞[ −→ R

t 7−→ 1

pα + tβ
.

(a) Justifier la convergence de l’intégrale
∫ +∞

1

ϕp(t) dt, puis montrer que

∫ +∞

1

ϕp(t) dt 6 Xp 6
∫ +∞

0

ϕp(t) dt

(b) En déduire que :
1

pγ

∫ +∞

p
−α
β

ϕ1(t) dt 6 Xp 6
1

pγ

∫ +∞

0

ϕ1(t) dt

Où γ est une constante que l’on déterminera.

4. Conclure que Xp ∼
C

pγ
, où C est une constante à préciser

5. Étudier la sommabilité de la famille
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Problème de mathématiques: MP Correction

Les classiques de la sommabilité

Problème 1: Calcul de la somme
+∞∑
n=2

(ζ(n)− 1)

1. (a) Soit p > 2, la série
+∞∑
n>2

∣∣∣∣znpn
∣∣∣∣ est géométrique de raison

∣∣∣∣zp
∣∣∣∣ < 1, donc elle converge. Notons Sp sa somme,

alors Sp =
+∞∑
n=2

∣∣∣∣znpn
∣∣∣∣ =

∣∣∣ zp ∣∣∣2
1−

∣∣∣ zp ∣∣∣ =
|z|2

p (p− |z|)

(b) Comme Sp ∼
|z|2

p2
, alors la série

∑
p>2

Sp est convergente. D’après le critère suffisant de sommabilité, la famille

(un,p)n>2,p>2 est sommable

2. (a) La famille (un,p)n>2,p>2 est sommable, donc d’après le théorème de la sommation par paquets, on a

+∞∑
n=2

(ζ(n)− 1) zn =

+∞∑
n=2

+∞∑
p=2

zn

pn
=

+∞∑
p=2

+∞∑
n=2

zn

pn
=

+∞∑
p=2

z2

p2

1− z
p

=

+∞∑
p=2

z2

p(p− z)

(b) Pour z = 1, on a |z| < 2 et la formule précédente devient

+∞∑
n=2

(ζ(n)− 1) =

+∞∑
p=2

1

p(p− 1)
=

+∞∑
p=2

(
1

p− 1
− 1

p

)
= 1

Problème 2: Calcul de la somme
+∞∑
n=2

(−1)n

n
ζ(n)

1. (a) On a

xn−1 − xn = − 1

n
− ln

(
1− 1

n

)
= − 1

n
+

1

n
+

1

2n2
+ ◦

(
1

n2

)
=

1

2n2
+ ◦

(
1

n2

)
Donc xn−1 − xn ∼

1

2n2

(b) Par le critère de Riemann, la série télescopique
∑
n>1

(xn − xn−1) converge, donc la suite (xn). Soit γ sa limite

2. Soit n > 1, on a
n∑
k=1

(
1

k
− ln

(
1 +

1

k

))
=

n∑
k=1

1

k
−

n∑
k=1

ln

(
1 +

1

k

)

=

n∑
k=1

1

k
−

n∑
k=1

(ln (k + 1)− ln (k))

=

n∑
k=1

1

k
− ln (n+ 1)

= xn + ln(n)− ln (n+ 1)

= xn − ln

(
1 +

1

n

)
−−−−−→
n→+∞

γ
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donc la série
∑
n>1

(
1

n
− ln

(
1 +

1

n

))
converge et que

+∞∑
n=1

(
1

n
− ln

(
1 +

1

n

))
= γ.

3. (a) Soit n > 2, pour tout k > 2 on a 0 6
1

knk
6

1

nk
. La série géométrique

∑
n>1

1

nk
de raison

1

n
∈ ]0, 1[ est

convergente, donc la série
∑
k>2

1

knk
convergente. Notons Sn =

+∞∑
k=2

1

knk
.

(b) On a 0 6 Sn 6
+∞∑
k=2

1

nk
=

1
n2

1− 1
n

=
1

n (n− 1)
, donc Sn = O

(
1

n2

)
et par suite

∑
n>2

Sn converge

(c) D’après le critère suffisant de la sommabilité la suite double
(
(−1)k

knk

)
n>2
k>2

est sommable.

4. D’après la question 2.) on a
+∞∑
n=1

(
1

n
− ln

(
1 +

1

n

))
= γ.

D’autre part, on a
1

n
− ln

(
1 +

1

n

)
=

+∞∑
k=2

(−1)k

knk

La suite double
(
(−1)k

knk

)
n>2
k>2

est sommable, alors par le théorème de la sommation par paquets

+∞∑
n=2

+∞∑
k=2

(−1)k

knk
=

+∞∑
k=2

+∞∑
n=2

(−1)k

knk

Avec
+∞∑
n=2

(−1)k

knk
=

(−1)k

k
(ζ(k)− 1)

et
+∞∑
n=2

+∞∑
k=2

(−1)k

knk
=

+∞∑
n=2

(
1

n
− ln

(
1 +

1

n

))
= γ − 1 + ln 2

Alors
+∞∑
k=2

(−1)k

k
(ζ(k)− 1) = γ − 1 + ln 2

La série
∑
k>2

(−1)k

k
est convergente de somme 1− ln 2. Ainsi

+∞∑
n=2

(−1)n

n
ζ(n) =

+∞∑
n=2

(−1)n

n
(ζ(n)− 1) +

+∞∑
n=2

(−1)n

n
= γ

Problème 3: Calcul de trois sommes
∑

(p,q)∈N?2

1

p2 q2
,

∑
(p,q)∈N?2

p|q

1

p2 q2
et

∑
(p,q)∈(N?)2
p∧q=1

1

p2 q2
.

1. Il s’agit d’une suite double de réels positifs

— Soit p ∈ N∗, la série
∑
q>1

1

p2 q2
est convergente de somme Sp =

+∞∑
q=1

1

p2 q2
=

1

p2

+∞∑
q=1

1

q2
=
ζ(2)

p2

— La série
∑
p>1

ζ(2)

p2
est convergente de somme

+∞∑
p=1

ζ(2)

p2
= ζ2(2)
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Donc la famille est sommable et par le théorème de sommation par paquets, on a

A =
∑

(p,q)∈N?2

1

p2 q2
=

+∞∑
p=1

+∞∑
q=1

1

p2 q2
= ζ2(2)

2. (a) La famille
(

1

p2 q2

)
(p,q)∈I

est une sous-famille d’une famille sommable, donc elle est sommable ;

(b) — Soit n ∈ N∗ l’élément (1, n) ∈ In, donc In 6= ∅
— Soit m,n ∈ N∗ tels que m 6= n. Si (p, q) ∈ In ∩ Im, alors q = np = mp, donc m = n. Absurde

— Pour tout n ∈ N∗, on a In ⊂ I, donc
⋃
n∈N∗

In ⊂ I. Inversement si (p, q) ∈ I, alors p | q, donc il existe

n ∈ N∗ tel que q = pn, soit (p, q) ∈ In, ainsi I ⊂
⋃
n∈N∗

In. D’où
⋃
n∈N∗

In = I

On conclut que (In)n∈N∗ est une partition de I

(c) Par le théorème de la sommation par paquets on a :

∑
(p,q)∈N?2

p|q

1

p2 q2
=

+∞∑
n=1

∑
(p,q)∈In

1

p2q2

=

+∞∑
n=1

∑
p∈N∗

1

n2p4

= ζ(2)ζ(4)

3. (a) L’application σ :

{
J1 −→ Jn

(p, q) 7−→ (pn, qn)
est une bijection. La famille

(
1

p2q2

)
(p,q)∈J1

est sommable car

elle est sous-famille d’une famille sommbale. Soit n ∈ N∗, alors∑
(p,q)∈Jn

1

p2q2
=

∑
(p,q)∈J1

1

(np)2(nq)2
=

1

n4

∑
(p,q)∈J1

1

p2q2

(b) — Soit n ∈ N∗ l’élément (n, n) ∈ Jn, donc Jn 6= ∅
— Soit m,n ∈ N∗ tels que m 6= n. Si (p, q) ∈ Jn ∩ Jm, alors p ∧ q = m = n, donc m = n. Absurde

— Pour tout n ∈ N∗, on a Jn ⊂ N∗2, donc
⋃
n∈N∗

Jn ⊂ N∗2. Inversement si (p, q) ∈ N∗2, on pose n = p ∧ q,

donc (p, q) ∈ Jn, ainsi N∗2 ⊂
⋃
n∈N∗

Jn. D’où
⋃
n∈N∗

Jn = N∗2

On conclut que (Jn)n∈N∗ est une partition de N∗2 ;
(c) Par le théorème de la sommation par paquets on a :

∑
(p,q)∈N?2

1

p2 q2
=

+∞∑
n=1

∑
(p,q)∈Jn

1

p2q2

=

+∞∑
n=1

∑
(p,q)∈J1

1

n4p2q2

= Cζ(4)

D’autre part
∑

(p,q)∈N?2

1

p2 q2
= ζ2(2), donc

∑
(p,q)∈(N?)2
p∧q=1

1

p2 q2
= C =

ζ2(2)

ζ(4)

Problème 4: Sommabilité de la famille
(

1

an + bm

)
(m,n)∈N2
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1. (a) On a

1

an + bm
∼

n→+∞


1

bm
si 0 < a < 1

1

1 + bm
si a = 1

1

an
si a > 1

De même

1

an + bm
∼

m→+∞


1

an
si 0 < b < 1

1

an + 1
si b = 1

1

bm
si b > 1

(b) Soit m ∈ N, la sous-famille
(

1

an + bm

)
n∈N

de la famille sommable
(

1

an + bm

)
(m,n)∈N2

est sommable donc

la série
∑
n>0

1

an + bm
est convergente. Donc il est nécessaire que son terme général tend vers 0, soit

1

an + bm
−−−−−→
n→+∞

0

Ceci n’est possible que si a > 1.
De la même façon on montre que b > 1

2. On suppose que a > 1 et b > 1. On pose α =
1√
a
et β =

1√
b

(a) Un cadeau de tronc commun : ∀(u, v) ∈ (R+)
2 , 2
√
uv ≤ u+ v .

(b) On utilise ínégalité précédente, en posant u = an et v = bm :

an + bm > 2
√
a
n√

b
m

=⇒ 1

an + bm
6

1

2
αn.βm

(c) (αnβm)(m,n)∈N2 est une suite double de réels positifs.

— Soit m > 0, la série
∑
n>0

αnβm converge, c’est une série géométrique de raison α ∈]0, 1[, de somme

Sm =

+∞∑
n=0

αnβm =
βm

1− α

—
∑
m>0

Sm est convergente car il s’ait d’une série géométrique de raison β ∈]0, 1[

Ainsi la famille (αnβm)(m,n)∈N2 est sommable. Or

∀(n,m) ∈ N2,
1

an + bm
6

1

2
αn.βm

Donc, par le critère de comparaison,
(

1

an + bm

)
(m,n)∈N2

est sommable

On conclut l’équivalence (
1

an + bm

)
(m,n)∈N2

est sommable ⇐⇒ a > 1 et b > 1

Problème 5: Étude d’une sommabilité
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1. — Si α 6 1, alors pour q fixé, on a up,q =
1

pα + qβ
∼ 1

pα
et par le critère de Riemann la série

∑
p>1

up,q diverge,

donc la non sommabilité de la famille (up,q)(p,q)∈N∗2

— Si β 6 1, alors pour p fixé, on a up,q =
1

pα + qβ
∼ 1

qβ
et par le critère de Riemann la série

∑
q>1

up,q diverge,

donc la non sommabilité de la famille (up,q)(p,q)∈N∗2

2. Par hypothèse β > 1, alors pour p fixé, on a up,q =
1

pα + qβ
∼ 1

qβ
et par le critère de Riemann la série

∑
q>1

up,q

converge. Notons Xp sa somme

3. (a) L’application ϕ est continue, décroissante et positive sur [1,+∞[, donc l’intégrale
∫ +∞

1

ϕp(t) dt est de même

nature que la série
∑
q>1

ϕp(q) =
∑
q>1

up,q qui est convergente.

Soit q ∈ N∗, on utilise l’encadrement
∫ q+1

q

ϕp(t) dt 6 ϕp(q) 6
∫ q

q−1
ϕp(t) dt. Après on somme de q = 1 à

l’infini, on obtient : ∫ +∞

1

ϕp(t) dt 6 Xp 6
∫ +∞

0

ϕp(t) dt

(b) On effectue le changement de variable s =
t

p
α
β
, on obtient

∫ +∞

0

ϕp(t) dt =

∫ +∞

0

1

pα + tβ
dt =

∫ +∞

0

p
α
β

pα + pαsβ
ds =

1

p(α−
α
β )

∫ +∞

0

ϕ1(t) dt

et ∫ +∞

1

ϕp(t) dt =

∫ +∞

1

1

pα + tβ
dt =

∫ +∞

p
−α
β

p
α
β

pα + pαsβ
ds =

1

p(α−
α
β )

∫ +∞

p
−α
β

ϕ1(t) dt

On prend γ = α− α

β

4. On a
∫ +∞

p
−α
β

ϕ1(t) dt −−−−−→
p→+∞

∫ +∞

0

ϕ1(t) dt, donc d’après le théorème d’encadrement pγXp −−−−−→
p→+∞

C =∫ +∞

0

ϕ1(t) dt, d’où Xp ∼
C

pγ

5. D’après le théorème de sommation par paquets la suite double (up,q)(p,q)∈N∗2 est sommable, si et seulement, si

la série
∑
p>1

Xp est convergente, si et seulement, si la série de Riemann
∑
p>1

1

pγ
converge, si et seulement, si γ > 1.

(up,q)(p,q)∈N∗2 ⇔ α > 1, β > 1 et α− α

β
> 1
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