PROBLEME DE MATHEMATIQUES: MP ENONCE

LES CLASSIQUES DE LA SOMMABILITE

“+oo
1
On pose pour tout réel z € |1, +ool, {(z) = E —
p
p=1

—+o0
PROBLEME 1: Calcul de la somme Z (C(n)—1)

n=2

Dans cette partie, z un nombre complexe tel que |z| < 2 et (up,p) est une famille de nombres complexes définie pour
n

n et p entiers naturels, n > 2, p > 2 par uy , = Z—.
p’VL
+oo
L’objectif de cette partie est de calculer la somme Z (¢(n)—1)
n=2
+oo |y
1. (a) Justifier que, pour tout p > 2, la série Z Up,p est absolument convergente et calculer S, = Z —
p'ﬂ
n>=2 n=2
(b) En déduire que la famille (unp), 5, 5, de nombres complexes est sommable.
+oo 22 “+oo
2. (a) Démontrer que — = (C(n)—1)2"
,pz;; p(p - 2) ,;2
+o0
(b) En déduire la valeur de la somme Z (¢(n) —1)
n=2
: S (D"
PROBLEME 2: Calcul de la somme Z ¢(n)
n=2
S~ (=D
On rappelle que Vz €] — 1,1], ¥ ~———z" =1In(1 + ).
n
n=1
too n
X (-1
Dans ce probléme on calcule la valeur de la somme Z ¢(n).
n=2
o . 1
On définit la suite (x,)nen par g =0 et Vn € N*, z,, = Z o In(n) .
k=1
1. (a) Mont !
. (a) Montrer que z,—1 — Ty, ~ —5
d ! 2n?

(b) En déduire que (z,),,, converge vers un réel v

+oo
1 1 1 1
2. Montrer que E ( —In <1 + >) converge et que E ( —In (1 + )> =1.
n n n n

n>=1 n=1

_1\k
3. On considére la suite double (( D) ) .
k n>2

nk

(=1)*
knk

(a) Justifier que, pour tout n > 2, la série Z est absolument convergente ;

k>2
=1 1
(b) Vérifier que S,, = ,;:2 TF = (@] (nQ>

(=D*

knk

(¢) En déduire que la famille < ) ) est sommable. .

~— (-1
4. Montrer que Z . C(k) =~
k=2
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PROBLEME DE MATHEMATIQUES: MP

ENONCE

LES CLASSIQUES DE LA SOMMABILITE

" . 1 1 1
ProOBLEME 3: Calcul de trois sommes E e E =y et E oyl
(p,q)EN*2 @ q)‘eN*Z (p)Eis)?
pla pAG=

Dans cette partie on se propose de calculer les trois sommes

1 1 1
A= Z =5 B= Z p2q2etC’: Z 2

(p,q)EN*2 P (p,q)EN*2 (p.q)€(N*)2
pla pAg=1
s . 1
On considére la suite double - et les ensembles
P7a"/ (p,q)en=2

I= {(p7 q) € N*2 | p divise q}

et
vneN*, J,= {(p,q) € N*2 | p/\q:n} et I, = {(p,np) | p € N*}
1 1
1. Montrer que (22) est sommable et calculer A = Z -
T/ woen (p,q)EN*2 b4
2. (a) Justifier que la famille ( 5 2) est sommable;
P a7/ (p.g)er
(b) Montrer que (I,),, - est une partition de I;
1
(¢) Par le théoréme de la sommation par paquets calculer Z — -
p7q

(p,q) EN*2
pla

i . 1 1 1
3. (a) Vérifier que : Vn € N*, Z ey == Z qu23
(P.9)EJn (p,q)€J1

(b) Montrer que (Jy),, oy~ est une partition de N*2;

(c¢) Déduire la valeur de la somme C E 55
= Pd

(p,q) €N

pAg=1

PROBLEME 4: Sommabilité de la famille | ———
am + b’m (m,n)ENz

Soit a et b deux réels strictement positifs.

1
On propose d’étudier la sommabilité de la famille | ——— .
am +bm (m,n)eN2

1. On suppose, dans cette question, que la famille ( est sommable

am +om ) (m,n)eN?

1
(a) Donner un équivalent de ——— lorsque n tend vers +oco , puis de
a

+b
(discuter selon les valeurs de a et b ).

+b

(b) En déduire que a > 1let b >1.
1
Vb

2. On suppose que a > 1 et b > 1. On pose a = et B =

1
Va
1
Mont joration de ——— < —a"™.g™
(a) Montrer majoration de prarN L Ié]
(b) Etudier la sommabilité de (a™8™) puis conclure .

1
— lorque m — +o0
a
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PROBLEME DE MATHEMATIQUES: MP ENONCE

LES CLASSIQUES DE LA SOMMABILITE

PROBLEME 5: Etude d’une sommabilité

1
p*+4q°
1. Montrer que si « < 1 ou 8 < 1, alors (up’q)(p g)en-2 n’est pas sommable.

On considére la suite double (up,q), ,)en-2, définie par : up g =

On suppose dans ce qui suit que a>1let §>1

+oo
2. Soit p > 1 fixé. Montrer que la série Z Up ¢ est convergente. On note X, = Z Up.q
q=1 q=1

[0,400] — R
3. On considére la fonction ¢y, : y 1
p> + P

—+oo
(a) Justifier la convergence de l'intégrale / ©p(t) dt, puis montrer que
1

+oo +oo
/ (Pp(t) dt < X, < / @p(t) dt
1 0

(b) En déduire que :

1[ree 1t
— agpltdtgxg—/ o1 (t)dt
R e (0

Ou «y est une constante que ’on déterminera.

C .
4. Conclure que X, ~ — ou C est une constante & préciser
p

5. Etudier la sommabilité de la famille
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PROBLEME DE MATHEMATIQUES: MP CORRECTION

LES CLASSIQUES DE LA SOMMABILITE

400
PROBLEME 1: Calcul de la somme Z (¢(n)—1)
n=2

71,

1. (a) Soit p > 2, la série Z est géométrique de raison

z
‘ < 1, donc elle converge. Notons S, sa somme,
p

n>2
2
A Elk
alors S, = —| = =
? nz::z Pl 1z eIz

b) Comme S, ~ —' ?| , alors la série Sp est convergente. D’aprés le critére suffisant de sommabilité, la famille
p
p?
p=2

(Un,p) >0 pso €St sommable

2. (a) La famille (tnp), o »>o st sommable, donc d’apres le théoréme de la sommation par paquets, on a

+00 ot g tootoo n o too zé T o
D () R DR D B
n=2 n=2p= 2 p=2n= 2 p=2 p p=2
(b) Pour z =1, on a |z| < 2 et la formule précédente devient
“+o00 +oo 00
1 1 1
S -1 = Yoty =Y ()=
~ =1 HA\p-1 p
=0k
PROBLEME 2: Calcul de la somme Z —((n)
n=2
1. (a) Ona
1 1
Tp1—T, = ———1In (1 — )
n n
1 1 1

1

Donc z,_1 —xp, ~ —
2n2

(b) Par le critére de Riemann, la série télescopique Z (X, — Tp—1) converge, donc la suite (z,). Soit «y sa limite
n>=1

2(m01) - Xy

_ Z% S (I (k+1) — In (k)

2. Soitm > 1, on a

I
[]=
e
I
()=
=3
I/
—
+
x| =
S~

k=1 k=1
= Zn: 1 In(n+1)
k
k=1

= z,+In(n)—In(n+1)

1
= xn—ln(l—i—n) —

n—-+oo
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PROBLEME DE MATHEMATIQUES: MP

CORRECTION

LES CLASSIQUES DE LA SOMMABILITE

+o00
converge et que Z

n=1

donc la série E

n>1

C)

3. (a) Soit n > 2, pour tout k > <

1
2 0< —
on a Tk

1
convergente, donc la série E Tk convergente. Notons S, = E Tk
n n
k.f

B~

1
. La série géométrique Z — de raison — € ]0,1] est
n=1 n "

k>2
X1 e 1 1
(b) Ona0< S, < E — = n? = ( ) donc S,, = O (2) et par suite E S,, converge
n - nn- n
k=2 n

(="
knk

(¢) D’apres le critére suffisant de la sommabilité la suite double (

+oo
4. D’aprés la question 2.) on a Z

(1—ln (l-i-l))
n n
n=1

l—1n (1
n

D’autre part, on a
(1)

knk

)3

k=2

La suite double (
nz
k>2

n>=2

BN I B
n=2 k=2 kn k=2n=2 kn*
Avec N
~ (-1 _ (=D
> = (C(k) 1)
—~ knk k
et 400 + +
o0 oo _ k o0
(kllz = (1 1 <1+1)>:7—1+1n2
n=2 k=2 n n=2 n
Alors .
o0 1 k
Z( k) (C(k)—=1)=y—1+1n2
k=2
_1\k
La série Z ! est convergente de somme 1 — In2. Ainsi
E>2
400 +00 too
—1)» —1)» 1"
S % =3 E ey -+ E
n=2 n=2 n=2

est sommable.
n=2

) - est sommable, alors par le théoréme de la sommation par paquets

1 1 1
PROBLEME 3: Calcul de trois sommes Z eyl Z oy et Z ol
(p,q)EN*2 (p.@)EN*2 (p.a)E(*)2
rlq pAg=1
1. 11 s’agit d’une suite double de réels positifs
1 +oo 1 1 C
— Soit p € N, la série Z ——5 est convergente de somme S, = Z - = o Z 22/
ST — 1’ ¢ «q*  p?
qz q= q=
2 2
— La série Z $2) est convergente de somme Z C) =(¢%(2)

2
p>1 =1 P
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PROBLEME DE MATHEMATIQUES: MP CORRECTION

LES CLASSIQUES DE LA SOMMABILITE

Donc la famille est sommable et par le théoréme de sommation par paquets, on a

+0o0 00
1 1
A= Z P2 ¢ - Zzp2q2 =2
(p,q)EN*2 p=1g=1

2. (a) La famille < ) est une sous-famille d’une famille sommable, donc elle est sommable ;
(p.a)el

2 g2
(b) — Soit n € N* I'élément (1,n) € I,,, donc I,, # 0
— Soit m,n € N* tels que m # n. Si (p,q) € I, N I,,,, alors ¢ = np = mp, donc m = n. Absurde

— Pour tout n € N*, on a I,, C I, donc U I, C I. Inversement si (p,q) € I, alors p | ¢, donc il existe
neN*
n € N* tel que ¢ = pn, soit (p,q) € I, ainsi I C | J I,. Do | J I, =1
neN- nen-
On conclut que (I,), oy~ est une partition de I

(c) Par le théoréme de la sommation par paquets on a :

3 1 io 3 1
PP P*q?

(p,q)EN*2 n=1(p,q)€l,

rlg o 1
- Z Z n2pl

n=1 peN*

= ((2)¢(4)

Jl — Jn

(p.q) — (pn,qn)
elle est sous-famille d’une famille sommbale. Soit n € N*, alors

3. (a) L’application o : {
P*q

1
est une bijection. La famille <> est sommable car
(P,9)€J1

1 1 1 1
Z 2.2 Z 2 PR——) Z 2.2
(P.9)€JIn P (P.0)€N (np)*(nq) " (p,@)€1 pa
(b) — Soit n € N* I'élément (n,n) € J,, donc J,, # ()
— Soit m,n € N* tels que m # n. Si (p,q) € J, N Jp, alors p A ¢ =m = n, donc m = n. Absurde

— Pour tout n € N*, on a J,, C N*2, donc U J, C N*2. Inversement si (p,q) € N*2, on pose n = p A g,
neN*
donc (p,q) € J,, ainsi N*2 C U J,,. D’ou U J, = N*2
neN* neN*
On conclut que (J,),,cy- est une partition de N*2;

(c¢) Par le théoréeme de la sommation par paquets on a :

1 = 1
Z 222 = Z Z P22
(p,q)EN*2 n=1(p,q)€Jn,
+oo 1

= CC(4)
7 1 1 e©)
D’autre part Z ey = ¢%(2), donc Z ey =C = T)
(p,q)EN*2 (P € i)

1
PROBLEME 4: Sommabilité de la famille | ———
am 4 bm (m,n)€EN?
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PROBLEME DE MATHEMATIQUES: MP CORRECTION

LES CLASSIQUES DE LA SOMMABILITE

1. (a) Ona
1
si0<a<l1
bm
1 1 -
a™ 4+ b™ n—+oo0 11+ pm 0T
sia>1
an
De méme 1
— si0<b<1
aTL
1 1 .
_ ~ sib=1
a™ + b m—+oo aln +1
. . . 1
(b) Soit m € N, la sous-famille | ——— de la famille sommable | ——— est sommable donc
a™ +b" /) en a" 4 bm (m,n)EN?
1
la série Z ——— est convergente. Donc il est nécessaire que son terme général tend vers 0, soit
n>=0 am +om
1
— 0
a™ + bm n—+oo
Ceci n’est possible que si a > 1.
De la méme fagon on montre que b > 1
1 1
2. On suppose que a >1let b>1. On pose a = —= et f = —
va Vb
(a) Un cadeau de tronc commun : V(u,v) € (Ry)* , 2y/u0 < u+v .
(b) On utilise inégalité précédente, en posant u = a™ et v = b™ :
b > 2V = —— < o
@ Zava am +bm 2%

() (@"B™)(m,nyen2 est une suite double de réels positifs.

— Soit m > 0, la série E a™B™ converge, c’est une série géométrique de raison a €]0,1[, de somme

n>=0
+oo m
Sn= Y a"0" =
11—«
n=0

— Z S est convergente car il s’ait d’une série géométrique de raison 3 €]0, 1]
m=0

Ainsi la famille (a”8™) N2 est sommable. Or

m,n)€
1 1
2
s . 1
Donc, par le critére de comparaison, —_— est sommable
a”+b (m,n)€EN?

On conclut I'équivalence

1
() est sommable <= a>1letb>1
am +om (m,n)EN?

PROBLEME 5: Etude d’une sommabilité
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CORRECTION

PROBLEME DE MATHEMATIQUES: MP
LES CLASSIQUES DE LA SOMMABILITE

) 1 1 . . . .
— Si a < 1, alors pour ¢ fixé, on a up 4 = e ~ — et par le critere de Riemann la série E Up,q diverge,
p q
p=1

1.
donc la non sommabilité de la famille (u, ) (p:g)EN"2
— Si B < 1, alors pour p fixé, on a up 4 = zﬁqﬂ ~ qiﬁ et par le critére de Riemann la série z; Up,q diverge,
donc la non sommabilité de la famille (up»q)(p,q)EN*Q "~
! ! et par le critére de Riemann la série Z Up,q
g=1

2. Par hypotheése 8 > 1, alors pour p fixé, on a u,, = ——— ~ —
yp B pour p R R

converge. Notons X, sa somme

“+o0

3. (a) L’application ¢ est continue, décroissante et positive sur [1, 4+o00[, donc 'intégrale / ©p(t) dt est de méme
1

nature que la série Z wp(q) = Z Up.q qui est convergente.

g1 g1
q+1 q
Soit ¢ € N*, on utilise 'encadrement / wp(t)dt < pp(g) < / ©p(t)dt. Aprés on somme de ¢ =1 &
q q-1
I'infini, on obtient :
+oo +oo
/ ep(t)dt < X, < / pp(t)dt
1 0
t
(b) On effectue le changement de variable s = —, on obtient
pe
/+(>o (t) dt /+(>o L /mpa d ! /+(>o (t) dt
© — ~ = - - s = = ¥1
0 8 o p*+tf o p*+posh ple=%)Jo
et
/H>o (t) dt /m Y /H>o B L ! /m (t) dt
(p = = o o = S = - a (pl
7 Pt tP b P+ psh pla=8) /78

On prend v = o —
5

+oo +oo
4. On a / p1(t)dt —— =
p p——+oo 0

_a
B

©1(t)dt, donc d’aprés le théoréme d’encadrement p7X, —+> C
p——00

+o0 C
p1(t)dt, d’ou X,, ~ —
/0 ’ o
5. D’aprés le théoréme de sommation par paquets la suite double (u, 4) (pg)en=2 €st sommable, si et seulement, si

la série E X, est convergente, si et seulement, si la série de Riemann E — converge, si et seulement, si v > 1.
p
p=1

p=1
(up’q)(zo’q)GN*2 Sa>1 >1 e a-— % > 1
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